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Riesenia kategoérie B

B-1-1 Teploty

Na zisk 6 bodov stacilo naprogramovat najjednoduchsie mozné rieSenie: kazdy z n — t + 1 riadkov vystupu
vyrobime tak, ze prejdeme vSetky zodpovedajice zdznamy, ndjdeme ich minimum, sticet a maximum a na zaver
priemer vypoc¢itame ako sti¢et deleno t. Casovéa zlozitost takéhoto rieSenia je teda priblizne priamo timerna
hodnote ¢(n — t). (Matematicky to zapisujeme: ¢asova zlozitost je O(t(n —t)).)

Takéto riesenie dokonca mohlo trpezlivému riesitelovi stacit aj na 10 bodov. Odhadnime si totiz, ako
dlho budeme musiet éakat na vysledok pre najvicsi vstup. Vystup pre vstup 5.txt mé 500001 riadkov, a pre
kazdy z nich potrebujeme spracovat 500000 hodnét. To znamend, Ze na$ program spravi radovo 500 000% ~
2.5-10% logickych krokov.

Pri stcasnych pocitacoch je celkom dobry odhad, Ze za sekundu stihne vykonat asi miliardu instrukcii, ¢o
zhruba zodpoveda 10® jednoduchym logickym krokom. N4§ hruby odhad teda hovori, Ze na priemernom sucas-
nom pocitaci by malo vyrieSenie vstupu 5.txt byt zvladnutelné radovo za hodinu. (Od efektivnosti pocitaca,
zvoleného programovacieho jazyka a Sikovnosti implementécie zavisi, ¢i to bude 13 minat alebo 11 hodin. Ale
tak ¢i onak to bude dostato¢ne rychlo.)

Trpezlivosti sa dalo pomoct réznymi vylepseniami. Niektoré z nich funguja len obéas — napriklad riesenie, v
ktorom minimum /maximum preratame len vtedy, ked to treba (hodnota, ktord préve opustila spracvany inter-
val, je rovnd dovtedajSiemu minimu/maximu). V tomto vzorovom rieSeni si vSak popiSeme niekolko algoritmov,
u ktorych mame istotu, Ze buda vzdy efektivnejsie ako rieSenie ,hrubou silou“.

Zarucene lepSie rieSenie pre priemer

Priemernt teplotu vieme Tahko pocitat omnoho efektivnejSie. Predstavme si, Ze sme préave spocitali priemer
teplot aq, ..., a;. Teda pozndme siaéet s = aj + - - - + a;. Ako vypocitame priemer pre nasledujtiice meranie? Na
ten potrebujeme poznat siucet as+- - -+ay41. Lenze ten vieme vypocitat v konstantnom ¢ase: ako (s—a3 +az41).

Zarucene lepsie rieSenie pre minimum a maximum

Ako zrychlif vypocet minima a maxima? Treba nejako zabranif tomu, aby sme zakazdym prechadzali vSet-
kych ¢ poslednych merani. Jednou moznou cestou je rozdelit si vstup na bloky nejakej pevne zvolenej velkosti.
Kazdému bloku len raz spo¢itame minimum a maximum a zapaméitame si ich. A potom vzdy, ked potrebujeme
najst napr. maximum spomedzi nejakého tseku hodnot, tak sa pozrieme na maximé blokov, ktoré si celé vo
vnitri nasho tiseku. Po jednom prvku potrebujeme prejst maximéalne jeden blok na zadiatku a jeden na konci.

Celé to je nazorne ukazané na nasledujicom obrazku:

V spodnom riadku st jednotlivé namerané teploty. Toto pole sme si ,nasekali“ na bloky dlzky 4. Tie st
znazornené v hornom riadku — pre kazdy blok mame jedno policko a v fiom maximum spomedzi hodnét v
danom bloku. Sipkami je znizorneny interval, ktorého maximum nés zaujima. Na zistenie tohoto maxima sa
sta¢i pozrief na farebne zvyraznené policka.

Ako zvolit dlzku bloku? Ak si zvolime primalé bloky, bude ich treba prejst vela. A ak si zvolime bloky
privelké, bude na zaciatku aj na konci tiseku treba pozerat vela jednotlivych prvkov. Dobrou volbou je zlaté
strednd cesta: hodnota b = [v/f]|. Usek dlzky ¢ bude obsahovat najviac b celych blokov, a taktiez bude treba
prezriet najviac b — 1 prvkov na zaciatku a najviac b — 1 prvkov na konci za poslednym celym blokom. Dokopy
nam teda na najdenie maxima pre konkrétny tsek sta¢i pozrief na menej ako 3/ hodnot.
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Dostavame teda riesenie s asovou zlozitostou O(v/t(n—t)). Toto rieSenie uz aj najvicsi zo zadanych vstupov

vyriesi za par sekund.

Listing programu:

var n, t, bl : longint; { pocet merani, dlzka useku, dlzka bloku }
teploty, bloky_max, bloky_min : array of longint;

function max(x,y : longint) : longint; begin if x>y then max:=x else max:=y; end;
function min(x,y : longint) : longint; begin if x<y then min:=x else min:=y; end;

procedure nacitaj;

var i : longint;
x : double;
begin
read(n,t);
bl := trunc(sqgrt(t));

setlength (teploty,n);
setlength (bloky_max, (n div bl)+1);
setlength (bloky_min, (n div bl)+1);
for i:=0 to n-1 do begin
read(x); teploty[i]:=round(x*100);
if i mod bl=0 then begin

bloky_max[i div bl] = teplotyl[il];
bloky_min[i div bl] := teplotyl[il;
end else begin
bloky_max[i div bl] := max( bloky _max[i div bl], teploty[i] );
bloky_min[i div bl] = min( bloky_min[i diwv bl], teploty[i] );
end;
end;
end;
procedure max_min_useku(zac, kon : longint; wvar odpoved_max, odpoved_min : longint);
begin
odpoved_max := -10000; odpoved_min := 10000;

{ spracujeme prvky po najblizsi zaciatok bloku }
while (zac<kon) and (zac mod bl > 0) do begin

odpoved_max := max( odpoved_max, teplotyl[zac] );
odpoved_min := min( odpoved_min, teplotyl[zac] );
inc (zac);

end;

{ spracuvame cele bloky }
while (zac+bl <= kon) do begin

odpoved_max := max( odpoved_max, bloky_max[zac div bl] );
odpoved_min := min( odpoved_min, bloky_min[zac div bl] );
inc(zac,bl);

end;

{ spracujeme prvky po koniec useku }
while (zac<kon) do begin

odpoved_max := max( odpoved_max, teplotyl[zac] );
odpoved_min := min( odpoved_min, teploty[zac] );
inc (zac);

end;

end;

procedure vyries;

var i,mx,mn : longint;
sucet : int64;
begin
sucet := 0; for i:=0 to t-2 do sucet:=sucet+teploty[i];

for i:=0 to n-t do begin
{ spocitame odpovede pre usek zacinajuci na indexe 1 }
sucet:=sucet+teploty[i+t-1];
if i>0 then sucet:=sucet-teploty[i-11];
max_min_useku (i, i+t, mx,mn) ;
writeln( (mn/100):0:2, " ', (sucet/(t*100)):0:4, ' ', (mx/100):0:2 );
end;
end;

begin
nacitaj;
vyries;
end.
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Iné lahké vylepSenie

Taktiez sa na urychlenie vypo¢tu minima/maxima dalo vyuzit to, Ze hodnoty na vstupe su len z malého
rozsahu. Ked vSetky teploty vynasobime ¢islom 100, dostaneme celé ¢isla od —8000 do 6000. A tie mozeme pouzit
ako indexy do pola, v ktorom si budeme pamiitat, ktort hodnotu kolkokrat prave spractivany tusek obsahuje.
Takto dosiahneme situaciu, kedy véésinou vieme minimum/maximum povedat v konstantnom ¢ase. Len ob¢as
(prave vtedy, ked dovtedajsie minimum/maximum prestane lezat v aktudlne spractivanom tseku) potrebujeme
prechadzat nasim pomocnym polom a ndjst najbliz§iu vicsiu/mensiu hodnotu, ktord sa v aktudlnom tseku
vyskytuje. (VSimnite si, Ze pocet krokov, ktoré pri hladani nového minima/maxima spravime, nezéavisi od ¢.)

Nad ramec rieSenia tejto alohy

Pokrocilé datové struktiury

Velmi struéni a zaroveni efektivnu implementéciu vieme dosiahnut v programovacich jazykoch, ktoré nam
pontkaju datova Struktiru ,usporiadand mnozina“. (Napr. set v C++, TreeSet v Jave.) Této datova Struktira
je zvidsa implementovand ako vyvazovany bindrny strom. Ak si v nej budeme pamiitat ¢ aktudlne spractivanych
merani, budeme vediet v ¢ase O(logt) zistit aktudlne minimum/maximum, a taktiez v ¢ase O(logt) prejst na
nasledujtiici tisek merani.

Listing programu:

#include <cmath>
#include <iostream>
#include <set>
#include <vector>
using namespace std;

int get () { double x; cin >> x; return int (round(100*x)); }

int main () {
int N, T; cin >> N >> T;
vector<int> vstup;
for (int n=0; n<N; ++n) vstup.push_back (get());
multiset<int> usek;
long long sucet = 0;

for (int t=0; t<T-1; ++t) { usek.insert (vstupl[t]); sucet += vstupl[t]; }
for (int t=T-1; t<N; ++t) {
usek.insert (vstup[t]); sucet += vstupl[t];
if (t>=T) { usek.erase(usek.find(vstup[t-T])); sucet —-= vstup[t-T]; }
cout << *usek.begin()/100. << ™ ™ << sucet/(100.*T) << ™ ™ << *usek.rbegin()/100. << “\n“;

Rovnako efektivne rieSenie vieme dostat pomocou intervalového stromu. Zaujemcom odportcame precitat
si rieSenie Ulohy A-I-1 z 25. ro¢nika OI. Ide vlastne o vylepSenie vySSie popisaného rieSenia s blokmi: pri
intervalovom strome vstup rozdelime na n/2 blokov velkosti 2, tie pospdjame do n/4 viiésich blokov velkosti 4,
tie do blokov velkosti 8, a tak dalej.

Optimalne riesenia

Existuje dokonca aj rieSenie, ktoré ma aj v najhorSom moznom pripade ¢asova zlozitost O(n) — kazdy mozny
vstup teda spracuje v ¢ase linedrnom od jeho velkosti. Detaily tohoto rieSenia nebudeme uvadzat. Pripadnym
zéujemcom poradime, Ze je myslienkovo pribuzné rieSeniu z cGasti ,,Iné Tahké vylepSenie”. Namiesto pola so
v8etkymi hodnotami si ale treba vo vhodnej datovej struktire (deque, teda tzv. obojsmernd fronta) pamétat
len tie hodnoty, ktoré maju teoreticki Sancu niekedy sa stat maximom tseku.

Iné rieenie s celkovou ¢asovou zlozitostou O(n) vyzera nasledovne: rozdelime si vstup na bloky dizky t a v
kazdom bloku pre kazdy prefix aj pre kazdy sufix spo¢itame jeho minimum/maximum. Pomocou tychto tdajov
vieme teraz minimum lubovolného tseku dizky ¢ uréif v konstantnom case.
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B-1-2 Sudoku

Riesenie tejto tlohy neobsahuje ziadne hlboké myslienky. Na ziskanie bodov stacilo spravne pochopit, zovSe-
obecnit a implementovat pravidld uvedené v zadani. PopiSeme si, ako to malo celé vyzerat.

Prvé pravidlo je zbytocné

To samozrejme nie je Uplne pravda. Implementuje sa najlahSie a par bodov sa zan dalo ziskat. Ak ale
planujeme ziskat vSetkych 10 bodov, nem4 zmysel stracat ¢as implementovanim prvého pravidla. Pre¢o? Preto,
ze vzdy, ked niec¢o vieme odvodif prvym pravidlom, vieme to isté odvodit aj druhym pravidlom — ak st v danom
riadku/stpci/stvorci plné vSetky policka okrem jedného, ked sa na dotyéné prazdne policko pozrieme, budeme
uz mat len jednu moznost.

Implementacia druhého a tretieho pravidla

Tieto pravidla sa sice daju implementovat kazdé zvlast, avSsak mozeme si ich obe zjednodusit tym, Ze si
budeme pamitat vhodné pomocné tidaje. PresnejSie, pre kazdé policko si budeme pamitat, ktoré cifry sa
na nom este mozu vyskytnit bez toho, aby vznikol priamy konflikt. Na toto je najjednoduchsie pouzit pole
boolovsk§ch premenngch — presnejsie teda trojrozmerné pole: pre kazdy riadok r, stipec s a cifru ¢ si budeme
pamitat, ¢i moézeme cifru ¢ umiestnit na poziciu (r, s).

(Pre uz zaplnené policka nastavime vSetkym cifram, vratane tej na liom pouzitej, hodnotu false. Takto ich
odlisime od poli¢ok, kde uz ostava len jedna moznost, ale eSte sme ju tam neumiestnili.)

Hodnoty v poli je lahké udrziavat: vidy, ked umiestnime nejaka cifru, staéi prejst jej riadok, stipec a stvorec
3 x 3 a ,vyskrtat ju® — teda zakazat jej vyskyty na vsetkych spominanych polickach.

Ako bude vyzeraf inicializacia nasho pola? To bude tiez jednoduché: sta¢i na zacdiatku nastavit, Ze kazda
cifra moze byt vSade, a potom postupne po jednej popridavat cifry zo vstupu.

Druhé pravidlo teraz moézeme implementovat nasledovne: zaradom prejdeme vSetky policka, pre kazdé z
nich skontrolujeme, ¢i ndhodou nema prave jednu moznu cifru, a ak ano, tak ju tam umiestnime. No a takisto
pri trefom pravidle sa sta¢i pozerat do nasho pomocného pola a skontrolovat, ¢i ma dand cifra v danom
riadku/stlpci/stvorci uz len jednu mozni poziciu.

Listing programu:
program sudoku;

1..9] of boolean; { moze byt na pozicii A,B cifra C? }

var moze : array[l..9,1..9,
,1..9] of longint;

4
riesenie : array[l..9

procedure inicializuj;
var i,j,k : longint;

begin
for i:=1 to 9 do for j:=1 to 9 do for k:=1 to 9 do moze[i, j,k]:=true;
for i:=1 to 9 do for j:=1 to 9 do rieseniel[i, j]:=0;
end;
procedure umiestni_cifru(r,s,c : longint);
var i, j,br,bs : longint;
begin
riesenielr,s]:=c;
for i:=1 to 9 do begin moze[i,s,c]:=false; moze[r,i,c]l:=false; moze[r,s,i]:=false; end;

br:=(r-1) div 3; bs:=(s-1) div 3;
for i:=1 to 3 do for j:=1 to 3 do moze[3*br+i,3*bs+]j,c]:=false;
end;

procedure nacitaj;
var i,j : longint;

s : string;
begin

for i:=1 to 9 do begin
readln(s);

for j:=1 to 9 do if s[j]<>’.’ then umiestni_cifru(i, j,ord(s[j])-48);
end;
end;

procedure vypis;
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var i,j : longint;
begin
for i:=1 to 9 do begin
for j:=1 to 9 do write(rieseniel[i, jl);
writeln;
end;
end;

function hotovo : boolean;

var i,j : longint;
begin

hotovo := true;

for i:=1 to 9 do for j:=1 to 9 do if riesenie[i, j]=0 then hotovo := false;
end;

procedure druhe_pravidlo;

var r,s,c,kolko,co : longint;
begin
for r:=1 to 9 do for s:=1 to 9 do begin
kolko := 0;

for c:=1 to 9 do if moze[r,s,c] then begin inc (kolko); co:=c; end;
if kolko=1 then umiestni_cifru(r,s,co);
end;
end;

procedure tretie_pravidlo;
var rr,ss,r,s,c,kolko,kder,kdes : longint;
begin
for c:=1 to 9 do begin
{ riadky }
for r:=1 to 9 do begin
kolko := 0;
for s:=1 to 9 do if moze[r,s,c] then begin inc (kolko); kdes:=s; end;
if kolko=1 then umiestni_cifru(r,kdes,c);

end;

{ stlpce }

for s:=1 to 9 do begin
kolko := 0;

for r:=1 to 9 do if moze[r,s,c] then begin inc (kolko); kder:=r; end;
if kolko=1 then umiestni_cifru(kder,s,c);

end;

{ stvorce 3x3 }

for rr:=0 to 2 do for ss:=0 to 2 do begin

kolko := 0;
for r:=1 to 3 do for s:=1 to 3 do begin
if moze[3*rr+r,3*ss+s,c] then begin inc(kolko); kder:=3*rr+r; kdes:=3*ss+s; end;
end;
if kolko=1 then umiestni_cifru(kder,kdes,c);
end;
end;
end;
var t : longint;
begin
readln (t);
while t>0 do begin
dec(t);
inicializuj;
nacitaij;
while not hotovo do begin druhe_pravidlo; tretie_pravidlo; end;
vypis;
end;
end.

B-1-3 Uhadni den

Na 1ivod rieSenia si treba uvedomit, Ze sa zaobideme aj bez komplikovanych otdzok ako tato: ,Mal si tento
rok narodeniny v utorok?“ Namiesto nej totiZz mdZeme polozit rovnocennt otdzku: ,,M4$ narodeniny v jeden z
nasledovnych dni: 3, 10, 17, 24, 317“ Kazdu otdzku vieme preformulovat na ekvivalentnt otazku o ¢islach dni.
Sta¢i nam teda riesit jednoduchsiu tlohu: na ¢o najmenej otdzok uhddnut éislo od 1 do 31.
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Podiloha a)

Dobré stratégia pre Anicku (neskor si dokonca ukadzeme, Ze najlepsia moznd) je pytat sa tak, aby sa jej po
kazdej otazke priblizne na polovicu zmensil pocet moznosti, ktoré este pripadaja do avahy.

Zacat moze napriklad otdzkou: ,Je defi tvojich narodenin ¢islo od 1 do 157

Ak dostane odpoved ,dno“, zmensil sa pocet moznosti z 31 na 15. A ak dostane odpoved ,nie*, prichddzaju
uz do uvahy len ¢isla 16 az 31, ¢o je 16 moznosti.

A rovnako moZe Anicka pokracovat dalej — vzdy rozdeli éisla, ktoré este prichaddzaju do tvahy, na dve
rovnako velké kopky a opyta sa, ¢i je hladané ¢éislo na prvej kopke. (Ak mé nepdrny podet moznosti, prva kopka
bude mat o ¢islo menej ako druhd.) Ak napriklad zacala vyssie uvedenou otézkou a dostala odpoved ,nie“, v
druhom kole méze polozit otézku ,,Je den tvojich narodenin éislo od 16 do 237.

Ako vela otdzok bude Anicke stacit pri tomto postupe? Po prvej otézke jej ostavalo najviac 16 moznosti. Po
druhej tento pocet klesne na 8, po tretej na 4, po Stvrtej na 2 a po pripadnej piatej otazke (ak ju este treba) uz
urdite ostala len jedna moznost — t4 spravna.

Ak teda Misko dovoli Anicke polozif pif otdzok, ma Anicka pri pouziti nasej stratégie istotu, ze jeho den
narodenin uhéadne.

Podiloha b)

Napriek tomu, Ze je Miskova situécia tazsia, aj jemu staci polozif len pét otdzok. Ako to mé spravit?
Jednoducho sa zakazdym Sikovne opyta naraz vSetky otdzky, ktoré by sa v danii chvilu mohla opytat Anicka.

Prva otdzku polozi Misko rovnakt ako Anicka.

Pozrime sa teraz na Anickinu druht otdzku. T4 mohla vyzerat dvomi sposobmi: ak na prvia otdzku dostala
odpoved ,,4no*, opytala by sa druhti otdzku ,,Je deni tvojich narodenin éislo od 1 do 77%, ak nie, tak otazku ,Je
den tvojich narodenin ¢islo od 16 do 237¢.

Miskova druhé otdzka teraz moZe vyzeraf nasledovne: ,Je deii tvojich narodenin medzi ¢islami (1 az 7) a
(16 az 23)7¢

A rovnako pokracujeme aj dalej. Tretia Miskova otézka by vyzerala takto: ,Je den tvojich narodenin medzi
Cislami (1 az 3), (8 az 11), (16 az 19) a (24 az 27)7¢

Z odpovedi na vSetkych pit otdzok vie Misko zakazdym jednoznacne zostrojit hladané &islo.

Iny pohlad na toto isté riesSenie:

Cislo z, ktoré sa Migko snazi uhadnut, vieme zapisat v dvojkovej sustave. Kedze je z rozsahu od 1 do 31,
urd¢ite ndm na to stac¢i pat bitov. (Kratsie ¢isla si doplnime zlava nulami, teda napr. 6 zapiSeme ako 00110, 18
zapiSeme ako 10010.)

No a Miskovu stratégiu, ktort sme vyssie popisali, mdzeme teraz formulovat jednoduchsie: kazdou otézkou
sa dozvieme jeden bit hladaného &isla.

Napriklad otézku ,Je den tvojich narodenin medzi ¢islami (1 az 7) a (16 az 23)7“ méZzeme preformulovat
takto: ,,M4 ¢islo x druhy bit zlava rovny nule?*

Podiiloha c)

Teraz potrebujeme dokazat, ze Miskovi nemdze stacif menej ako piaf otdzok. Dokaz vobec nebude zavisiet
na tom, ako vyzeraji Miskove otazky — vyuzijeme len to, Ze na primalo otazok dostaneme primalo odpovedi.

Predstavme si, ze Misko napisal na papier len Styri otazky. Anicka teraz zobrala jeho papier a ide k nim
napisat svoje odpovede. V tejto chvili je len 2* = 16 moznosti, aké odpovede Anicka napise. LenZe dni, ktoré
pripadajt do Gvahy, je az 31, no a 31 > 16. Preto urdite (podla Dirichletovho principu) budu existovat dva rozne
dni, pre ktoré Anicka napise na MisSkov papier t1 ist(1 postupnost odpovedi. No a prave tym vznikd problém —
ak sa Anicka narodila v jeden z tychto dni, tak Miskovi ostane viac ako jedna moznost. Misko teda nebude mat
istotu, Ze vie, kedy sa Anicka narodila.

(Rovnako by dokaz fungoval, ak by Misko polozil menej ako Styri otdzky. Rozmyslite si tiez, Ze z tohto
dokazu vyplyva aj to, ze aj Ani¢ka na uhddnutie Miskovych narodenin potrebuje aspoii pit otazok.)
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B-1-4 Cierne stvorce

Poddloha a)

Situécia z obrazku v zadani sa pocas nasledujtcich niekolkych mintt vyvijala nasledovne:
I I | I I | I I | | [

[ [
Po piatich minatach uz boli vsetky Stvorce biele.

Poddiloha b)

Po priklad takého rozmiestnenia netreba chodif daleko — najmensie m4 len tri Stvorce!

Na obréazku vlavo je povodné rozmiestnenie, vpravo jeho vzhlad o minatu neskor.
[ [

Poduloha c)

Po chvili experimentovania Tahko odhalime viaceré také rozmiestnenia Stvorcov. Asi najjednoduchsim je
jednoducho 7 ¢iernych stvorcov v rade vedla seba.

Podiloha d)

Da sa to pre kazdé n a k. Z predchadzajicej podulohy uz vieme, Ze ak umiestnime k stvorcov do radu, prave
po k minttach dostaneme vSetky Stvorce biele. Nasledne staci spravne pridat dalsich n — k Stvorcov tak, aby to
celé drzalo pokope a aby ich pridanie neovplyvnilo tych prvych k. Na to ich napriklad sta¢i vhodne diagonalne
pripojit k prvym k Stvorcom. Potom hned po prvej minite vSetky zmizna a ostane len k — 1 z povodnych k
Stvorcov.

Na nasledujicom obrazku je priklad pre n =7 a k = 5.
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