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64.roénik Matematickej olympiady, 2014/2015
Ulohy celostatneho kola kategérie A
PRrRvY SUTAZNY DEN, 23. MARCA 2015

1. Najdite vSetky stvorciferné cisla n také, ze siiCasne plati:
i) ¢islo n je stCinom troch réznych prvoéisel;
ii) stcet najmensich dvoch z tychto prvocisel je rovny rozdielu najvicésich dvoch
z nich;
iii) stcdet vSetkych troch prvocisel je rovny druhej mocnine iného prvoéisla.

2. Pre dané prirodzené ¢islo n uréte pocet ciest dlzky 2n + 2 z bodu [0,0] do bodu
[n,n], ktoré Ziadnym bodom neprechadzaji viackrat. Cestou dizky 2n + 2 z bodu
[0,0] do bodu [n,n] rozumieme (2n + 2)-¢lennt postupnost

(AoAy1, A1 Ag, A2 Az, -+, Aoni1A2n42)

useciek spajajucich dva susedné mrezové body, pricom Ay = [0,0], Azpt+2 = [n,n].
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3. V Tubovolnom trojuholniku ABC, v ktorom taZnica z vrcholu C nie je kolma
na stranu C'A ani na stranu CB, oznaéme X a Y priesecniky osi tejto taznice
s priamkami C'A a C'B. Najdite vsetky také trojuholniky ABC, pre ktoré body A,
B, X, Y lezia na jednej kruznici.

Na rieSenie tloh je 4,5 hodiny, za kazda tlohu mézZete ziskat najviac 7 bodov. Pocas
sutaze nie je dovolené pouzit ziadne elektronické pristroje ani ziadne pisomné materialy.
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4. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic
a(b* + ¢) = c(c + ab),

b(c* +a) = a(a + be),
c(a® 4+ b) = b(b + ca).

5. Dany je trojuholnik ABC, ktorého kazdé dve strany sa lisia aspoii o dizku d > 0.
Oznac¢me T jeho tazisko, I stred kruznice vpisanej a o jej polomer. Dokazte, zZe

2
Sarr + Sgrr + Scrr 2 ng,
pricom Sxyz oznacuje obsah trojuholnika XYZ.

6. Dané je prirodzené cislo n > 2. Urcte najvicsie celé cislo d, pre ktoré plati
nasledujice tvrdenie: Z Iubovolnej n-prvkovej mnoziny celych ¢isel mozno vybrat
tri rézne neprazdne podmnoziny tak, ze sucet prvkov kazdej z nich je celociselnym
nasobkom ¢isla d. (Vybrané podmnoziny mézu mat spoloéné prvky.)

Na rieSenie tloh je 4,5 hodiny, za kazda tlohu mézZete ziskat najviac 7 bodov. Pocas
sutaze nie je dovolené pouzit Ziadne elektronické pristroje ani ziadne pisomné materialy.
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