skmo.sk

64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Urcte vsetky dvojice (z,y) redlnych cisel, ktoré vyhovuji sustave rovnic

Vie+4)2=4—y,
V(y—4)P?=z+8.

(Jaroslav Svréek)
Riesenie. Vzhladom na to, Ze pre kazdé realne ¢islo a plati va? = |a|, je dana sustava
rovnic ekvivalentna so ststavou rovnic
ly—4[==z+38.

Z prvej rovnice vidime, ze musi byt 4 —y = 0, teda y < 4. V druhej rovnici mozeme
teda odstranit absolitnu hodnotu. Dostaneme tak

ly—4|=4—y=z+8, t.j —y=zxz+4
Po dosadeni za x 4+ 4 do prvej rovnice dostaneme
—yl=lyl=4—y.

KedZe y < 4, budeme dalej uvazovat dva pripady.

Pre 0 < y < 4 rieSime rovnicu y = 4 — y, a teda y = 2. Ndjdenej hodnote y = 2
zodpoveda po dosadeni do druhej rovnice x = —6.

Pre y < 0 dostaneme rovnicu —y = 4 — y, ktorad vSak nema4 riesenie.

Zaver. Dand ststava rovnic ma prave jedno riesenie, a to (z,y) = (—6,2).

Iné rieSenie. Odstranenim absolttnych hodn6t v oboch rovniciach, t.j. rozborom
Styroch moznych pripadov, ked

a) (z+420)A(y—420),t.j (24N (y 2 4),
) (@+420)A(y—4<0),t.) (2 -4)A(y <4),
) (x+4<0)A(y—420),t.j. (r <—4)A(y=4),

d) (z4+4<0)A(y—4<0),t.j (z<—4) A (y<4),

zistime, Ze pripady a), b), ¢) neddvaji (vzhladom na uvedené obmedzenia v jednotlivych
pripadoch) Ziadne realne riesenie. V pripade d) potom dostaneme jediné riesenie (x,y) =
= (—6,2) danej ststavy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V obore redlnych cisel vyrieste rovnicu:
a) |z =42 [z = —1]
b) 2z4+2=z+4[z=-2,z=2]
¢) o — 1] = o] - 1 [ = 1]

N2. V obore realnych cisel vyrieste sastavu rovnic:
a) lz+2|=y—1,|ly—5|=—z[r=-3,y=2
b) |z — 1] =y, |z — 2| = y + 2 [sGstava nema rieSenie|
Q) ol =y+Lo=lyl+1z21,y20



2. Peter ma zvldstne hodinky s tromi rucickami — prvd z nich obehne kruhovy cifernik
za minutu, druhd za 8 minuty a tretia za 15 minut. Na zaciatku su vsetky rucicky
v rovnakej polohe. Uréte, za ako dlho budi rucicky rozdelovat cifernik na tri zhodné
casti. Najdite vsetky riesenia. (Tomas Jurik)

Riesenie. Predstavme si klasicky cifernik s ¢islami 1 — 12. Bez ujmy na vSeobecnosti
si predstavme, ze na zaciatku sa vsetky tri rucicky na cisle 12.

Ak sa otoc¢i 15-minutova rucicka o uhol «, otoc¢i sa 3-minttova rucicka o uhol 5«
a minutova rucicka o uhol 15a. Kedze kazdé dve rucicky v hladanych polohach spolu
zvieraji uhol 120° a 3-minutova rucicka je rychlejsia ako 15-minttovéa, daja sa hladané
polohy ziskat ako rieSenia rovnice 5o —a = k- 120°, ktorymi st uhly o = k-30°, pricom
k nadobuda kladné celé hodnoty, ktoré nie sit ndsobkami troch, inak by sa dotyc¢né
rucicky prekryvali.

Mozeme teda postupovat tak, ze budeme testovat hodnoty o = k - 30° postupne
pre jednotlivé hodnoty cisla k. Naozaj tak zacneme a priebezne uvidime, ako sa daja
po niekolkych krokoch vdaka periodickosti ziskat vSetky dalSie riesenia danej tlohy.

Uvazujme najskor £ = 1, teda a = 30°. Pri tejto hodnote sa otocila najrychlejsia
rucicka o uhol 450°. V tomto okamihu sa najpomalsia rucicka nachadza na dcisle 1
cifernika, druhd rucicka na c¢isle 5 a najrychlejsia rucicka na cisle 3. Tento pripad teda
nie je riesenim danej tlohy.

Nech je dalej k = 2, ¢ize a = 60°. Pri tejto hodnote sa otocila najrychlejsia rucicka
o uhol 900°. V tomto okamihu sa najpomalSia rucicka nachadza na c¢isle 2 cifernika,
druha rucicka na ¢isle 10 a najrychlejsia rucicka na ¢isle 6. Tento pripad je teda jednym
rieSenim danej ulohy.

Vidime, ze mozeme zostavit tabulku, z ktorej jednoducho vy¢itame vSetky riesenia:

polohy prislusnej rucicky na ciferniku

15-mindtova 3-minttova minttovad  je rieSenim? cas
k=1 1 5 3 nie 1,25 min
k=2 2 10 6 ano 2-1,25 min
k=4 4 8 12 ano 4-1,25 min
k=5 ) 1 3 nie
k=17 7 11 9 nie
k=38 8 4 12 ano 8-1,25 min
k=10 10 2 6 ano 10 - 1,25 min
k=11 11 7 9 nie
k=12 12 12 12 nie

Do tabulky sme uviedli aj ,zakédzani“ hodnotu k& = 12 delitelnt tromi, pri ktorej
sa vSetky tri rucicky prekryju, takze v dalSom priebehu sa budu ich polohy periodicky
opakovat. Casy, v ktorych to nastane, budt vzdy o 15 minat dlhsie. Zistili sme tak, Ze
vSetky hladané casy su

t=(12n+ 2)-1,25 min = (15n + 2,5) min,
t=(12n+ 4)-1,25 min = (15n + 5) min,
t=(12n+ 8)-1,25 min = (15n + 10) min,

t = (12n+10) - 1,25 min = (15n + 12,5) min,

pricom n =0,1,2,...



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Aky uhol spolu zvieraji hodinova a minatova ru¢icka o 1:30 na ciferniku
N2. a) s 12 ¢islami, [135°]
N3. b) s 24 &slami? [157,5°]
N4. Na ciferniku s 12 ¢islami najdite vSetky Casy, kedy budi hodinova a minatova rucicka
zvierat uhol 120° v, intervale

N5. a) 0-12 hodin, [{f h, 2- 5 h,4- 7 h, 5- 1h7-%h,8 £ h,10- 55 b, 11- & h,
13 4 h, 14 4h16 4h17 4h19 1ih,20~%h, -4 h,23- 75 h, 25- 5% h,
4h284h294h31 4 h, 32 % hj
N6. b)Ooohodln. [(3n+1) %h(3n+2) 4 h,n=0,1,2,...]

3. Simona a Lenka hraju hru. Pre dané cel€ ¢islo k také, Ze 0 < k < 64, vyberie Simona
k policok Sachovnice 8 X 8 a kaZdé z mich oznaci krizikom. Lenka potom Sachovnicu
nejakym sposobom vyplni tridsiatimi dvoma dominovymi kockami. Ak je pocet kociek
pokryvagicich dva kriziky nepdrny, vyhrdva Lenka, inak vyhrdva Simona. V zdvislosti
od k wurcte, ktoré z dievcat ma vyhrdvajicu stratégiu. (Michal Rolinek)

RieSenie. Riesenie rozdelme podla hodnoty ¢isla k.

Ak k = 0, je pocet kociek pokryvajucich dva kriziky rovny nule, preto vyhra
Simona.

Ak 0 < k < 32, umiestni Simona kriziky napr. iba na biele policka Sachovnice.
Potom pod siadnou kockou nie st dva kriziky, preto vyhra Simona.

Ak k > 32, pricom k je parne, umiestni Simona 32 krizikov na biele policka a zvysné
kriziky kamkolvek. Potom pod parnym poctom kociek st dva kriziky (takych kociek je
totiz prave k — 32, pretoze kazda dominova kocka pokryva jedno biele a jedno cierne
policko Sachovnice), takze vyhrad Simona.

Ak 32 < k < 61, pricom k je neparne, nenapiSe Simona kriziky do troch poli¢ok
v jednom z ,bielych rohov®, t.j. do rohového bieleho a do dvoch susednych ciernych
policok, ale napise ich do vSetkych ostatnych 31 bielych poli¢ok a zvysok do akychkolvek
¢iernych poli¢ok (okrem spomenutych dvoch). Na bielych polickach je teda neparny
pocet krizikov a na c¢iernych parny pocet krizikov. Okolo kazdého c¢ierneho policka
s krizikom st vsetky biele policka tiez s krizikom, preto kazda kocka, ktord zakryva
¢ierne policko s krizikom, zakryva dva kriziky. Iné kocky dva kriziky nezakryvaji. Preto
opét vyhra Simona.

Ak k = 63, dva kriziky nie st iba pod jedinou kockou, preto v takom pripade vyhra
Lenka, a to bez potreby akejkolvek stratégie.

Odpoved. Pre kazdé 0 < k < 64, k # 63, ma vyhravajucu stratégiu Simona, pri k = 63
vyhrava automaticky Lenka.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rieste danu ulohu pre Sachovnice 2 X 2 a 4 X 4.

N2. Ako sa zmeni vysledok danej tilohy, ak budeme namiesto dvoch krizikov pod kockou
uvazovat podmienku, Ze pod kockou nie je ani jeden krizik?

N3. Simona a Lenka hraju hru. Pre dané celé ¢islo k také, Ze 0 < k £ 9, vyberie Simona
k policok sachovnice 3 x 3 a na kazdé z nich napiSe cislo 1, na ostatné policka
napise ¢islo 0. Lenka potom Sachovnicu nejakym spésobom pokryje tromi triminovymi
kockami, t. j. kockami tvaru 3 x 1, a ¢isla pod ich poli¢kami vynéasobi. Ak je pocet kociek
so sucinom 0 neparny, vyhrava Simona, v ostatnych pripadoch vyhrava Lenka. Urcte,
v kolkych percentach pripadov (vzhladom na hodnotu k) ma vyhravajicu stratégiu
Simona. [80%)]



4. Oznacme E stred zdkladne AB lichobeznika ABCD, v ktorom plati |AB| : |CD| =
= 3:1. Uhlopriecka AC pretina usecky ED, BD postupne v bodoch F, G. Urcte
postupny pomer

|AF|: |FG|: |GC|.
(Jaroslav Zhouf)

RieSenie. KedZe v zadani aj v otézke ulohy st iba pomery, mozeme si dlzky stran
lichobeznika zvolit ako vhodné konkrétne ¢isla. Zvolme teda napr. |AB| = 6, potom
|AE| = |BE| = 3 a |CD| = 2. Hladané dlzky oznaéme |AF| =z, |FG| =y, |GC| = 2.
Tieto dlzky sme vyznadcili na obr. 1, taktiez aj tri dvojice zhodnych uhlov, ktoré teraz
vyuzijeme pri ivahéch o trojuholnikoch podobnych podla vety wuw.

Trojuholniky ABG a CDG st podobné, preto (x +y) : 2 = 6 : 2 = 3 : 1. Aj
trojuholniky AEF a CDF st podobné, preto = : (y +2) = 3 : 2.

D 2 C

N

A 3 E 3 B

Obr. 1

Odvodené timery zapiseme ako stustavu rovnic

r+y—3z2=0,
20 — 3y — 32 = 0.

Ich odé¢itanim ziskame rovnost x = 4y, ¢ize x : y = 4 : 1. Dosadenim tohto vysledku do
prvej rovnice dostaneme 5y = 3z ¢ize y : z = 3 : 5. A spojenim oboch pomerov ziskame
vysledok z :y: 2 =12:3:5.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Lichobeznik ABCD mé4 zékladne s dizkami |AB| = a, |CD| = ¢, jeho uhlopriecky sa

pretinaju v bode U.
a) Dokézte, ze trojuholniky ABU a C DU st podobné a uréte pomer podobnosti.
Aky je pomer obsahov tychto trojuholnikov? [a? : c?]
b) Dokazte, ze obsahy trojuholnikov ADU a BCU sa rovnaké.

N2. Platia:b=1:2,b:¢c=3:4,c:d=5:6. Uréte a:b:c:d. [15:30: 40 : 48]



5. Rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel je 2010 a ich najvicési spoloény delitel je 2 014-krat
mensi ako ich najmensi spolocny nasobok. Urcte vsetky také dvojice cisel.
(Jaromir Simsa)

Riesenie. Ozna¢me hladané ¢isla a a b (a > b) a d ich najvicsi spoloény delitel. Potom
a = md, b = nd, pricom m > n st nesudelitelné ¢isla. Kedze najmensi spoloény ndsobok
¢isel a, b je ¢islo mnd, dosadenim do zadanych vztahov dostaneme rovnosti

a—b=(m—mn)d=2010,
mnd = 2014d, cize mn = 2014.

Podla rozkladu na stéin prvocisel 2014 = 2-19-53 vypiSeme vSetky mozné dvojice
(m,n) a pre kazda z nich sa presvedéime, ¢i ¢islo m — n je delitelom ¢&isla 2010.
V pozitivnom pripade prislusny podiel udava ¢islo d a vypocet nezndmych a = md
a b = nd je uz jednoduchy:

a)m=2014an=1: m—n=2013 nedeli 2010;

b)m=19-53=1007an=2:m—n=1005|2010,d=2,a=1007-2=2014,
b=2-2=4;

c)m=2-53=106an=19: m —n = 87 nedeli 2010;

dym=53an=2-19=38: m—n=15]|2010, d = 134, a = 53 - 134 = 7102,
b=38-134 = 5092.

Zaver. Hladané ¢isla tvoria jednu z dvojic (2014,4) alebo (7102,5092).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. N4jdite vsetky delitele ¢isla 2014. [1,2,19,38,53,106,1007,2014]

N2. Rozdiel dvoch prirodzenych &isel je 5 a ich najvicsi spolo¢ny delitel je 6-krat mensi
ako ich najmensi spolo¢ny nasobok. Urcte obe také dvojice Cisel.

N3. Dokéazte, ze pre kazdé dve prirodzené éisla a, b a ich najvacsi spoloény delitel D a ich
najmensi spolo¢ny nasobok n plati ab = nD.

N4. Plati pre kazdé tri prirodzené cisla a, b, ¢ a ich najvicsi spolocny delitel D a ich
najmensi spolo¢ny nasobok n rovnost abc = nD?

N5. Ak maju prirodzené ¢&isla a, b najvicsieho spolo¢ného delitela D, maji rovnakého
najvicsieho spolo¢ného delitela aj ¢isla a, b, a — b, a + b. Dokazte. Plati rovnaké
tvrdenie pre najmensi spolo¢ny nasobok?

6. Ndjdite najmensie prirodzené c¢islo n také, Ze v zdpise iraciondlneho ¢isla /n nasle-
duju bezprostredne za desatinnou ciarkou dve deviatky. (Josef Tkadlec)

RieSenie. Oznacme a najblizsie véiésie prirodzené ¢islo k iraciondlnemu éislu 4/n. Podla

.....

spolu platit
(a—0,01)2<n<a®—1.

Po tprave nerovnosti medzi krajnymi vyrazmi vyjde
1
=0 >1,0001, ¢ize a = 50,005.

KedZe je ¢islo a celé, vyplyva z toho a = 51. A kedze

102
51 —0,01)? = 2601 — —
( 01) 100 T 1002

€ (2599,2600),

5



je hladanym ¢islom n = 2 600.

Pozndmka. Za spravne rieSenie mozno uznat aj rieSenie pomocou kalkulacky. Ak maja
totiz byt za desatinnou ¢iarkou dve deviatky, musi byt ¢islo n velmi blizko zlava k nejakej
druhej mocnine. Preto sta¢i na kalkulacke vyskusat ¢isla V3, V8, V15 atd. Kedze 512 =
= 2601, ndjdeme, ze /2600 = 50,990195...

Préacnejsou tlohou by bolo najst najmensie ¢islo n, pre ktoré za desatinnou ¢iarkou
iraciondlneho ¢isla \/n st dve osmicky, ¢i dve sedmicky a pod.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

Ak nie je prirodzené ¢islo n druhou mocninou iného prirodzeného ¢isla, dokéazte, ze
/1 je &islo iraciondlne.

Néajdite pomocou kalkulacky najmensSie prirodzené cislo n také, Ze v zipise iraci-
onalneho &isla /n nasleduje bezprostredne za desatinnou Giarkou deviatka. [v/35 =
=5,916079...]

Najdite vSetky prirodzené &isla n také, ze v zapise iraciondlneho &isla y/n nasleduje
bezprostredne za desatinnou ¢iarkou deviatka.

Najdite najmensie prirodzené &islo n také, Ze v zapise iraciondlneho ¢isla +/n nasleduju
bezprostredne za desatinnou ¢éiarkou dve nuly. [v/2501 = 50,009999 .. .]

Najdite najmensie prirodzené ¢islo n také, Ze v zapise iracionalneho éisla \/n nasle-
dujt bezprostredne za desatinnou ¢iarkou dve rovnaké cifry. [Na kalkulacke /43 =
=6,557438...]
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