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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia 1loh krajského kola kategorie B

1. Sicin vsetkych kladnych delitelov prirodzeného ¢isla n je 20°. Urcte n.
(Pavel Caldbek)

Riesenie. Cislo 20'® = 230 . 515 je delitelné iba prvoéislami 2 a 5, hladané &islo n
musi preto byt tvaru n = 2% - 5°, pricom a, b st prirodzené ¢&isla. Kazdy jeho kladny
delitel m4 teda tvar 2% -5° pricom o € {0,1,... ,a} a 8 € {0,1,... ,b}, navyse z vety
o jednoznac¢nom rozklade prirodzeného ¢isla na sic¢in prvocisel vyplyva, ze pre rézne «,
£ dostavame rozne delitele.

Pre kazdé 8 € {0,1, ... ,b} uvazujme teraz vSetky delitele ¢isla n, ktoré si delitelné
¢islom 5 prave v mocnine . Sa to

20.58 9ol.58 92.58 . 920.5°
a+;:3ise1

a ich sucin je
20+1+2+...+a . 5(a+1),8 — 2a(a+1)/2 . 5(@—1—1),8.

Ked vynéasobime vSetky tieto suciny pre 8 = 0,1, ... ,b, dostaneme siéin vSetkych
kladnych delitelov ¢isla n, ktory je tak rovny

2a(a—|—1)(b—|—1)/2 . 5(a+1)b(b—|—1)/2'

Z toho vyplyva, ze pre najdenie ¢isla n stac¢i vyriesit v obore prirodzenych ¢isel sustavu
rovnic

o+ Db+ 1) =30

1
sala
1 (1)
Vyrazy na oboch stranach tychto rovnic st zrejme nenulové, ich vydelenim dostaneme
po uprave a = 2b, dosadenim do prvej rovnice stustavy potom

b(b+1)(2b+ 1) = 30.

Kedze 30 = 2 - 3 - 5, vidime, Ze jedno rieSenie je b = 2. Kedze funkcia x(z + 1)(2x + 1)
je na mnozine kladnych c¢isel ako stcin troch kladnych rasttcich funkcii sama rasttca,
je toto rieSenie jediné. Sustava (1) ma preto jediné rieSenie a = 4, b = 2, ktorému
zodpoved4a hladané prirodzené ¢islo n = 24 - 52 = 400.

Existuje jediné prirodzené ¢islo n, ktoré vyhovuje podmienkam tulohy, a to n = 400.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho za poznatok, ze kazdy delitel ¢isla n ma tvar 2¢-5°, dajte 1 bod,
za najdenie ich stéinu dajte dalsie 2 body, za zostavenie sustavy (1) (éi ststavy s 1iou ekvivalentnou)
dalsi 1 bod, za jej spravne vyrieSenie a najdenie ¢éisla n zvy$né 2 body. Ak z metédy riesenia (1) nebude
vyplyvat, Ze najdené riesenie je jediné a Student to nezddévodni, strhnite 1 bod. Ak riesitel iba dokaze,
ze &islo n = 400 mé pozadovani vlastnost bez naznaku jeho odvodenia, dajte 2 body (k tymto bodom
nemozno pripoc¢itat body podla prechadzajticej schémy).



2. Urcte nagmensiu hodnotu vyrazu

2

Vet~
T o

pri¢om x je lubovolné redlne c¢islo. Pre ktoré x vyraz V tiuto hodnotu nadobida?
(Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Pouzijeme zndmu nerovnost
1
a+— =2, (1)
a

ktord plati pre lubovolné kladné redlne ¢islo a, pretoZze vznikne algebraickou tpravou
zrejmej nerovnosti (v/a — 1/ \/6)2 > 0. Odtial tiez vyplyva, Ze rovnost v nej nastava
prave vtedy, ked a = 1.

Jednoduchou tipravou vyrazu V dostaneme podla (1) pre kladné a = 3(222 + 1)

V_<2:::2+1Jr 2 > 1
- 2 222 + 1 2

v
[\
|
N —
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|

Rovnost v tejto nerovnosti nastava prave vtedy, ked %(2:1?2 + 1) =1, t.j. prave vtedy,
ked z = £1v/2.

Najmensia hodnota vyrazu V je %, vyraz tito hodnotu nadobiida pre x = j:%\/ﬁ

Iné riesenie. Uprava

v 2, 2 224 + 22 + 2
= X = =
222 +1 222 +1
R iReaetl 1 eeo1p
222 +1 2 22241 2’

3

ktora je korektna pre kazdé relne ¢islo x, ukazuje, Ze V' 2 5, pritom rovnost nastava

prave vtedy, ked 222 — 1 = 0, &ize x = i%\/i
Za plné riesenie dajte 6 bodov. Nerovnosti typu (1) (zodpovedajice AG nerovnosti pre dve nezdporné

¢isla) mozno povazovat za vSeobecne zname a netreba ich dokazovat. Ak nebudi (spravne) uréené obe
hodnoty z, pre ktoré V nadobuda svoje minimum, strhnite 2 body.

3. Dokazte, Ze priesecnik vysok a taZisko daného ostrouhlého trojuholnika ABC maji
rovnaki vzdialenost od strany AB prdve vtedy, ked pre vnitorné uhly o, 3 pri vrcholoch
A, B plati rovnost tga - tg § = 3. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. V trojuholniku ABC oznacme V priesecnik vysok, T tazisko, S stred strany
AB a P a @ postupne pity vysok z vrcholov C' a B (obr. 1).
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Obr. 1

V ostrouhlom trojuholniku ABC lezia body V' a 1" vnitri polroviny ABC' a bod P
je vnutornym bodom tsecky AB. Pre a # 8 st body V' a T rozne, a maju tak rovnaka
vzdialenost od strany AB prave vtedy, ked je priamka VT rovnobeznd s priamkou AB.
Vzhladom na to, Ze bod T deli taznicu C'S v pomere 2 : 1, odvodena podmienka rovno-
beznosti bude splnené prave vtedy, ked budu trojuholniky CVT a C'PS podobné, t.].
prave vtedy, ked bude v rovnakom pomere delit aj bod V vysku CP. Tato podmienku
vyjadrime rovnostou cpl

CcP
Ve 7 (1)

V pripade a = § je P = S a tazisko T lezi na vyske CP, preto body V a T
maju od zdkladne AB rovnaku vzdialenost prave vtedy, ked V = T, ¢o prave vyjadruje
rovnost (1).

Ostava teda ukazaf, ze pomer dlzok tseciek v (1) sa da vyjadrif ako stcin tan-
gensov uhlov v a 5. V Tubovolnom ostrouhlom trojuholniku ABC plati, Zze pravouhlé
trojuholniky ABQ a V BP sa zhoduji vo vnitornom uhle pri vrchole B (obr.1), st
teda podobné a plati | BV P| = «a. Z pravouhlych trojuholnikov V. BP a CBP vyplyva

o IBPL s loP
o= —- a = —
ST e Y T BP)
preto vSeobecne plati
CP BP| |CP
CP| _|BP| [CP| _ o)

\VP| |VP| |BP|
Nutnt a postac¢ujicu podmienku (1) tak mozno zapisat pomocou (2) ako tga-tg 8 = 3.
Tym je dokaz ukonceny.

Poznamka. V pripade a@ = 8 mozno postup z uvedeného riesSenia zjednodus$it. Bod T
totiz vtedy lezi na vyske C'P, takZze mé od strany AB rovnaku vzdialenost ako bod V
prave vtedy, ked plati V = T, ¢o je ekvivalentné s tym, Ze dany trojuholnik ABC' je
rovnostranny, ¢ize oba (zhodné) uhly « a 5 maja velkost 60°. A to je prave ten ostry
uhol, ktorého tangens mé velkost V3.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho za odvodenie podmienky (1) dajte 3 body, za objav podobnych
trojuholnikov ABQ a VBP 1 bod a za dopoditanie dajte zvySné 2 body. Ak chyba vysvetlenie, Ze
tvrdenie plati aj v pripade @ = 3, strhnite 1 bod. Ak sa jedna naopak o jediny vysvetleny pripad, dajte
1 bod.



4. Na tabuli je zoznam cisel 1,2,3,4,5,6 a ,rovnica”
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Marek s Tomdsom hraji nasledujicu hru. Najskor Marek vyberie lubovolné ¢islo zo
zoznamu, napise ho do jedného z prazdnych policok v rovnici“ a cislo zo zoznamu
zotrie. Potom Tomas vyberie niektoré zo zvysnych cisel, napise ho do iného prazdneho
policka a v zozname ho zotrie. Nato Marek urobi to isté a nakoniec Tomds doplni
tri zvysné cisla na tri zvysné volné policka v rovnici®. Marek vyhrd, ak vzniknutd
kvadratickd rovnica s raciondlnymi koeficientmi bude mat dva rozne redlne korene, inak

vyhra Tomds. Rozhodnite, ktory z hrdacov moze vyhrat nezdvisle na postupe druhého
hrdaca. (Pavel Calabek)

Riesenie. Oznaéme a, b, c koeficienty vyslednej rovnice az? + bx 4+ ¢ = 0. T4 méa dva
rozne realne korene préave vtedy, ked je jej diskriminant (v symbolickej podobe)

e (@ () E)
kladny.

Ukézeme, Ze vyhravajucu stratégiu ma Marek. Najskor do menovatela zlomku pre
koeficient b napise 1.

a) Ak Tom&s obsadi vo svojom prvom tahu iné miesto ako v ¢itateli b, napise do
neho Marek v nasledujicom tahu najvicsie zostavajice €islo zo zoznamu (teda 5
alebo 6). Hodnota b? potom bude aspoii 25 a zo zvysnych &sel mozno zostavit
vyraz 4ac s hodnotou nanajvys 4 - % = 16. Diskriminant vzniknutej kvadratickej
rovnice tak bude urcite kladny.

b) Predpokladajme, ze Tomas vo svojom tahu doplni ¢itatela b. Marek potom v dru-
hom tahu napiSe najmensie zostavajuce ¢islo zo zoznamu (2 alebo 3) do ¢itatela a
(alebo c¢).

(i) V pripade, ze Tomas v prvom tahu napisal do ¢itatela b ¢islo 2, je hodnota b2
rovnad 4 a najvécsia mozna hodnota 4ac (s prihliadnutim na druhy Marekov
tah) je 4 - % = % < 4, teda diskriminant vzniknutej kvadratickej rovnice
bude opit kladny.

(ii) V pripade, ze Toma$ v prvom fahu napisal do citatela b iné ¢islo ako 2, je
hodnota b? aspoii 9 a hodnota 4ac je nanajvys 4 - % = 4, takze diskriminant
vzniknutej kvadratickej rovnice bude aj v tomto pripade kladny.

Zdver. V danej hre moze vyhrat Marek nezéavisle na fahoch Tomésa. Jeho vifazna
stratégia je opisana vyssie.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za konstatovanie, ze vyhravajiacu stratégiu ma Marek tym, ze napise
1 do menovatela b, dajte 2 body. Zvysnymi 4 bodmi ohodnotte plnost zvysnych tvah.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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