Slovenska komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava

66. roénik Matematickej olympiady, 2016/2017

Ulohy celostatneho kola kategdrie A (madarska verzia)

ELSO VERSENYNAP, 2017. MARCIUS 27.

1. Egy rakason 100 gyémant hever, melybdl 50 valédi és 50 hamis. Meghivtunk egy
sajatos szakértot, 6 az egyetlen aki meg tudja mondani melyik gyémant milyen.
Mindig, amikor megmutatunk neki harom gyémantot, kivalaszt koziiliikk kettot
és megmondja (igazmonddan), hogy ezek koziil mennyi a valédi. Hatarozzatok
meg, hogy meg tudjuk-e lelni a szakérté segitségével az Osszes valdodi gyémantot
fiiggetleniil attol, hogy 6 hogyan valogatja ki a megitélend6 parosokat.

2. Keressétek meg az 6sszes olyan valds szamokbdl allé k, | part, amelyek esetében
barmely haromszog a, b, c oldalaira fennall a

ka* +Ib* > ¢?
egyenlotlenség.

3. Keressétek meg az 6sszes olyan f:R — R fiiggvényt, amelyre tetszéleges = és y
valds szamok esetén fennall az

fly—ay) = f@)y+ (x—1)f(y)

egyenloség.

A feladatok megoldasara 4,5 éra all rendelkezésre. Minden feladatért legfeljebb 7 pont
szerezhet6. A verseny folyaman tilos az elektronikus eszkozok, valamint az irasos jegy-
zetek hasznalata.
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4. Az 6sszes n nullabdl és n egyesbol allé sorozathoz hozzarendeljiik azt a szamot,
amely megadja, hogy hany egyforma szamjegyb6l all6 szakaszt tartalmaz. (Példaul,
a 00111001 sorozat 4 ilyen szakaszt tartalmaz, ezek: 00, 111, 00, 1.) Adott n esetén
Osszeadjuk az Osszes sorozathoz rendelt szamot. Bizonyitsatok be, hogy az igy

kapott Osszeg
2n
1 .
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5. Adott az ABC hegyesszogii haromszog H magassagpontja. A BHC' szbg szog-
felezoje a BC' oldalt a D pontban metszi. Jelolje rendre E ill. ' a D pont AB
ill. AC tengely szerinti tiikorképét. Bizonyitsatok be, hogy az AEF haromszog
koré irt kore athalad a BAC koriv kézéppontjan.

6. Adott a nullatdl kiilonb6z6 k egész szam. Bizonyitsatok be, hogy a

% — zy + 24>
x+y

k:

egyenletet akkor és csak akkor elégiti ki paratlan szamu, egész szamokbdl allé (z, y)
rendezett szampar, amikor k oszthato 7-tel.

A feladatok megoldasara 4,5 éra all rendelkezésre. Minden feladatért legfeljebb 7 pont
szerezhet. A verseny folyaman tilos az elektronikus eszkozok, valamint az irasos jegy-
zetek hasznalata.
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