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1. V spoloénosti ludi su niektoré dvojice spriatelené. Pre kladné celé ¢islo k 2 3 hovo-
rime, Ze spolocnost je k-dobrd, ak mozno kazdi k-ticu ludi zo spoloénosti rozsadit okolo
okrihleho stola tak, Ze sa kaZdi dvaja susedia priatelia. Dokdzte, Ze ak je spoloc¢nost
6-dobrd, tak je aj 7-dobrd. (Josef Tkadlec)

RiesSenie. Uvazujme Tubovolnt sedmicu Tudi zo skupiny, ktord je 6-dobra, a ozna¢me
ich A az G. Stac¢i dokazat, Ze tito sedmicu mozno pozadovanym sposobom rozsadit
okolo okruthleho stola. Berme do tivahy len vztahy medzi A, ..., G. Najskor dokdzeme,
ze kazdy z nich ma (medzi nimi) aspon troch priatelov. Bez ujmy na vSeobecnosti to
ukazeme pre G.

Podla predpokladu moZno okolo okrthleho stola rozsadit Sesticu B, ..., G, takze G
mé urcite aspon dvoch priatelov. Bez ujmy na vSeobecnosti je jednym z nich F. Podla
predpokladu mozno ale okolo stola rozsadit aj Sesticu A,..., E,G (bez F), takze aj
v nej ma G aspon dvoch priatelov, teda spolu s F' ma GG aspon troch priatelov.

To, ze kazdy ¢len sedmice mé aspoii troch priatelov, ale znamend, Ze aspon jeden
¢len méa najmenej Styroch priatelov, pretoze keby kazdy zo siedmich ¢lenov mal prave
troch priatelov, existovalo by v sedmici spolu presne % -7 - 3 spriatelenych dvojic, ¢o
zrejme nie je mozné.

Teraz (opiit bez ujmy na vSeobecnosti) predpokladajme, Ze ¢len s aspon Styrmi pria-
telmi je G. Podla predpokladu mozno okolo okriihleho stola rozsadit Sesticu A, ..., F.
V takom rozsadeni musia niektori dvaja zo Styroch priatelov G sedief vedla seba.
Clena G potom moézeme posadit medzi nich a sme hotovi.

Pozndmka. Tvrdenie, ze ak je spolo¢nost k-dobra, tak je aj (k + 1)-dobra, plati prave
pre k € {3,4,5,6,7,8,10,11,13,16}.! Kontraprikladom pre k& = 9 je napriklad takzvany
Petersenov graf (obr.1).

Obr. 1

2. Redlne cisla x, y, z su zvolen€ tak, Ze cisla

1 1 1
22 +2yz|"  |y? + 2zz]” |22 + 22y

st dizkami strdn (nedegenerovaného) trojuholnika. Urcte vietky mozné hodnoty vyjrazu
Ty +yz + zz. (Michal Rolinek)

! Pozri Wikipédia: Hypohamiltonian graph.



RieSenie. Pri volbe z = y = 2 = t > 0 st spomenuté ¢isla dizkami stran rovnostran-
ného trojuholnika a zy + yz + zx = 3t, takie vyraz xy + yz + zr moze nadobudat
vSetky kladné hodnoty. Podobne pre z = y = ¢t > 0 a z = —2t maju tri zlomky
postupne hodnoty %t‘2, %t‘2, %t‘z, ¢o su kladné ¢sla zodpovedajice dizkam stran
rovnoramenného trojuholnika (plati % < % + %) Pritom zy + yz + zz = —3t2, takze
vyraz xy + yz + zx modze nadobudat aj vSetky zédporné hodnoty.

Dalej dokézeme, ze nulu vyraz xy + yz + zz nadobtidat neméze. Predpokladajme
opak. Cisla z, y, z st nutne po dvoch rdézne: ak by platilo napriklad = vy, bol by
menovatel prvého zlomku rovny |22 + 2yz| = |ry + (yz + x2)| = 0, €o nie je moZné.

Sktimajme zlomky bez absolitnych hodnét. Od¢itanim xy+yz+z2x = 0 od kazdého
menovatela s naslednou tpravou na siaéin dostaneme
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Z toho ale vyplyva, Ze v povodnej trojici zlomkov (s absolitnymi hodnotami) bola
hodnota jedného z nich sti¢tom hodnot zvysnych dvoch. To je v spore s predpokladom,
7e tieto hodnoty st dlzkami stran nedegenerovaného trojuholnika (nemézu totiz spliiat
trojuholnikova nerovnost!).

Odpoved. Moznymi hodnotami vyrazu su vSetky realne ¢isla okrem 0.

3. Dany je trojuholnik ABC'. Os uhla pri vrchole A pretina stranu BC v bode D.
Oznacme E, F stredy kruznic opisanych trojuholnikom ABD, ACD. Aki velkost moZe

mat uhol BAC, ak stred kruznice opisanej trojuholniku AEF leZi na priamke BC'?
(Patrik Bak)

RieSenie. Ozna¢me « velkost skimaného uhla BAC a O stred kruznice opisanej
trojuholniku AEF. Kedze uhly BAD a CAD st ostré, lezia oba body E a F' v polro-
vine BC A, a preto pre zodpovedajuce stredové a obvodové uhly prislichajice tetivam
BD a CD kruznic opisanych trojuholnikom ABD a ACD (obr. 2) plati

|{BED| = 2|{BAD| = a = 2|4DAC| = |£DFC|.

Rovnoramenné trojuholniky BED a DFC st teda podobné (sus), takze |[{EDB| =
= |LFDC|. A kedze ich zékladne lezia na jednej priamke, je dokonca |[{EDF| = a.
Priamka BC' je preto osou vonkajsieho uhla pri vrchole D v trojuholniku EDF. T4,
ako je zname, prechadza stredom obluka EDF kruznice opisanej trojuholniku EDF,
teda bodom, ktory lezi na osi jej tetivy EF. Tym bodom je vsak bod O, ktory ako
stred kruznice opisanej trojuholniku AEF lezi na osi strany E'F' (a podla predpokladu
aj na BC). Specidlne tak plati |[{FOE| = |{FDE| = a.
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Obr. 2

Kedze AEDF je deltoid, je aj |{EAF| = «. Zo simernosti je zrejmé, ze
priamka EF' oddeluje body A a O (ako uz vieme, bod O lezi na obliku EDF, ktory je
stmerne zdruzeny s oblikom EAF'). Podla vety o obvodovom a stredovom uhle je preto
velkost nekonvexného uhla FOF rovna dvojnasobku velkosti konvexného uhla FAF.
Tym padom 360° — o = 2|LEFAF| = 2a, z ¢oho okamzite vyplyva o = 120°.

Naopak sa lahko presved¢ime, ze asponi jeden taky trojuholnik existuje (obr.3):
napriklad pre |AB| = |AC| a a = 120° st E, F stredmi stran AB, AC, trojuholniky
DAFE a DAF st rovnostranné a stred kruznice opisanej trojuholniku AEF' naozaj lezi
na strane BC' (je totiZ totozny so stredom D strany BC).

Obr. 3

Odpoved. Jedind mozné velkost uhla BAC' je 120°.

4. Uvazujme lubovolni trojicu celych ¢isel a, b a c, ktoré si diZkami strdn trojuholnika,
nemaju spoloéného delitela vicésieho ako 1 a pre ktoré si hodnoty véetkijch troch zlomkov
a’® + b% — 2 b? + % — a? 2 +a% -0
a+b—c b+c—a ’ c+a—>b

Y

celociselné. Dokdzte, Ze sucin menovatelov tiychto troch zlomkov alebo jeho dvojndsobok
je druhou mocninou celého cisla. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Oznacme z = a+b—c¢, x = b+ c—a, y = ¢+ a — b kladné menovatele
jednotlivych zlomkov. Potom a = 1(y+2), b=1(z+z), c=3(z +y) a

>+ - =1 (y+2+(z+2)* - (z+y)?) =1(:(z+z+y) — zy),
takze podla predpokladu musi platit z | zy a podobne y | xz a x | y=.
Teraz staci dokézat, ze pre kazdé neparne prvocislo p je exponent jeho najvyssej

mocniny, ktord este deli su¢in xyz, parny. Ak bude aj exponent najvysSej mocniny
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dvojky, ktord este deli sa¢in xyz, parny, bude xyz druhou mocninou celého Cdisla.
V opacnom pripade bude druhou mocninou jeho dvojnasobok 2zyz.

Pre neparne prvocislo p oznac¢me najvyssie mocniny, v ktorych p deli ¢isla z, y, z,
ako p®, p®, p?. Bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, Ze min{c, 8,7} = 7.
Keby bolo v > 0, delilo by p kazdé z cisel x, y, z, a teda aj kazdé z cisel a, b, ¢, o je
v spore s ich predpokladanou nesudelitelnostou. Tym padom v = 0.

Z delitelnosti x | yz potom vyplyva o < 3 a podobne z y | xz vyplyva 8 < «, teda
B = a, takZe v sucine zyz sa p naozaj vyskytuje v parnej mocnine o + 8 + v = 2a.

Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

5. Dany je rovnoramenny lichobeznik ABCD s dlhsou zdkladrnou AB. Oznacme I stred
kruznice vpisanej do trojuholnika ABC a J stred kruznice pripisanej k strane AD
trojuholnika ACD. Dokazte, Ze priamky I.J a AB si rovnobezné. (Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me K stred kruznice vpisanej trojuholniku ABD. KedZe zrejme plati
IK || AB, staci dokazat JK | AB. Ozna¢me |{ABD| = |{ACD| = ¢. Potom
|£AKD| = 90° + 1 a [{DJA| = 90° — 1¢, takie tvoruholnik AKDJ je tetivovy
(obr. 4).

Obr. 4

Kedze priamky AK, DJ st osi striedavych uhlov, st rovnobezné, ¢o spolu s obja-
venou kruznicou déva |{AKJ| = |[{ADJ| = |{DAK| = |{KAB|. Priamky AB a JK

su teda rovnobezné.

Poznamka. Stred M oblika DA spolo¢nej kruznice opisanej trojuholnikom ACD
a ABD mé, ako je vSeobecne zname, od vrcholov A a D rovnakt vzdialenost ako
od stredov L a K kruznic postupne tymto trojuholnikom vpisanym. KedZe oba uhly
LAJ a LDJ st navyse pravé, lezia body A, D, L a K na kruZnici s priemerom L.J
(obr.5). Trojuholnik JKM je teda rovnoramenny a plati [{MJK| = |[ACMK| =
= 1|4CMB| = }|4CAB| = 3|£ACD| = |£JCD], ¢o déva potrebnti rovnobeznost
JK | CD | AB.
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Obr. 5

Iné rieSenie. Oznacéme J' pétu vysky z bodu J na priamku CD a I’ pitu vysky
z bodu I na priamku AB (obr.6).

Obr. 6

Staci dokazaf [II'|+|JJ'| = v, pricom v je vyska lichobeznika. Ozna¢me |AB| = a,
|BC| = |AD| =b, |CD| = ¢, |AC| = |BD| = u. Podla zndmych vzorcov potom plati

‘JJ/|— 2SACD . cC-v ’I ,|_ ZSABC . a-v
" |AC|+|CD| - |AD|  u+c—0b’ - |AB|+|BC|+|AC|  a+b+u’
Po dosadeni a roznasobeni ostane dokizat rovnost u? = ac + b2, ktortt dostaneme
spojenim dvoch pytagorejskych rovnosti

2 _ 2
= () et e () 4

alebo z Ptolemaiovej vety pre (tetivovy) rovnoramenny lichobeznik ABCD.



6. Ndjdite najmensie prirodzené c¢islo n také, Ze pre lubovolné ofarbenie cisel 1, 2, 3,
..., n tromi farbami existuju medzi uwvedenymi cislami dve ¢isla rovnakej farby, ktorych
rozdiel je druhd mocnina prirodzeného cisla.

(Vojtech Balint, Michal Rolinek, Josef Tkadlec)

Riesenie. Dokazeme, ze hladané prirodzené ¢islo je n = 29. Najskor ukazeme, Ze nech
ofarbime prvych 29 prirodzenych ¢isel akokolvek, vzdy medzi nimi buda nejaké dve
¢isla rovnakej farby, ktoré sa budu ligif o druhii mocninu prirodzeného ¢isla. A potom
uvedieme priklad vhodného ofarbenia 28 ¢isel, ktoré ukéze, Ze poZzadovaniu vlastnost
nemé ziadne n < 28.

Pripustme naopak, Ze prvych 29 prirodzenych ¢isel mozno ofarbit tromi farbami
A, B, C tak, ze rozdiel ziadnych dvoch c¢isel tej istej farby nie je druha mocnina,
a ozna¢me f(i) farbu ¢isla i pre i € {1,2,...,29}.

KedZe 9, 16 a 25 st druhé mocniny, musia mat kazdé dve z ¢isel 1, 10, 26 rdoznu
farbu. To isté plati aj pre kazdé dve z ¢isel 1, 17, 26, teda ¢isla 10 a 17 musia maf
rovnaka farbu. Rovnak( tivahu uplatnime aj pre dalSie trojice tvaru a,a + 9,a + 25
aa,a+16,a+ 25, a € {2,3,4}, teda rovnaku farbu musia mat aj ¢isla 11 a 18, 12 a 19,
13 a 20, ¢ize f(11) = f(18), f(12) = f(19) a f(13) = f(20).

Ozna¢me A farbu ¢isel 10 a 17, t.j. f(10) = f(17) = A. Kedze ¢isla 10 a 11 sa
lisia 0o 1 = 12, musia mat dvojice 11, 18 int farbu ako A, oznaéme ich farbu ako B.
Kedze 19 = 18 + 12 = 10 + 32, musi byt f(19) rozne od f(18) = B aj f(10) = A,
takze f(12) = f(19) = C. Z rovnosti 20 = 19 + 12 = 11 + 32 v8ak podobne vyplyva, Ze
f(20) # f(19) = C a f(20) # f(11) = B, musi preto byt f(13) = f(20) = A. Odvodili
sme f(13) = A = f(17), ¢o je zelany spor, pretoze 17— 13 = 4 = 22. Pre prvych 29 ¢isel
teda také ofarbenie neexistuje.

Kontrapriklad pre n = 28 uvddzame v nasledujucej tabulke.
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Lahko overime, ze kazdé dve ¢isla, ktoré sa lisia o 1, 4, 9, 16 ¢ 25 st ofarbené
roznou farbou.
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