Slovenska komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava

67.roénik Matematickej olympiady, 2017/2018

Ulohy celostatneho kola kategérie A

PRrRvY SUTAZNY DEN, 19. MARCA 2018

1. V spolo¢nosti Tudi st niektoré dvojice spriatelené. Pre kladné celé ¢islo k = 3
hovorime, Ze spolo¢nost je k-dobra, ak mozno kazda k-ticu Iudi zo spolo¢nosti
rozsadit okolo okruhleho stola tak, Ze sa kazdi dvaja susedia priatelia. Dokézte, Ze
ak je spolo¢nost 6-dobra, tak je aj 7-dobra.

2. Readlne cisla z, y, z st zvolené tak, ze cisla

1 1 1
|22 + 2yz|” |y + 2zz|” |22 + 22y

st dlzkami stran (nedegenerovaného) trojuholnika. Uréte vietky mozné hodnoty
vyrazu xy + yz + zx.

3. Dany je trojuholnik ABC'. Os uhla pri vrchole A pretina stranu BC v bode D.
Ozna¢me FE, F stredy kruznic opisanych trojuholnikom ABD, ACD. Aku vel-

kost moze mat uhol BAC, ak stred kruznice opisanej trojuholniku AEF' lezi na
priamke BC?

Na rieSenie tloh je 4,5 hodiny, za kazda tlohu méZete ziskat najviac 7 bodov. Pocas
stutaze nie je dovolené pouzit ziadne elektronické pristroje ani ziadne pisomné materialy.
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4. Uvazujme lubovolnt trojicu celych ¢isel a, b a ¢, ktoré st dizkami stran trojuhol-
nika, nemaju spolocéného delitela viiésieho ako 1 a pre ktoré st hodnoty vsSetkych
troch zlomkov

a’® + b? — 2 b? + c? — a? c? +a? -2
a+b—c ’ b+c—a ’ c+a—b

celodiselné. Dokazte, Ze suc¢in menovatelov tychto troch zlomkov alebo jeho dvoj-
nasobok je druhou mocninou celého cisla.

5. Dany je rovnoramenny lichobeznik ABCD s dlhsou zakladiou AB. Oznacme
I stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC a J stred kruznice pripisanej
k strane AD trojuholnika ACD. Dokézte, ze priamky I.J a AB st rovnobezné.

6. N&jdite najmensie prirodzené ¢islo n také, ze pre Tubovolné ofarbenie ¢isel 1, 2, 3,
., n tromi farbami existuji medzi uvedenymi c¢islami dve ¢isla rovnakej farby,
ktorych rozdiel je druhd mocnina prirodzeného cisla.

Na rieSenie tuloh je 4,5 hodiny, za kazda tlohu modzZete ziskat najviac 7 bodov. Pocas
sutaze nie je dovolené pouzit Ziadne elektronické pristroje ani ziadne pisomné materialy.
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