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68. ro¢nik Matematickej olympiady
2018/2019 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Dané je prirodzené c¢islo n. Tom a Jerry hraju proti sebe hru na plane pozostdvajicom
zradu 2018 policok. Na zaciatku Jerry poloZi figurku na nejaké policko. V kazZdom kroku
potom Tom povie cel€ ¢islo z intervalu (1,n) a Jerry posunie figirku o vysloveny pocet
policok podla svojej volby bud dolava, alebo doprava. Tom vyhrdva, akondhle Jerry nemd
kam spravit tah. Najdite najmensie n, pre ktoré Tom vZdy dokdZe volit ¢isla tak, aby po
konecnom pocte krokov vyhral. (Josef Tkadlec)

RieSenie. Dokazeme, Ze hladané najmensie n je 1010. Predpokladajme, ze n < 1009.
Potom mé4 Jerry nasledujicu jednoduchu stratégiu: Polozi figirku na akékolvek policko
a potom vzdy tahd tak, aby neprehral. Taky tah by nemohol spravit, len ak by nalavo
aj napravo od zvoleného policka bolo nanajvys n — 1 policok. To by sme potom ale mali
dokopy nanajvys len 2(n — 1) + 1 = 2n — 1 < 2017 poli¢ok, ¢o je spor.

Predpokladajme, ze n = 1010. O¢islujme policka zlava 1,2,...,2018. Ak je figirka
na policku 1009 alebo 1010, sta¢i Tomovi povedat 1010 a Jerry nemoze urobit tah. Ak
je figirka na policku k& < 1009, povie Tom 1009 — k. Vtedy Jerry nemoze spravit tah
doprava, lebo by sa ocitol na prehravajicom policku 1009. Nutne teda musi spravit tah
dolava. Ak tento tah nemdze spravit, prehrava. Ak moze, priblizi sa k lavému okraju.
Lenze dolava sa nemdze posuvat donekonecna, takze ak Tom opakuje tato stratégiu,
tak po kone¢nom pocte krokov vyhra. Analogicky, ak je figirka na policku & > 1010,
povie Tom ¢islo k£ — 1010, ¢im Jerryho prinati urobit fah doprava, a takto pokracuje,
kym nevyhra.

Iné riesenie. UkaZeme inu stratégiu pre Toma pre n = 1010. Ako sme uz objasnili
v predoslom rieSeni, ak je figtirka na policku 1009 alebo 1010, stac¢i Tomovi povedat 1010.
Ak je figirka na policku k < 504, povie Tom 1009 — k. Kedze k — (1009 — k) < —1,
nemoze Jerry spravit tah dolava, takZze nutne musi spravit tah doprava na prehravajtce
policko 1009. Symetricky, ak k& = 1515, povie Tom k — 1010 a dontati Jerryho urobit
tah na prehravajtce policko 1010, kedze k + (k — 1010) = 2020. Dalej ak je figtirka na
policku 505 < k£ < 1008, Tom povie 1010, a Jerry musi nutne spravit fah doprava, ¢im
sa figirka ocitne na policku 1515 < [ < 2018, o ktorom uZ vieme, Ze na fom Jerry
prehra. Napokon ak je figurka na policku 1011 £ k£ < 1514, bude po fahu 1010 na
policku 1 £ 1 < 504, ktoré je pre Jerryho prehravajuce.

Poznamka. Tato stratégia je zaujimava tym, ze dokazuje, ze Tomovi na vyhru stacia
nanajvys tri tahy. Z praktického hladiska je teda tato stratégia pre neho vyhodné.

Iné rieSenie. Pre n = 1010 ukéZeme eSte jednu jednoduchi Tomovu stratégiu, pri
ktorej dokonca ani nemusi poznat polohu figirky. Stratégia je nasledujuca: Nech je
figirka na akomkolvek policku k, pouzije Tom dvojicu tahov 1010 a 1009. Vysvetlime,
preco je taka stratégia vyhravajuica.

Ak k = 1009 alebo k£ = 1010, je uz tah 1010 vitazny. Ak k& < 1008, sposobi dvojica
tahov 1010 a 1009, Ze sa figirka nutne posunie na policko k+1. Analogicky ak & = 1011,
tieto tahy sposobia, Ze sa figirka posunie na policko k& — 1. Uvedend dvojica tahov teda
v kazdom kroku figiarku priblizuje k policku 1009, resp. 1010. Po kone¢nom pocte krokov
sa tak figirka ocitne na jednom z tychto policok, a na nom nasledne prehra.



Bodovacia schéma.

Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov:

> [1 bod] Spravny vysledok n = 1010 (tento bod dajte v neuplnych rieseniach iba v pripade, Ze je
explicitne uvedené, Ze sa jedna o hypotézu o vysledku).

> [2 body] Jerryho stratégia pre n < 1009 (rozobran nizsie).

> [3 body] Tomova stratégia pre n = 1010 (rozobrana nizsie).
Jerryho stratégia vo vseobecnosti:

1. V pripade, Ze zdovodnenie spravnosti nie je dostatocné, alebo stratégia obsahuje opravitelnu
chybu, dajte nanajvys 1 bod.

2. Tiez dajte nanajvys 1 bod, ak je stratégia spravne opisanad a zdévodnend pre nejaké n < 1009,
pri¢om sa da jednoducho upravit, aby fungovala pre vietky n < 1009.

3. Za stratégiu, ktord nefunguje pre vsetky n < 1009, a ani sa nedd jednoducho upravit, aby
fungovala, neudelujte ziadny bod.

4. Ak riesitel opiSe Jerryho stratégiu pre n = 1009, a t4 funguje aj pre n < 1009, ale explicitne
neuvedie, Zze funguje aj pre mensie n, tak bod strhnite prave vtedy, ked nie je evidentné, Ze
naozaj funguje aj pre n < 1009.

Tomova stratégia vo vseobecnosti:

1. V pripade, Ze stratégia alebo dokaz jej spravnosti obsahuje mali opravitelni chybu, strhnite
1 bod.

2. Ak je stratégia nespravna, tak sa pri udelovani ¢iasto¢nych bodov riadte podla jednej z nasledu-
jucich troch schém.

3. Ciastoéné body za rézne Tomove stratégie sa nes¢itaju.

Tomova stratégia z prvého rieSenia:
> [1 bod] Stratégia pre policka 1009 a 1010.
> [1 bod] Definovanie stratégie pre zvysné policka.
> [1 bod] Zdévodnenie, ze také stratégia naozaj funguje v kone¢nom pocte krokov.

Tomova stratégia z druhého riesenia:
> [1 bod] Stratégia pre policka 1009 a 1010.
> [1 bod] Stratégia pre ,krajné“ policka k < 504 a k = 1515.
> [1 bod] Stratégia pre zvysné 505 < k < 1008 a 1011 < k£ < 1514.

Tomova stratégia z tretieho riesenia:
> [1 bod] Explicitné definovanie stratégie.
> [1 bod] Zdévodnenie, Ze figurka sa po kazdej dvojici tahov ocitne na policku k + 1 alebo k — 1.
> [1 bod] Zaver, ze po kone¢nom pocte krokov sa bude nachddzat na prehravajicom policku 1009
alebo 1010.

2. Ndjdite vietky celé ¢isla m an, pre ktoré plati n™~* = 4m?+2m+3. (Tomas Jurik)

Riesenie. Z danej rovnosti vyplyva, ze ¢islo n” ! je celé. Toto ¢islo m4 zrejme rovnakil
paritu ako &islo n. Cislo 4m? + 2m + 3 je vSak vzdy nepérne, takze aj n musi byt
neparne. Tym padom je n — 1 péarne, takze n” ! je druhd mocnina neparneho &isla
(z dvoch moznych zékladov dalej vezmeme ten kladny).

Polozme n"~! = k2, pri¢om k je kladné neparne ¢islo. Dostédvame tak rovnicu

k* = 4m? + 2m + 3. (1)
Jej pravu stranu doplnime Standardnym spdsobom na Stvorec, ¢im dostavame
2
1 11
k= (2m+ = —
( m + 2) + 1

Aby sme mali na oboch stranach celé ¢isla, vynasobime ziskant rovnicu ¢islom 4
a nasledne ju upravime na sucinovy tvar:

4k* = (4m + 1)% + 11,
(2k — 4m — 1)(2k +4m + 1) = 11.
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Sucin celych ¢isel a = 2k —4m —1 a b = 2k+4m+1 je teda rovny 11, pritom ich stcet
a+b = 4k je ¢islo kladné, takze kladné su aj obe ¢isla a a b. KedZe 11 je prvocislo, musi
byt {a,b} = {1,11}, a teda 4k = 12, ¢ize k = 3. Z rovnosti a = 5 —4m potom pre a = 1
méame m = 1, zatial ¢o pre a = 11 celo¢iselné m neexistuje. A rovnicu n" ! = k? =9
zrejme spliia jediné celé n = 3.

Jedina dvojica celych éisel (m,n) vyhovujica zadanej rovnici je (1, 3).

Pozndmka. RieSenie rovnice ab = 11 sa samozrejme da néajst aj bez dalsich tvah
rozobranim Styroch moznosti a = £1,+11. A namiesto pouzitia rovnosti a = 5 — 4m
sme mohli hodnotu k& = 3 dosadit do (1) a vyriesit kvadraticka rovnicu s korenmi m; =
=1amg=—3/2.

Iné rieSenie. Po tom, ako dokédZeme, ze 4m? + 2m + 3 je druhd mocnina celého é&isla,
mozeme postupovat aj inak. Pre vSetky m = 2 totiz plati

(2m)? < 4m? +2m + 3 < (2m + 1)?
a naopak pre m < —2 plati
(—2m — 1)? < 4m® + 2m + 3 < (—2m)?.

Tym padom ostava preverit iba m € {—1,0,1}. Lahko zistime, Ze k rieSeniu vedie iba
m =1, z ¢oho vyplyva n = 3.

Pozndmka. Argument so ,,zovrenim® ¢isla medzi dva po sebe idiice Stvorce mozno pouzit
aj inak. Pre m = 0 plati (2m)? < 4m? + 2m + 3. KedZ%e 4m? + 2m + 3 je $tvorec, tak
to nutne znamena (2m + 1)2 < 4m? + 2m + 3, z ¢oho dostaneme m < 1. Pre m < —1
mo#no podobne vyuZit nerovnost (—2m — 1)? < 4m? + 2m + 3.

Iné riesenie. Ukazeme eSte jeden sposob, ako vyriesit rovnicu (1), ked uz vieme, ze
k je kladné neparne ¢islo. Rovnicu upravime na tvar

(k —2m)(k +2m) = 2m + 3. (2)

Ak m 2 0, je prava strana rovnice (2) kladné. Kedze k 4 2m je kladné, je aj ¢initel
k —2m kladny, takze k —2m = 1. Vynasobenim tohto odhadu ¢islom k + 2m dostaneme
2m + 3 2 k + 2m, takze 3 2 k. Z dvoch moznych hodnot & = 1 alebo k = 3 dojdeme
k rieseniu iba pre k£ = 3, ked mame (m,n) = (1, 3).

Ak m < 0, mdzeme dokonca predpokladat, ze m < —2, lebo pre m = —1 vychédza
k% = 3, ¢o nie je mozné. Polozme m’ = —m, potom m’ = 2. Upravme (2) na

(k +2m")(2m' — k) = 2m’ — 3.

Kedze ¢isla k+2m/, 2m’ — 3 st kladné, je kladné aj ¢islo 2m’ — k, plati teda 2m’ —k = 1.
Vyndasobenim tohto odhadu ¢islom k +2m’ dostaneme 2m’ —3 = k+2m/, teda —3 = k,
¢o odporuje predpokladu k£ > 0.

Pozndmka. V pripade m = 0 sme mohli odhad k& — 2m = 1 vyuzit aj inak. Je totiz
ekvivalentny s nerovnostou k + 2m = 4m + 1, takze 2m + 3 = (k — 2m)(k + 2m) 2
= 4m + 1, odkial hned vyplyva m = 1.



Bodovacia schéma.

Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov:

> [1 bod] Zdévodnenie, Ze ¢islo n musi byt neparne.
n—1

v

[1 bod] Zdovodnenie, ze &islo n musi byt druhd mocnina celého ¢&isla.

> [4 body] Dokondcenie rieSenia (rozobrané nizsie).

Vseobecné poznamky:

1. V pripade uhadnutia vysledku (m,n) = (1, 3) dajte 1 bod.

2. V pripade preskiimania konec¢ného poctu moznosti dajte nanajvys 1 bod, a sice za spravny
vysledok.

3. Ciastoéné body z réznych postupov sa neséitaji.

Dokoncenie rieSenia ako v 1. rieSeni:

> [2 body] Uprava rovnice na stéinovy tvar.

v

[1 bod] Rozbor vSetkych moznosti rozkladu ab = 11 ako v rieseni ¢i ako v poznamke.

> [1 bod] Ndjdenie vysledku (m,n) = (1, 3).

Netiplné rieSenie: V pripade mensej chyby pri tprave na sacinovy tvar strhnite 1 bod. V pripade
zabudnutia nejakého rozkladu tiez strhnite 1 bod.

Dokoncenie riesenia ako v 2. rieseni:

> [1 bod] Formul4cia tivahy o tom, ze ¢islo 4m? + 2n + 3 nemoze lezat medzi dvoma po sebe idticimi
Stvorcami (alebo jej ekvivalentna formulacia, pozri pozndmku).

> [1 bod] Vyluéenie pripadu m 2 2.

v

[1 bod] Vyltuéenie pripadu m < —2.

> [1 bod] VyrieSenie zvy$nych pripadov a najdenie vysledku (m,n) = (1, 3).

Netplné riesenie: V pripade chyb pri upraviach nerovnosti strhnite 1 az 2 body, podla poctu
a zavaznosti chyb.

Dokonéenie rieSenia ako v 3. rieSeni:

[1 bod] Napisanie rovnice v tvare (k — 2m)(k 4+ 2m) = 2m + 3.

[1 bod] Vyluéenie pripadu m < 0.

[1 bod] Rozobranie pripadu m = 0 vediceho na k < 3 alebo m < 1 ako v poznamke.

vV vV VvV V

[1 bod] Rozobranie zvysnych pripadov a najdenie vysledku (m,n) = (1, 3).
Netuplné riesenie: V pripade chyb pri upraviach nerovnosti strhnite 1 az 2 body, podla poétu
a zavaznosti chyb.

3. Dany je pravouhly trojuholnik ABC'. Na jeho prepone BC' lezia body D, E také, Ze

|CD| = |CA|, |BE| =|BA|. Nech F je taky vnitorny bod trojuholnika ABC, e DEF

je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou DE. Akd je velkost uhla BFC?
(Patrik Bak)

Riesenie. Najskor dokazeme, ze F je stredom kruznice opisanej trojuholniku ADFE.
Z |BA| = |BE| vyplyva, ze trojuholnik BAE je rovnoramenny, takze |{BAFE| =
= 90° — 183, a preto |[{CAE| = 1. Podobne z toho, Ze trojuholnik CAD je rovno-
ramenny, dostaneme |{BAD| = 3v. Tym pddom [{DAE| = 90° — 18 — 1y = 45°
(obr.1, body D a E lezia vnutri strany BC' v uvedenom poradi, lebo |CD| + |BE| =
= |CA| +|CB| > |BC|).

Na kruznici so stredom F' a polomerom |F'D| = |FE| lezia vdaka pravému stre-
dovému uhlu DFE vsetky tie body polroviny DEF', z ktorych tsecku DFE vidno pod
uhlom 45°, teda aj bod A. Bod F je preto stredom kruznice opisanej trojuholniku ADF,
ako sme na tvod slubili dokazat.



Obr. 1

Z dokéazanej rovnosti |F'A| = |F'E| vyplyva, Ze bod F' lezi na osi tsecky AFE, ktora
je vdaka rovnosti |[BA| = |BE| zaroven aj osou uhla ABC, a podobne priamka CF je
osou uhla AC'B (to navySe znamena, ze F' je aj stredom kruznice vpisanej trojuholniku
ABC). Tym padom |LCBF| = %5 a |[{BCF| = %7, takze z trojuholnika BFC
dopocitame, zZe jeho treti uhol je rovny 180° — % — %*y = 135°.

Poznamka. Po zisteni, ze F je stredom kruznice opisanej trojuholniku ADFE, sme
mohli postupovat napriklad aj takto: Z vety o obvodovom a stredovom uhle vyplyva
|{AFD| = 2| AEB| = 180° — 3. Stvoruholnik AFDB je teda tetivovy. Podobne aj
stvoruholnik AFEC' je tetivovy. Pomocou toho vypocitame

|{BFC|=90°+ |{BFD|+ |{EFC| =

= 90° + [{BAD| + |£EAC| = 90° + % + g — 135°.

Dalsia moznost je vypocitat stucet velkosti uhlov AFB a AFC, ktoré sa pomocou
spomenutych tetivovych stvoruholnikov prenest na uhly ADB a AEC, ktorych velkosti
st postupne 90° + %’y a 90° + %B.

Iné riesSenie. Pri zvycajnom oznaceni plati |BE| = ¢ a |[CD| = b, takze lahko
vypoéitame |BD| = a —b a |CE| = a — ¢c. Preto |[DE| = a—(a—b) — (a —¢) =
= b+ ¢ — a. Ozna¢me M stred tsecky DFE. Kedze DEF je rovnoramenny pravouhly
trojuholnik, je [MF| = |MD| = 1|DE| = (b+ ¢ — a). Dalej tak mame

|BM| = |BD|+ |DM|=(a—b)+ 3(b+c—a)=3(a+c—b) =s—b,

priom s oznacuje polovicu obvodu trojuholnika ABC. Plati teda (pozri dopliiajicu
ulohu D1 k 5. tlohe doméceho kola), ze M je dotykovy bod kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABC. KedZze trojuholnik ABC' je pravouhly, zrejme plati (pozri aj nasledujacu
doplifajicu tlohu), ze tato kruznica ma polomer rovny s —a = 3(b+c—a) = |[MF]|.
A kedze MF 1 BC, dostavame, ze F je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku ABC'.
Vdaka tomu |[{CBF| = 38 a |[{BCF| = 3v, z €ho uz dopo&itame |4BFC| ako
v predoslom riesSeni.



Poznamka. Na rozdiel od predoslého rieSenia sme vobec nepotrebovali odhalit, ze F je
stred kruznice opisanej trojuholniku ADFE.

Obr. 2

Iné rieSenie. Podobne ako v predoslom rieseni definujeme bod M a vypocitame
|IBM| = 3(a+c—b) a |[MF| = %(b+c—a). Dalej ozna¢me |[{MBF| =6 a |[{MCF|=¢
(obr. 2). Z pravouhlého trojuholnika M F'B méame

b+c—a b+c—a
tand = ——— a analogicky tane = ——.
a+c—b slesy a+b—c
Dalej pouzijeme zndmy vzorec tan(180° — x) = — tanx, néasledne stétovy vzorec pre

tangens a nakoniec Pytagorovu vetu a? = b + ¢? na vypocet

tand + tane
tan | BFC| = tan(180° — § — ¢) = — tan(d = — =
an| | an( ) an(0 +¢) 1 —tandtane
btc— bte—
a‘:—CC_Z + a——i_l-?)—ac _ 2a<b +c— CL)

1__1;1:%._1;1%:‘2_ (a+c—b)lat+b—c)—(b+c—a)?
L 2a(b + ¢) — 2a> __2a(b+c)—2(b2—|—c2) _ _q
 2a(b+c)—22+c2)  2a(b+c)—-20%+c2) 7

Rovnica tan |{ BFC| = —1 ma na intervale (0°,180°) jediné riesenie | BFC| = 135°.

Pozndmka. Aj v tomto rieSeni sme nasli odpoved bez toho, aby sme postrehli, ze F
je stredom kruznice opisanej trojuholniku ADE. Nepotrebovali sme ani to, ze F je
stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC'. Ak by sme vsak tuto hypotézu mali,
vedeli by sme ju dokézaf aj vypoctom. Staci totiz dokézat, ze 6 = %B. Pritom podTla
vzorca pre tangens poloviéného argumentu plati

B 1—cosf 1—c/a a—c
tan = = 4| ——— = =4/ :
2 1+ cosp 1+c/a a+c

Ekvivalentnymi tpravami lahko overime, Ze tan § = tan % B. A kedZe funkcia tangens je
na intervale (0°,90°) prosté (je tam rasttca), je nutne § = 3. Analogicky £ = 37, ¢o
uz znamena, ze F' je stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC.
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Iné riesenie. Inym sposobom ukazeme, ze bod F' zo zadania tlohy je zaroven stredom [
kruznice vpisanej trojuholniku ABC, ktorej polomer oznac¢ime p. Kedze stred I lezi na
osiach stimernosti oboch rovnoramennych trojuholnikov BAE a CAD, plati |[E| =
= |IA| = |ID|, pritom vdaka pravému uhlu BAC je zrejme |IA| = 0v/2. Bod I leziaci
vo vzdialenosti ¢ od priamky BC' tak ma od dvoch jej réznych bodov D a FE tu ista
vzdialenost 0v/2, a preto jeho kolmy priemet na BC' je podla Pytagorovej vety stredom
zédkladne D FE pravouhlého rovnoramenného trojuholnika DEI. Je teda I = F', ako sme
slubili dokézat.

Bodovacia schéma.
Za plné riesenie dajte 6 bodov.

Vseobecné poznamky:
1. V pripade riesenia pouzivajiceho analytickii geometriu dajte 6 bodov, ak je spravne, a 0 bodov
v pripade, ked je vadné alebo nedokoncené.
Za hypotézu, ze F' je stredom kruznice vpisanej AABC, dajte 1 bod.
Za hypotézu o tetivovosti stvoruholnikov AFFDB a AFEC v8ak ziadny bod neudelujte.
Za hypotézu o vysledku neudelujte ziadny bod.
Za absenciu zmienky o poradi bodov D a E na prepone BC body nestrhavajte.
Ciasto¢né body z réznych postupov sa neséitaji.

AN

Prvé riesenie:

> [2 body] Zistenie, ze | DAE| = 45°, s dokazom.

[1 bod] Dékaz, ze F je stredom kruznice opisanej trojuholniku ADE.

> [2 body] Dalsie pozorovania umoziiujice vypocitat |£ BFC|, ako napriklad zdévodnenie, ze BF
a C'F st osi vnutornych uhlov ABC' ako v rieSeni, alebo ddkaz, ze Stvoruholniky AFDB a AFEC
su tetivové, ako v poznamke.

> [1 bod] Samotny vypocet veduci k spravnemu vysledku |£ BFC| = 135°.
Netplné riesenie: Za hypotézu, ze F je stredom kruznice ADFE, dajte 1 bod. Tento bod mozno
pripoc¢itat k vSeobecne udelovanym bodom za hypotézu, ze F je stredom kruznice vpisanej

ANABC.

RieSenia pouzivajice bod M vseobecne (druhé a tretie rieSenie):

[1 bod] Definovanie bodu M.

[1 bod] Vyjadrenie |M B| (alebo |MC|) iba pomocou stran AABC.
[1 bod] Vyjadrenie |M F| iba pomocou stran AABC.

[3 body] Dokoncenie rieSenia (rozobrané nizsie).

v

vV VvV VvV Vv

Ak riesitel dokazuje, ze F' je stredom kruZznice vpisanej AABC"

> [2 body] Dokaz, ze F' je stredom kruznice vpisanej AABC, bud pomocou odvolania sa na znidme
tvrdenie ako v druhom rieseni, alebo vypoctom ako v poznamke k tretiemu rieseniu.

> [1 bod] Vypocet | BFC| = 135°.
Netiplné riesenie: Za nedokonceny vypoctovy dokaz toho, ze F' je stredom vpisanej kruznice
A ABC, neudelujte ziadny bod navyse (k bodom stvisiacim s definiciou bodu M).

Ak riesitel priamo pocita tan |£ BFC|:

> [2 body] Samotny vypocet tan | BFC| = —1.
> [1 bod] Vyriesenie rovnice tan | BFC| = —1.
Netplné riesenie: Za nedokonéeny vypoctovy dokaz tan|{ BFC| = —1 neudelujte ziadny bod

navySe (k bodom stvisiacim s definiciou bodu M).

Stvrté riesenie:

> [1 bod] Rozhodnutie uvazovat trojuholnik DFEI, pri¢om I je stred kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABC. Jedn4 sa o bod udelovany vseobecne za hypotézu, ze F = I.

> [1 bod] Dokaz, ze I je stredom kruznice opisanej AEAD.

> [1 bod] Dékaz, ze |ID| = |[IE| = ov/2.

> [2 body] Zdévodnenie, ze DEI je rovnoramenny pravouhly trojuholnik, odkial I = F.

> [1 bod] Vypocet | BFC| = 135°.



4. Ndjdite mazimdlnu hodnotu vijrazu a® + b2 +c? pre redlne ¢isla a, b, c také, Ze vietky
tri ¢isla a +b, b+ ¢, c+ a si z intervalu (0,1). (Jan Mazak)

RieSenie. Vzhladom na symetriu zadania moézeme predpokladaf, ze a < b < c.
Dokazeme, ze plati odhad a? < b2. Ten je totiz ekvivalentny s (b — a)(b +a) 20,
¢o plati vdaka b = a a b+ a = 0. Podobne plati odhad ¢ < (1 — b)?, kedZe ten je
ekvivalentny s (1 —b—c¢)(1—b+¢) 20, pricom 1 —b—c=20al—b+c>—-b+c=0.

Pouzitim oboch odhadov mame
a2+ + 2 <007+ (1-b)2 (1)

Dalej plati b+b=>a+b=>0ab+b < b+c < 1, takze b € (0, %> Ostéva najst maximum
pravej strany (1) na tomto intervale.

Pre b = 0 plati b2 +b2+(1—b)? = 1. DokéZeme, 7e 1 je hladané maximum. Na to je
nutné dokazat nerovnost b2 + b2 + (1 —b)? < 1. T4 plati prave vtedy, ked b(3b —2) = 0,
¢o je splnené pre vsetky b E (0,2), a teda aj pre vietky b € (0, 3). KedZe pre (a,b,c) =

= (0,0,1) plati a® + b* + ¢ = 1 je hladané maximum naozaj rovné 1.

Pozndmka. Vyraz b?+b?+(1—b)? sme na intervale (0, ) mohli maximalizovat aj takto:

Kedze sa jedna o kvadraticka funkciu v premennej b, ktorej grafom je parabola otvoren
nahor, moze svoje maximum nadobudat iba v krajngch bodoch intervalu (0, 3). Staci
teda preverit obe tieto hodnoty.

Iné rieSenie. Zavedme substiticiu a +b =z, b+c =1y a c+a = z. Cisla z, y, z potom
lezia v intervale (0,1) a plati a = S(z —y+2),b=2(y—2+2), c = S(z —z +y).
Hodnota a? + b + c? je po tprave rovna

1
1(3:)32 + 3y% + 322 — 2zy — 2yz — 221). (2)

Pozrime sa na vyraz (2) ako na kvadratickt funkciu premennej z. Vieme, 7e x €
€ (0,1). Koeficient pri 22 je kladny, takze grafom tejto funkcie je parabola otvorené
nahor. Tato funkcia preto nadobiida maximum jedine v niektorom z krajnych bodov
intervalu (0,1) (je moZné, Ze v oboch). Rovnaka tvahu vSak mézeme pouzit aj pre
premenné y a z. To znamend, Ze pre fubovolné z,y, z € (0,1) symetricky vyraz V =
= V(z,y,2) z (2) spliia nerovnosti

V(z,y,z) < max(V(0,y,2),V(1,y,2)) =
< max(V(0,0,2),V(0,1,2),V(1,0,2),V(1,1,2)) <
< max(V(0,0,0),V(0,0,1),V(0,1,0),V(0,1,1),
V(1,0,0),V(1,0,1),V(1,1,0),V(1,1,1)) =
= max(V/(0,0,0),V(0,0,1),V(0,1,1),V(1,1,1)) = max(0,3,1,3) =1

Vidime, Ze vyraz nadobiida maximéalnu hodnotu 1 prave vtedy, ked sa prave dve
z premennych x, y, z rovné 1 a tretia je rovna 0. To zodpoveda tomu, zZe prave dve
z premennych a, b, ¢ st rovné 0 a tretia je rovna 1.
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Iné riesenie. Po zavedeni substiticie ako v predchadzajicom rieseni teraz inym spo-
sobom ukézeme, Ze hodnota vyrazu (2) je nanajvys 1, nech su ¢isla x, y, z z intervalu
(0,1) akékolvek.

Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat, ze plati z = max(z,y, z), a do-
ty¢ént nerovnost zbavenu zlomku

322 4+ 3y% + 322 — 20y — 2yz — 2220 < 4
upravime na tvar
2v(x — 2) + 2y(y — 2) + (z —y)* + 32 < 4.

Tato nerovnost vsak ziskame séitanim Styroch nerovnosti

ktorych platnost je okamzitym doésledkom nerovnosti

Pozndmka. Toto rieSenie mozno zapisat aj bez premennych x, y, z. Jednotlivé nerovnosti
totiz zodpovedaji vzfahom 2(a + b)(b —¢) < 0, 2(b+c)(b—a) £ 0, (a —¢)? < 1,
3(a + ¢)? < 3, ktoré platia za predpokladu b = min(a, b, c) (treti vdaka tomu, ze —1 <
< (a+b) — (b+c) £ 1). Stcet lavych stran tychto nerovnosti je pritom 4(a? + b* + c?).

Bodovacia schéma.
Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov.
Vseobecné poznamky:

1. Za uhadnutie maxima dajte 1 bod prave vtedy, ked je uvedend aj trojica (a,b,c), pre ktort sa
tato hodnota nadobuda.

.....

hodnofte ako prvé rieSenie po prevode tychto ivah na nerovnosti.
3. Ciastoéné body z réznych postupov sa neséitaju.

1. rieSenie:
> [1 bod] Dokaz nerovnosti a? < b2.
> [1 bod] Dékaz nerovnosti ¢? < (1 — b)2.
> [1 bod] Déokaz b € (0, 1).
> [1 bod] Odhad skiimaného vyrazu a?® + b? + ¢ zhora vyrazom b? + b2 + (1 — b)2.
> [1 bod] Dokaz b + b2 + (1 — b)2 < 1 na intervale (0, %)
> [1 bod] Maximalizacia tohto vyrazu a uvedenie aspoi jednej trojice (a, b, ¢), pre ktor sa maximum

nadobuda.
Netiplné riesenie:
1. Za samotny predpoklad a < b < c ani za z toho vyplyvajuci désledok 0 < b < ¢ nedavajte Ziadny
bod.
. Ak riesitel chybne uvedie, Ze a? < b2 vyplyva priamo z a < b, strhnite 1 bod.
. Ak riesitel chybne uvedie, ze ¢ < (1 — b)? vyplyva priamo z ¢ < 1 — b, strhnite 1 bod.
. Bod za odhadnutie vyrazu a? + b2 + ¢? zhora vyrazom b% + b2 + (1 — b)? dajte ako ¢iastoény aj
v pripade, ked nie sti potrebné nerovnosti a? < b2 a ¢ < (1 — b)? dokéazané.
. Tiez strhnite bod za algebrické chyby pri maximalizécii vyrazu b% + b2 + (1 — b)2.
. Ak riesitel rozoberie iba pripad, ked su éisla a, b a ¢ vSetky nezdporné (jedno z nich totiz moze
byt zaporné!), dajte nanajvys 3 body.

> N

S Ot

Riesenie pouzivajtce substiticiua+b=z,b+c=y,c+a = z:
> [1 bod] Samotna Substiticia.
> [1 bod] Prevedenie skiimaného vyrazu do novych premennych z, y, z.
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> [4 body] Dokongéenie rieSenia (rozobrané nizsie).
Netplné riesenie:

1. Za chybu pri prevode do premennych z, y, z strhnite 1 bod.

2. Za dalSie chyby pri algebrickych tpravach strhnite 1 az 2 dva body, podla poc¢tu a zavaznosti
chyb.
Dokoncenie rieSenia so substitiiciou v $tyle druhého riesenia:

> [1 bod] Zdévodnenie, Zze maximum kvadratickej funkcie definované na (0, 1) s kladnym koeficien-
tom pri kvadratickom ¢lene sa nadobiida iba v krajnom bode tohto intervalu.

> [2 body] Pouzitie tohto tvrdenia pre kazdd z premennych z, y, z a preskimanie moznych
kombinécii.

> [1 bod] N4jdenie maximalnej hodnoty spolu s trojicou (a, b, c), pre ktort sa nadobuda.

Dokoncenie rieSenia so substitiiciou v §tyle tretieho riesenia:

[3 body] Uh4dnutie maximalnej hodnoty a dékaz potrebnej nerovnosti.

[1 bod] Uvedenie asporti jednej trojice (a, b, c), pre ktort sa maximélna hodnota nadobuda.

v v

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby c¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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