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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tloh Skolského kola kategorie B

1. Najdite vsetky celé cisla a, pre ktoré mad rovnica
a(x® + ) = 3(2* + 1)

aspon jeden celociselny koreri. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Ak m4 rovnica celoéiselny koreti m, je ¢islo 3(m?2+1) rovné am(m+1), takze
je delitelné ¢islom m, ktoré je zrejme rézne od nuly. Vzhladom na nestdelitelnost ¢isel
m a m? + 1 z toho vyplyva, ze ¢islo m je delitelom &isla 3, takze m € {—3,—1,1,3}.
Do povodnej rovnice postupne dosadime za x vSetky Styri hodnoty m a zistime tak,
ze celociselné a vyjde pre prave dve z nich. Je to jednak x = —3, ktorému zodpoveda
a =5, jednak x = 1, pre ktoré a = 3. (Pre x = —1 vychadza 0-a = 6, pre = 3 rovnica
12a = 30 s necelociselnym koreriom a.)

Odpoved. Rovnica mé celo¢iselny koren pre a = 3 alebo a = 5.

Pozndmka. Rovnost pre celo¢iselny koren m by sme mohli tiez upravit na tvar
am(m +1) =3(m?+1) =3(m — 1)(m + 1) +6,

odkial vidime, Ze ¢islo m + 1 deli ¢islo 6. Tato Gvaha vedie k ésmim moZnostiam pre
¢islo m s podobnou diskusiou.

Iné riesenie. Dant rovnicu upravime na Standardny tvar
(a —3)x? +ax — 3 = 0. (1)

Pre a = 3 sa jednd o linedrnu rovnicu s celo¢iselnym korenom z = 1, takze a = 3
vyhovuje. Pre celé a # 3 je rovnica kvadratickd a jej celociselny diskriminant

D=a*>+12(a—3) = (a +6)* — 72

musi byt druhou mocninou celého ¢isla (uz aj v pripade racionalneho korena).
Nech D = n? pre celé nezaporné éislo n. Plati tak

n? = (a+6)* — 72.
Tato rovnicu upravime na tvar
(a+n+6)(a—n+6)=(a+6)?—n>=72=2%.32%
Oba celo¢iselné ¢initele a —n + 6 a a + n + 6 maja zrejme rovnaki paritu (ich stacet je

parny), takze podla ich stic¢inu 72 to musia byt dve parne ¢isla, pre ktoré navyse plati
a—n+6 < a+n+ 6. Nastana tak pre ne iba moznosti uvedené v nasledujtcej tabulke,
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v ktorej sucasne uvadzame aj zodpovedajice hodnoty ¢isel a, n a zodpovedajtuce korene

kvadratickej rovnice (1):

a—n+6 —36 —18 —12 2 4 6
a+n—+6 -2 —4 —6 36 18 12
a —25 —17 —15 13 5 3
n 17 -7 -3 17 7 3
3 1 3 1 1 1 31 1 | rovnica nie je
korene (1) 17| Ty a1l 273 2’5 =3 2 | kvadraticka

Vidime, ze okrem uz diskutovaného pripadu ¢ = 3 ma dand rovnica celociselny koren
iba v pripade a = 5.

Za plné riesenie dajte 6 bodov, z toho zévereény 1 bod za zhftiajicu odpoved a € {3,5}. Predché-
dzajucich 5 bodov v zavislosti od zvoleného postupu pridelujte nasledovne.

Pri postupe podla prvého riesenia dajte 2 body za dokaz, Ze vyraz len v premennej m deli uréené
celé ¢islo (napr. m |3, m+1]|6, m(m+1)|6,...),1bod za uvedenie vsetkych moznosti pre m a dalej
nanajvy$ 2 body za spravne dopocitanie prislichajicich hodnét a.

Pri postupe podla druhého riesenia dajte 1 bod za diskusiu linedrnej rovnice v pripade a = 3,
1 bod za tvrdenie, ze diskriminant kvadratickej rovnice musi byt kvadratom celého ¢isla, 1 bod za
néjdenie vsetkych moznosti pre D (D € {32,72,172}), 1 bod za zd6vodnenie, preco iné hodnoty D
nevyhovuju a 1 bod za vylucenie vSetkych moznosti pre a okrem a = 5.

Pozor! Riesitel moze ziskat ciastkové body iba za jeden postup, ¢iastkové body podla roznych
postupov sa nesc¢itaju. Len za uhadnutie oboch hodnét a € {3,5} dajte 1 bod, ak je uhddnuté iba
jedna hodnota, ziadny bod nepridelujte.

2. Dokdzte, Ze stredy kruznic zvonka pripisanych jednotlivim strandm lubovolného kon-
vexneho stvoruholnika leZia na jednej kruznici.

(Kruznicou pripisanou napriklad strane AB konvexného Stvoruholnika ABCD roz-

umieme kruznicu, ktord sa dotyka strany AB a polpriamok opacnych k polpriamkam
AD a BC.) (Jaroslav Svréek, Pavel Calabek)

Riesenie. Posudzované stredy kruznic zvonka pripisanych stranam daného stvoruhol-




nika ABCD oznac¢ime K, L, M, N podla obr. 1. Nagou tlohou je dokézat, Ze Stvoruhol-
nik KLM N je tetivovy. Vyuzijeme na to zvycajnym spésobom oznacené vnutorné uhly
a, B, v, 6 pociatoéného stvoruholnika ABCD. Bod K je prieseénikom osi vonkajsich
uhlov tohto stvoruholnika pri vrcholoch A, B. Preto

|4BAK| = 1(180° — o) = 90° — 1a, |£ABK| = 1(180° — ) = 90° — 15.
Z toho pre velkost tretieho vnitorného uhla trojuholnika ABK vyplyva
|{AKB| =180° — (90° — 2a) — (90° — 18) = L (a + B).
Podobne pre stred M kruznice zvonka pripisanej strane C'D Stvoruholnika plati
|[£CMD| = (v +9).

Sucet velkosti vnitornych uhlov pri protilahlych vrcholoch K a M $tvoruholnika
KLMN je tak

|£AKB| + |{CMD| = (o + B+~ +6) = 1-360° = 180°,

¢o je nutna a postacujica podmienka na to, aby stvoruholnik K LM N bol tetivovy.
Tym je dokaz ukonceny.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 5 bodov za dokaz, ze stcet dvoch protilahlych uhlov Stvor-
uholnika K LM N je 180°, a 1 bod za néasledné konstatovanie, Ze (prave) také stvoruholniky su tetivové
(namiesto toho je mozné uviest aj potrebné poznatky o obliukoch ako ekvigonalach).

Hodnotenie dékazu 5 bodmi rozdelte takto: 1 bod za poznatok, ze stredy kruZnic zvonka pripi-
sanych lezia na osiach vonkajsich uhlov stvoruholnika ABC D, 2 body za potrebné vyjadrenia styroch
uhlov pri obvode ABCD ako napr. uhla BAK pomocou uhla «, 1 bod za vyjadrenie dvoch protilahlych
uhlov v KLMN a 1 bod za ich s¢itanie na hodnotu 180°.

Ak riesitel ukaze, Ze tvrdenie plati pre Stvoruholniky ABCD konkrétneho tvaru, tak v pripade
$tvorcov body nedéavajte, v pripade kosostvorcov a obdlznikov nanajvys 1 bod, vo vseobecnejsich
pripadoch (rovnobezniky a lichobezniky) nanajvys 2 body; tieto body sa neséitaju.

3. Urcte najvicsie prirodzené éislo k, pre ktoré mozno na Sachovnicu 8 X 8 rozmiestnit
k vezi a k strelcov tak, aby Ziadna figirka neohrozovala indi. (Strelec ohrozuje lubovolné
policko diagondly a veza lubovolné policko riadka aj stlpca, na ktorjch stoja.)

(Josef Tkadlec)

Riesenie. Uvazujme [ubovolné vyhovujtce rozmiestnenie k vezi a k strelcov. Dokézme,
ze plati nerovnost k < 5.

Ak je v niektorom riadku (resp. stlpci) $achovnice umiestnens veza, musi byt
jedinou figtirkou tohto riadka (resp. stlpca). Pre pocet k rozmiestnenych vezi tak nutne
plati & < 8 a navyse je nimi neobsadenych celkom 8—Fk riadkov a 8—k stipcov Sachovnice.
Strelci v pocte k tak mozu staf iba na niektorom z (8 — k)? policok, v ktorych sa tieto
riadky a stipce Sachovnice pretinaji. Preto musi platit nerovnost

k< (8—k)%

Z toho uz vyplyva k < 5, lebo odvodend nerovnost neplati pre ziadne k € {6, 7,8}, ako
sa lahko presved¢ime dosadenim.



Ako vidime z nasledujuceho obrézka, 5 veZzi a 5 strelcov sa da rozmiestnit na
Sachovnicu tak, aby sa navzajom neohrozovali, preto najvicsie mozné k danej vlastnosti

je k =5.

Pozndmka. Odvodenie nerovnosti £ < 5 mozno podat strucnejsie takto: najskor vy-
li¢ime rovnako ako v podanom rieSeni hodnotu k£ = 6 (6 strelcov by muselo stat na
4 polickach, ktoré lezia v dvoch riadkoch a dvoch stlpcoch neobsadenych 6 vezami)
a potom konstatujeme, ze ak by existovalo vyhovujlice rozmiestnenie pre £ > 6, odo-
bratim lubovolnych k — 6 vezi a k — 6 strelcov by sme dostali vyhovujiice rozmiestnenie
pre k = 6.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov. Z toho 1 bod za vylaCenie moznosti £ > 6 a 2 body za vylucenie
moznosti k = 6. Napokon 3 bodmi ohodnotte konstrukciu prikladu spravneho rozostavenia pre k =
= 5. Za konstatovanie, Ze k nadjdenému prikladu pre k = 5 uz sa nedé ziadna dalSia veza pridat, ale
dalsie body nedévajte — na plné vyrieSenie tlohy by bolo potrebné takto otestovat vsetky vyhovujice
rozmiestnenia pre k = 5. Ak je uvedeny spravny priklad rozostavenia iba pre k = 4, dajte 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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