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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tloh skolského kola kategorie C

1. Urcte véetky prirodzené cisla n, pre ktoré plati
n+ s(n) = 2019,

pricom s(n) oznacuje ciferny sucet ¢isla n. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Pokisme sa najskor vydedukovat nejaky odhad hodnoty ¢isla n, ktoré by
mohlo spliat zadant rovnicu. Na jej lavej strane mame stéet dvoch prirodzenych &isel
n a s(n), a preto obe musia byt mensie ako 2019. Presnejsie, hodnota hladaného ¢isla
n = 2019 — s(n) bude nanajvys 2018, kedze s(n) je prirodzené ¢islo. Potom vieme, ze
ciferny sucet ¢isla n < 2018 je nanajvys 1 4+ 9 + 9 + 9 = 28, a preto samotné ¢islo n
musi byt niekde medzi 2018 a 2019 — 28 = 1991.

Teraz staci vyskusat, pre ktoré z hodnot n € {2018,2017,...,1991} vyjde rovnost
n+ s(n) =2019:

n  s(n) n+s(n) n  s(n) n+sn) n  s(n) n+s(n)
2018 11 2029 2009 11 2020 1999 28 2027
2017 10 2027 2008 10 2018 1998 27 2025
2016 9 2025 2007 9 2016 1997 26 2023
2015 8 2023 2006 8 2014 1996 25 2021
2014 7 2021 2005 7 2012 1995 24 2019
2013 6 2019 2004 6 2010 1994 23 2017
2012 5 2017 2003 5 2008 1993 22 2015
2011 4 2015 2002 4 2006 1992 21 2013
2010 3 2013 2001 3 2004 1991 20 2011

2000 2 2002

Rozoberanie vsetkych 28 moZnosti od 1991 po 2018 (pripadne v inom podobnom
intervale) mozno réznymi sposobmi skratit.

Prvym je napriklad pozorovanie, ze ak zmensime ¢islo n o jednotku a neprejdeme
pritom cez desiatku, zmensi sa hodnota stétu n + s(n) o 2 (napriklad pre n = 2005 je
n+s(n) = 2012, pre n = 2004 vyjde 2010 a pod.). Preto ma skiimany sicet predpisanii
hodnotu 2019 pre nanajvys jedno n v kazdej desiatke prirodzenych cisel, ktoré sa lisia
iba na mieste jednotiek, a my ho dokonca modzeme ur¢if z hodnoty suctu pre jediné
¢islo tejto desiatky, napr. pre to, ktoré kondéi cifrou 9. Podla predchadzajuicich odhadov
tak budeme potrebovat hodnoty n + s(n) iba pre n rovné 2019, 2009 a 1999.

Pre n = 2019 dostavame n + s(n) = 2031 = 2019 + 2 - 6, a preto medzi ¢islami
od 2010 po 2019 vyhovuje iba ¢islo 2019 — 6 = 2013, ktoré je naozaj jednym z rieseni
danej ulohy (skuska vdaka vypozorovanému klesaniu sti¢tu o hodnotu 2 nie je nutna).

Pre n = 2009 dostavame n+ s(n) = 2020, ktoré je na rozdiel od 2019 parne, a tak
medzi ¢islami od 2000 po 2009 by sme riesenia hladali marne.

Napokon pre n = 1999 dostavame n+s(n) = 2027 = 2019+2-4, a preto vyhovuje
iba ¢islo 1999 — 4 = 1995, ktoré je druhym riesenim.

Iny spdsob, ako mozno eliminovat pocet rozoberanych moznosti, je uvedomit si,
ze Cislo n dava po deleni tromi rovnaky zvysSok ako jeho ciferny sucet s(n). Ak tento
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zvySok oznacime ako d, bude ¢islo n + s(n) = 2019 po deleni tromi davat zvysok d +
+ d = 2d. Ciferny sucet ¢isla 2019 je 12, preto aj ¢islo 2019 je delitelné tromi, a preto
zvySok Cisla 2d po deleni tromi je nula, a teda d = 0. Inak povedané, hladané ¢islo n
je delitelné tromi. V tomto pripade by sme potrebovali preverif iba 9 ¢isel medzi 1991
a 2018, ktoré su delitelné tromi, t.j. 9 moznosti n € {2016,2013,...,1992}.

Predchédzajtci spdsob eliminédcie moznosti (vyuzitim zvysku po deleni tromi) méo-
zeme eSte vylepSit, ak si uvedomime, Ze podobne mozno pouzit aj delitelnost deviatimi.
Plati, ze ¢islo n a jeho ciferny sucet s(n) davaju rovnaky zvysok po deleni deviatimi.
Ozna¢me tento zvySok r. Cislo 2019 dava po deleni deviatimi zvysok 3 (t.j. zvySok
po deleni ¢isla 24+ 0+ 14+ 9 = 12 po deleni deviatimi). Z rovnice 2019 = n + s(n)
potom podobne ako v predchédzajicom odseku vyplyva, ze n dava po deleni deviatimi
zvysok 6, kedze jeho dvojnasobok ma davat zvysok 3. Cisla od 1991 po 2018, ktoré
davaja zvysok 3 po deleni deviatimi, st iba tri, a to n € {2013,2004,1995}.

Odpoved. Uloha ma dve rieSenia, a to n = 2013 a n = 1995.

Iné rieSenie. Ak by hladané ¢islo n bolo nanajvys trojciferné, bol by sucet n + s(n)
nanajvys 999+ (9+9+9) < 2019. Z druhej strany ¢islo n nemdze byt pét- a viacciferné,
kedZe potom by bolo n+ s(n) > 10000. Oznac¢me cifry hladaného $tvorciferného ¢isla n
ako a, b, ¢, d, t.j. n = 1000a + 100b + 10c¢ + d, pricom a # 0. Dant rovnicu potom
mozeme upravit nasledovne:

(1000a + 1006 4 10¢ + d) + (a + b + ¢ + d) = 2019,
1001a + 1016 + 11¢ + 2d = 2019. (1)

Kedze 0 < a,b,c,d < 9, zrejme a < 2, inak by bola lava strana rovnice (1) aspon 3 003.
Kedze a # 0, rozoberieme dve moznosti pre a € {1,2}.
> a=1:
Potom 1016 + 11c + 2d = 2019 — 1001 = 1018. Pre b < 8 by bola lava strana
nanajvys 101 -8 +11-9+2-9 = 925 < 1018, preto b = 9, ¢o po dosadeni dava
1lc+2d = 1018 — 909 = 109. Dalej ak by bolo ¢ < 8, bola by Iava strana nanajvys
88 + 18 = 106 < 109, preto moze byt jedine ¢ = 9, pre ktoré dopocitame d =
= (109 — 99)/2 = 5. Pre a = 1 dostéavame jediné riesenie n = 1995.
> a=2:
Potom 1016 + 11c + 2d = 2019 — 2002 = 17. Zrejme b = 0, teda 11lc + 2d = 17
a ¢ £ 1. Kedze prava strana je neparna, musi byt aj ¢ neparne (tym sme vylaéili
¢ =0), teda ¢ = 1, pre ktoré dopocitame d = (17—11)/2 = 3. Pre a = 2 dostavame
tiez jediné riesenie n = 2013.
Odpoved. Uloha mé dve rieSenia n = 2013 a n = 1995.

Ak riesitel postupuje podla prvého riesenia a ohrani¢i mnozinu hodnét n zdola aj zhora tak, Ze ostane
len vyskusat nanajvys 30 moznosti, ale nendjde obe spravne rieSenia, dajte 4 body (po 2 bodoch za
odhad ¢&isla n zhora aj zdola). Zvy$né 2 body rozdelte po 1 bode za kazdé najdené spravne ¢islo n.

Ak riesitel postupuje podla druhého riesenia, dajte 1 bod za zostavenie rovnice 1001a + 101b +
+ 11c+ 2d = 2019 a dalsi bod, ak sa riesitel dostane ku skiimaniu a € {1,2}. Dalsie dva body dajte,
ak riesitel dalej systematicky vylucuje rozne hodnoty b, ¢, d a posledné 2 body dajte iba v pripade, Ze
ulohu spravne dokonci a najde obe ¢isla 1995 aj 2013.

Akokolvek riesitel postupuje, ak najde iba jedno z rieseni bez toho, ze by vyludil vSetky ostatné
moznosti, dajte 1 bod, a ak uhddne obe riesenia 1995 aj 2013 bez dalsej analyzy, dajte 2 body.



2. Tabulka 3 x 3 je vyplnend navzdjom roznymi prirodzenymi ¢islami tak, Ze v kaZdom
riadku aj stlpci je sucet krajnych céisel rovny ¢islu napisanému medzi nimi. Zistite, aké
najmensie ¢islo mozZe byt napisané uprostred tabulky. (Tomas Jurik)

RieSenie. Oznac¢me ¢isla v rohoch tabulky a, b, ¢, d (zlava doprava, zhora nadol).
Tymito Styrmi ¢islami st jednozna¢ne urcené vSetky ostatné cisla tabulky, pretoze
postupne mozno dopocitat ¢isla medzi nimi a nakoniec aj ¢islo a + b + ¢ + d uprostred
tabulky.

a b a a+t+b b a a-+b b
— a+c b+d = atclat+bt+et+d|b+d
c d c c+d d c c+d d

Pre hodnoty a =1, b =3, ¢ = 6 a d = 2 dostaneme tabulku réznych ¢isel

4
12
8

s ¢islom a + b+ ¢+ d = 12 uprostred.

Teraz ukazeme, ze uprostred tabulky nemoze byt mensie ¢islo ako 12. Mensie ¢islo
ako 12 sa dé ako sucet Styroch roznych prirodzenych ¢isel dostat iba dvoma sposobmi:
ako1+2+3+4alebol+4+2+3+5.

V oboch pripadoch sa medzi ¢islami vpisanymi do rohov tabulky nachadzaju ¢isla
1, 2 aj 3. Vyskusajme, ¢ ich mozeme vpisat do rohov tabulky tak, aby sme ju vedeli
celt vyplnit pozadovanym spdsobom.

Cisla 1 a 2 nesmt byt napisané v tom istom riadku ¢ stlpci, pretoze by potom medzi
nimi bolo napisané ¢islo 3 ako ich sucet, a my potrebujeme mat ¢islo 3 v niektorom
rohu tabulky. Preto musia byt ¢isla 1 a 2 v protilahlych rohoch tabulky. Pre ¢islo 3
méame uz iba dve mozné rohové policka tabulky, a nech uz ho vpiseme do ktoréhokolvek
z nich, budeme musief medzi ¢éisla 3 a 1 vpisaf ¢islo 4 a medzi ¢isla 3 a 2 ¢islo 5, teda
nebudeme moct mat v poslednom rohu ani ¢islo 4, ani ¢islo 5. Do rohov tabulky preto
nedokézeme napisat ani ¢isla 1, 2, 3, 4, ani 1, 2, 3, 5, a preto ¢islo a+ b+ c+ d uprostred
tabulky spliiajice podmienky zadania méa vzdy hodnotu aspoii 12.

Iné rieSenie. Oznacme ¢isla v rohoch tabulky rovnako ako v predoslom rieSeni a do-
plnenim ostatnych ¢isel v tabulke vidime, Ze stcet S vSetkych ¢isel v tabulke je

S=a+(a+b)+b+(a+c)+(a+b+c+d)+(b+d)+c+(c+d)+d=
=4(a+b+c+d),

¢o je ¢islo delitelné Styrmi. PresnejSie, je to Stvornasobok ¢isla napisaného uprostred
tabulky. N4ajst najmensie mozné ¢islo napisané uprostred tabulky je teda to isté ako
najst Stvrtinu najmensieho mozného suctu S vsetkych ¢isel napisanych v tabulke.
Kazdé z deviatich ¢isel v tabulke je prirodzené a napisané nanajvys raz, preto
sucet S vsetkych ¢isel v tabulke bude asponn S = 1+ 2+ --- 4+ 9 = 45, ¢o je sucet
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deviatich najmensich prirodzenych ¢isel. Uz vieme, Ze tento stucéet S musi byt delitelny
Styrmi, a preto najmensi sucet vSetkych ¢isel v tabulke musi byt asponi 48 (najmensie
¢islo delitelné $tyrmi, ktoré splita podmienku S > 45). Potom ale najmensia mozna
hodnota &sla uprostred tabulky je S/4 = 48/4 = 12.! Vyhovujtcu tabulku néjdeme
sktiSanim a moze to byt napriklad ta z prvého rieSenia.

Pozndmka. Pocet vietkych vyhovujicich tabuliek s ¢islom 12 uprostred je 8. Cislo 12
sa dé& napisat ako sucet Styroch roznych prirodzenych ¢isel iba dvoma spésobmi ako
6+3+2+1ab+4+2+1. D4 sa pritom overit, ze druhd moznost nevedie k tabulke
s roznymi ¢islami a Ze prva moznost vedie k spravnemu vyplneniu tabulky, len ked st
¢isla 1 a 2 v protilahlych rohoch. Tym padom dokaZeme spocitat pocet vyhovujucich
tabuliek takto: Pre ¢islo 1 méame Styri moznosti, kam ho umiestnit, a potom uz je poloha
¢isla 2 jednoznacne urcena. Nasledne pre ¢islo 3 mame 2 moznosti, ¢islo 6 je v poslednom
volnom rohu tabulky, a zvy$né ¢isla st samozrejme urcené tiez jednoznac¢ne. Dokopy
tak existuje 8 moznych prikladov pre tabulku s ¢islom 12 uprostred (kazdy sa pritom da
dostat z ktoréhokolvek iného postupnymi vymenami krajnych riadkov resp. stipcov).
Za Uplné rieSenie tlohy dajte 6 bodov, z toho 2 body za priklad tabulky s ¢islom 12 uprostred a 4 body
za dokaz, ze ¢islo uprostred tabulky musi byt aspon 12. Slabsie vysledky ocerite takto: 1 bod za priklad
tabulky s ¢islom 13 uprostred; za zdovodnenie, ze ¢islo uprostred musi byt aspon 10, resp. 11, dajte 2,
resp. 3 body.

Ak riesitel postupuje pri odhade &isla uprostred podla druhého rieSenia, dajte 2 body za tvrdenie,
%e stdet vietkych ¢isel v tabulke je §tvornasobkom ¢&isla uprostred. Dalsie 2 body za ukézanie, Ze stiéet
musi byt aspon 48, a teda najmensie éislo uprostred je 12 (inak mozno ziskat 4 body aj za postup
z poznamky pod éiarou).

3. Ndjdite vietky pravouhlé trojuholniky s celoc¢iselnymi diZkami strdn, ktorych krunica
vpisand md polomer 2. (Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Hladany pravouhly trojuholnik ozna¢me ABC tak, aby pravy uhol bol pri
vrchole C, dlzky jeho stran ozna¢me $tandardne ako |BC| = a, |AC| = b a |AB| = c.

B

C 2 U b—2 A
Obr. 1

! Tento odhad ¢&isla a + b + ¢ + d uprostred tabulky mo#zno ziskat aj bez tivahy o celkovom stéte:
Stcet dsmich ostatnych ¢isel, ktory je asponi 1 + 2+ ...+ 8 = 36, je rovny 3(a + b+ ¢ + d), odkial
a+b+c+d=12.



Navyse oznacme [ stred jeho vpisanej kruznice a T, U a V postupne jej body dotyku
so stranami BC, AC' a AB (obr.1).

Stvoruholnik CUIT m4 vnitorné uhly pri vrcholoch C, T aj U pravé a navyse
zo zadania vyplyva, ze |IT| = |IU| = 2, preto je to Stvorec. Z rovnosti |CT| = 2
potom mame |BT| = a — 2 a z rovnosti tsekov dotyénic z vrcholu B ku vpisanej
kruznici mame |BV| = |BT| = a — 2. Podobne ziskame rovnosti |[AV| = |[AU| = b — 2.
Velkost prepony AB tak mozeme vyjadrit jednak ako |BV|+ |AV]| = (a — 2) + (b —
—2) = a+b—4, jednak z Pytagorovej vety ako |AB| = va? + b2. Z toho dostavame
rovnicu, ktortt umocnime a postupne upravime:

AB|=a+b—4=1/a?+2, | (1)
(a+b—4)* =a® + b,
a® +b? + 2ab — 8a — 8b + 16 = a? + b,
ab—4a —4b+ 8 =0,
(a—4)(b—4) =8. (2)

Cislo 8 sa d4 rozlozit na stcin dvoch celych &isel ako

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze a = b, ¢ize a — 4 = b — 4. Potom
mame nasledujtice $tyri moznosti (hladdme ale iba kladné rieSenia, pretoze sa jedna
o dlzky stran trojuholnika):?
pa—4=8ab—4=1,odkiala=12,b=5,c=a+b—4=13;
>ba—4=4ab—4=2,odkiala=8,b=6,c=a+b—4=10;
>a—1=-1ab—4= -8, odkial a =0, b = 4, ¢o Glohe nevyhovuje;
>a—1=-2ab—4=—4, odkial a = —1, b = 0, ¢o tlohe nevyhovuje.
Nakoniec ostéva preverif, Ze vpisand kruznica oboch pravouhlych trojuholnikov
s dlzkami stran 5, 12, 13 a 6, 8, 10 m4a naozaj polomer dizky 2. Ak napiSeme jej
polomer r do obr. 1 vS8ade namiesto ¢isla 2, dostaneme rovnost ¢ = a + b — 2r, z ktorej
vyplyva vzorec r = %(a + b — ¢), podla ktorého pre obe trojice (5,12,13) a (6,8, 10)
naozaj vyjde r = 2.

Odpoved. Hladany trojuholnik m4 strany dizok 5, 12, 13 alebo 6, 8, 10.

Iné rieSenie. Pouzijeme rovnaké oznacenie stran trojuholnika ako v predoslom rieSeni,
t.j. a, b budi odvesny a ¢ prepona hladaného trojuholnika ABC' s obsahom S. Obsah
kazdého trojuholnika mozno vyjadrit vzorcom S = s-r, pri¢om s oznacuje polovicu jeho
obvodu a r polomer jeho vpisanej kruznice. Navyse obsah pravouhlého trojuholnika
mozno vyjadrif aj ako polovicu stéinu jeho odvesien. Spolu tak dostaneme rovnicu,
ktord s vyuzitim daného polomeru r = 2, pytagorejskej rovnosti ¢ = a?+4b? a nerovnosti

2 KedZe celd vpisana kruZnica lezi vnuatri pravouhlého trojuholnika ABC' a jej priemer je 4, st obe
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ab > 0 upravime na tvar (2):

G- (at+b+c)-r _ab
N 2 27
(a+b+c)-2=ab,

2c =ab—2(a+0), |2

4¢? = (ab—2(a +b))?,
4(a® + b*) = a®b® — 4ab(a + b) + 4(a® + 2ab + b?),
0 = ab(ab — 4(a + b) + 8),
0=ab—4a —4b+ 8,
8= (a—4)(b—4). (3)

A dalej postupujeme ako v prvom rieseni.

Iné rieSenie. I'ahko spoc¢itame, Ze rovnoramenny pravouhly trojuholnik s polomerom
kruznice vpisanej r = 2 ma odvesny dizky (r +7v/2)-v2 = 4+2v/2 < 7 (lebo (2v/2)? =
=8<9=(7-4)?%.

’I“\/§//

/

Obr. 2

Akykolvek pravouhly trojuholnik s » = 2 musi mat teda jednu odvesnu kratsiu
ako 7. Na druhej strane obe odvesny musia byt urcite dlhsie ako priemer kruznice
vpisanej, teda 4. Pri oznaceni ako vysSie tak pre dlzku kratsej odvesny mame dve
moznosti a = 5, a = 6, pri¢om pre kazda z nich existuje jednoznac¢ne uréend (realna)
dlzka druhej odvesny b, pre ktort vyjde r = 2. Tipneme si celo¢iselné trojuholniky
(a,b,c) € {(5,12,13),(6,8,10)} a dosadenim do vzorca r = ab/(a + b + ¢) alebo r =
= %(a + b — ¢) sa presvedéime, Ze oba spliiaji r = 2, a st teda rieSenim.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.

Ak riesitel postupuje geometrickym spdésobom opisanyn} v prvom rieSeni, dajte 1 bod za napisanie
rovnosti |CT| = |CU| = 2. Druhy bod dajte za vyjadrenie dlzok stran |BT| = |BV|=a—2 a |AU| =
= |AV| = b — 2. Treti bod za rovnost (1) a Stvrty bod za jej Gpravu na tvar (2). Zvysné 2 body
pripadajd na jej vyrieSenie (po bode za kazdé rieSenie). Absenciu skusky polomeru opisani v zavere
prvého riesenia nepenalizujte.

Ak riesitel postupuje algebraickym spdsobom opisanym v druhom rieSeni, dajte po 1 bode za
uvedenie kazdého z dvoch vzorcov pre vypocet obsahu trojuholnika a za vytvorenie rovnosti medzi
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nimi s dosadenim r = 2 dajte treti bod. Stvrty bod dajte, ak sa riesitel dostane az k rovnici (3).
Zvysné 2 body pripadaju na jej vyrieSenie podobne ako v prvom rieseni.

Ak sa riesitelovi podarilo uhddnut strany hladaného pravouhlého trojuholnika (bez zdévodnenia,
ze kratSia odvesna je kratSia ako 7 a dlhsia ako 4) a dopoditat k nim nejakym spoésobom velkost
polomeru vpisanej kruznice (napriklad zo vztahu r = %(a +b—c)), za kazdé z dvoch rieseni (6, 8, 10),
(5,12,13) dajte po 1 bode.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia sSkolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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