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Úlohy celoštátneho kola kategórie A

Prvý súťažný deň, 29. júna 2020

1. Na tabuli sú napísané dve kladné celé čísla m a n. V každom kroku jedno z dvoch
čísel na tabuli nahradíme buď ich súčtom, alebo súčinom, alebo podielom (ak je
celočíselný). V závislosti od čísel m a n určte všetky dvojice, ktoré sa môžu na
tabuli po niekoľkých krokoch objaviť.

2. Daný je trojuholník ABC. Vnútri jeho strán AB a AC sú postupne zvolené body
X a Y . Označme Z priesečník úsečiek BY a CX. Dokážte nerovnosť

[BZX] + [CZY ] > 2[XY Z],

pričom [DEF ] označuje obsah trojuholníka DEF .

3. Uvažujme sústavu rovníc

x2 − 3y + p = z,

y2 − 3z + p = x,

z2 − 3x+ p = y

s reálnym parametrom p.
a) Pre p = 4 vyriešte uvažovanú sústavu v obore reálnych čísel.
b) Dokážte, že pre p ∈ 〈1, 4) každé reálne riešenie sústavy spĺňa x = y = z.

Na riešenie úloh je 4,5 hodiny, za každú úlohu môžete získať najviac 7 bodov. Počas
súťaže nie je dovolené použiť žiadne elektronické prístroje ani žiadne písomné materiály.
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