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O priebehu 60. ro¢nika Matematickej olympiady

V skolskom roku 2010/2011 sa uskuto¢nil okrihly 60. roénik Matematickej olym-
piddy (MO), ktord je medzi predmetovymi olympiddami a ostatnymi postupovymi
stitazami na Slovensku najstarSia. Zarovenn mé najviac réznych kategdrii pokryvaji-
cich véetky roéniky od $tvrtej (od $kolského roku 2011/2012 od piatej) triedy ZS po
maturantov. Sufaz vyhlasuje Ministerstvo $kolstva, vedy vyskumu a Sportu Slovenskej
republiky (MSVVS SR) v spolupréci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov
(JSMF).

Sutaz riadi Slovenskd komisia matematickej olympiddy (SKMO). T4 v 60. roéniku
zacala pracovaf v nasledovnom zloZeni:

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda

mim. prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, podpredseda

Mgr. Milan Demko, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

Mgr. Martin Kolldr, PhD., Gymn. FMFI UK Bratislava, predseda KKMO BA

doc. RNDr. Stanislav Krajci, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE

doc. RNDr. Mdria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT

doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA

RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB

RNDr. Sonia Pavlikovd, CSc., FM TU Trencin, predsednicka KKMO TN

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

RNDr. Monika Dillingerovd, PhD., FMFI UK Bratislava

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., FCHPT STU, Bratislava

RNDr. Robert Hajduk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. RNDr. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kogice

doc. RNDr. Mdria Kmetovd, PhD., FPV UKF Nitra

RNDr. Jan Mazdk, FMFI UK Bratislava

PaedDr. Anna Pobeskovd, SSI Levice

Mgr. Martin Potoc¢ny, Trojsten, FMFI UK Bratislava

RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra

doc. RNDr. Roman Sotdk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. Tomds Luceni¢, IUVENTA Bratislava, tajomnik

V priebehu 60. ro¢nika funkciu tajomnika na IUVENTE namiesto Tomasa Ludenica
zacal vykonévat PhDr. Peter Barat. Na zaciatku 61. ro¢nika sa stal predsedom KKMO
Presov Mgr. Jan Brajercik, PhD. Funkciu prevzal po Milanovi Demkovi, ktory v SKMO
posobil uz od jej vzniku po rozdeleni Ceskoslovenska. Aj touto cestou mu chcem vyslovit
velkt vdaku za dlhé roky vynikajicej prace pre MO.

*

V samotnom priebehu a organizovani jednotlivych kol MO oproti predchadzajicemu
rokom nenastala ziadna zmena, uskutocnili sa tiez vSetky zvycajné ststredenia a me-
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dzinarodné stfaze. V tomto roku sa vSak posledny kréat konala kategéria Z4. SKMO sa
rozhodla ju od nasledujtceho ro¢nika zrusit. Hlavné dovody boli nasledovné:

e Na 8-rofné gymnazid sa uz po novom chodi len z 5. triedy ZS, takZe Ziaci
nepotrebuju vysledky zo Z4 k prijimacim sktaskam.

e Uc¢iva je po novom na prvom stupni menej, doméce kolo by sa redlne muselo davat
len z uciva prvych troch ro¢nikov, ¢o je viac-menej len pocitanie s ¢islami z oboru
do 20.

e 74 mala len doméce a $kolské kolo, takZe ziaci nepridu o ziadnu moznost sttazit
s defmi z inych $kol.

e Napriek inflacii (a teda rasticim nakladom) MSVVS SR od roku 2004 ani raz
nezvysilo rozpodet pre MO a na rok 2011 bol rozpocet dokonca o 25 % zniZeny.
Kvoli tomu bola SKMO niitend redukovat realizované aktivity.

Celostatne kolo MO (CKMO) sa konalo v diioch 27.-30.3.2011 v Drienici pri
Sabinove. O jeho bezproblémovy a velmi prijemny priebeh sa postarala krajska komisia
MO Presov na ¢ele s Mgr. Milanom Demkom, PhD., ktory tak v plnom nasadeni zavsil
svoje posobenie v SKMO bezchybnym zabezpecenim celého podujatia. Sutaz prebiehala
v hoteli Javorné. Slavnostné vyhodnotenie sa konalo v PreSove na mestskom trade,
zGCastnil sa ho a kratko u¢astnikov pozdravil aj primator Pavel Hagyari. Podakovanie
patri tiez sponzorom CK MO, najmi spolo¢nosti ALBI, ktoré pravidelne pre CK MO
poskytuje ako ceny hodnotné spolocenské hry.

Po CKMO sa uskutoc¢nilo vyberové sustredenie, na ktorom sa rozhodlo o zlozeni
druzstiev pre Medzindrodni matematicki olympiadu (IMO) a Stredoeurépsku mate-
matickt olympiddu (MEMO). Nasledované bolo pripravnym sistredenim pre obe druz-
stvé. Z pripravnych medzinarodnych akcii sa popri tradiénom ¢esko-polsko-slovenskom
stretnuti (konalo sa v Krakove v Polsku) uskutoénilo opit — uz po Siesty raz — spolo¢né
pripravné ststredenie IMO-druzstiev CR a SR. Finan¢ne ho zabezpectuje Spolo¢nost
Otakara Boriivky a odborne Ustredny vybor Matematickej olympiddy v CR. Treba
pripomentt, Ze podobnda akcia na Slovensku neprebieha, a aspoil na tomto mieste sa
chceme podakovat ¢eskym kolegom za pozvanie.

Na 52. IMO v Holandsku sme ziskali dve strieborné, tri bronzové medaily, a jedno
Cestné uznanie. Na 5. MEMO v Chorvatsku sme ziskali dve bronzové medaily a dve
Gestné uznania. Kazdej stfazi je v ro¢enke venovana osobitnd kapitola. V stvislosti
s cestami na IMO a MEMO patri nasa vdaka pracovni¢kam sekcie medzindrodnej spo-
luprace MSVVS SR, ktoré kazdy rok zabezpecuju bezproblémovy priebeh vybavenim
vSetkych cestovnych nalezitosti.

Matematicka olympidda by neexistovala bez zaujimavych a originalnych tloh. O ich
pripravu sa stard Ulohova komisia MO, ktortt mame spoloéni s Ceskou republikou.
Kazdoro¢éne sa konaju dve zasadnutia komisie, jedno v CR, jedno na Slovensku.
V 60. roéniku sa uskutoénili v decembri 2010 v Bilovci a v méji 2011 v Ziline. Ulohova
komisia mé dve sekcie: jednu pre kategérie A, B, C (sekcia ABC), druhi pre Z5, Z6, Z7,
78,79 (sekcia Z). Za Slovensko pracovali v sekcii ABC mim. prof. RNDr. Vojtech Bélint,
CSc., RNDr. Tomas Jurik, PhD.; RNDr. Jan Mazak, doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc.
a Mgr. Peter Novotny, PhD. a v sekcii Z PaedDr. Svetlana Bednafova, PhD., RNDr.
Monika Dillingerova, PhD., Mgr. Veronika Hucikova, Mgr. Miroslava Smitkova, PhD.,
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a Mgr. Erika Trojédkova. V rocenke tentoraz okrem zadani a rieSeni tiloh kategérii A,
B, C po prvykrat uvddzame aj zadania vSetkych tloh kategdrii Z4 az Z9.

Vymyslat nové tlohy do MO nie je jednoduché, lohova komisia preto uvita zaslanie
zaujimavych navrhov na tlohy aj od autorov, ktori nie su jej ¢lenmi. Névrhy je mozné
posielat napriklad na adresu skmo@skmo.sk, najlepsie aj s menom autora, s rieSenim
a s odhadom, do ktorej kategdrie sa tiloha hodi.

V decembri 2009 bola zaloZena a spustena oficidlna internetova stranka SKMO. Jej
adresa je skmo.sk a zverejliujeme na nej vsetky terminy a dokumenty tykajice sa MO
(archiv zadani a rieSeni tloh, poradia v8etkych krajskych a vyssich kol, atd.). Okrem nej
moZno na internete najst viacero stranok suvisiacich s MO. Spomenime aspoii niektoré
z nich:

skmo.sk — oficidlna stranka SKMO,

matematika.okamzite.eu — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
fpedas.uniza.sk/ novotny/MO — aktuéalne dokumenty, najmi pre kraj Zilina,
www.olympiady.sk — stranka IUVENTY,

www.imo2011.nl — stranka 52. IMO v Holandsku,

memo2011.math.hr — stranka 5. MEMO v Chorvatsku,

imo-official.org — oficidlna stranka IMO,

kms.sk — stranka KMS.

Zéver tvodu tejto rodenky by sme radi vyuzili na podakovanie vSetkym ucitelom
a nadSencom, ktori pripravuja ziakov na MO a podielaji sa na propagécii a organizacii
MO na skolach. Uznanie patri tiez pracovnikom obvodnych a krajskych komisii MO,
krajskych skolskych tradov a centier volného ¢asu, ktori zabezpecuju jednotlivé kola.
Napokon, dakujeme pracovnikom IUVENTY podielajicim sa na organizacii CK MO,
distribticii tloh, komunikacii s MSVVS SR a administrative stvisiacej s ¢erpanim
rozpoc¢tu MO.

Peter Novotny, predseda SKMO
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31.

. Martin VODICKA

. Maridn HORNAK

. Natslia KARASKOVA
. Ondrej KOVAC

. Matts STEHLIK

. Pavol GURICAN

Dévid HVIZDOS
Boris VAVRIK

. Vladimir MACKO

Michal TOTH

Matej BALOG

Soiia GALOVICOVA
Jan HOZZA

Klara FICKOVA
Viktor SZABADOS
Matej VECERIK
Marian HALCIN
Matej MOLNAR
Miroslav STANKOVIC

Viktor LUKACEK
Jakub SANTER
Tomas GONDA
Dusan KAVICKY
Léaszlé MAZIK
Michal BOCK
Michal KEKELY
Jakub KOCAK
Jakub PAVCO
Andrej KOZAK
Jakub SAFIN
Peter BARANCOK
Michal HLEDIK

Vysledky

Celostatne kolo kategdrie A

Vitazi
2 G Alejova, Kosice
3 G Parovska, Nitra
4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G sv. Cyrila a Metoda, Nitra
4 G Alejova, Kosice
4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Postova, Kosice
4 G Jura Hronca, Bratislava
2 G L. Stdra, Zvolen
3 G Jura Hronca, Bratislava
Dalsi Gispesni riesitelia
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Jura Hronca, Bratislava
3 G Postova, Kosice
4 G Grosslingova, Bratislava
4 SPMNDaG, Bratislava
4 G M. Hattalu, Trstena
3 G Jura Hronca, Bratislava
1 G Postova, Kosice

Ostatni riesSitelia

3 G sv. Moniky, Presov

4 G M. Hattalu, Trstena

2 G Grosslingova, Bratislava
2 G Jura Hronca, Bratislava
2 G J. Selyeho, Koméarno

2 G Grosslingova, Bratislava
4 G Varsavska, Zilina

4 G arm. gen. L. Svobodu, Humenné
3 G A.Vrébla, Levice

4 G Grosslingova, Bratislava
2 G P. Horova, Michalovce

4 G Grosslingové, Bratislava
2 G Jura Hronca, Bratislava
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33. Adriana BOSAKOVA 4 G Grosslingova, Bratislava 160500 12
Anna DRESSLEROVA 4 G Jura Hronca, Bratislava 610500 12
Filip HANZELY 2 G A.Pridavka, Sabinov 140700 12
Andrej VLCEK 3 G Ev. J. Tranovského, L. Mikuldas 421401 12

37. Jan KUZMIK 3 G Grosslingova, Bratislava 020700 9

38. Jan PULMANN 4 G Grosslingové, Bratislava 012400 7

39. Ursula ZAKOVSKA 3 G Grosslingova, Bratislava 000600 6

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenand v tabulke.

Pocet Spol Cislo tilohy
bodov |“PM [ 1. [ 2. [ 3 [ 4 | 5 | 6
7 bodov 39 8 5 3 19 1 3
6 bodov| 38 1 |12 ] 0 9 6 0
5 bodov | 19 6 4 3 6 0 0
4 body 12 1 5 3 3 0 0
3 body 7 0 1 4 0 2 0
2body | 22 | 1 | 4| 5| 0] 4|8
1 bod 34 3 6 6 1 7 11
0 bodov 63 9 2 15 1 19 | 17
Priemer | 3,18 [4,13]4,21(1,95(5,90|1,64|1,23

Krajské kola

Z prislugného kraja a v prislusnej kategérii A, B, C a Z9 st uvedeni vSetci, resp. aspon
prvych 10 tspesnych riesitelov.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Matej BALOG 4 Gymnazium Grosslingova
Pavol GURICAN 4 Gymnazium Jura Hronca
Mariana PHUONG 4 Gymnazium Jura Hronca
Viktor SZABADOS 4 Gymnéazium Grosslingova
Michal TOTH 3 Gymnazium Jura Hronca

6. Jan HOZZA 4 Gymnazium Jura Hronca
Matej VECERIK 4 SpMNDaG Skalicka

8. Michal HLEDIK 2 Gymnézium Jura Hronca

Andrej KOZAK 4 Gymnazium Grosslingova
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VYSLEDKY 11

Peter BARANCOK
Adriana BOSAKOVA
Boris VAVRIK

4 Gymnazium Grosslingova
4 Gymnazium Grosslingova
4 Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA B

. Askar GAFUROV

Marta KOSSACZKA

. Michal HLEDIK

Daniela PELLEROVA

. Tomas GONDA
. Michal BOCK

Jaroslav PETRUCHA

. Dusan KAVICKY
. Tatiana MATEJOVICOVA

Peter MITURA

. David LIU ZHEN NING
. Simon JURINA

Barbora KOVACOVA
Hana KRAKOVSKA

. Bui TRUC LAM
. Karolina MOJZISOVA
. Ema KRAKOVSKA

Jan ONDRAS

. Erik SZALAY
. Dominika IZDINSKA

. Ema KRAKOVSKA

Bui TRUC LAM

. Barbora LAKOTOVA

Mati§ RAKO
Lam TUAN DUNG

. Michal BELAK

. Matus MACKO
. Martin JONAS

. Dominik HOLLY

Samuel MLADY
Tomaéas VICIAN

Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Metodova

Gymnazium Jura Hronca
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA C

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
SpMNDaG Skalick

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalick4

Gymnéazium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
ZS Mudrotiova

ZS Mierové,

Gymnéazium Grosslingova

Spojend 8kola sv. Vincenta de Paul

Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka
SpMNDaG Skalick4
Gymnéazium Dunajska
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Kraj Nitra

KATEGORIA A

. Marian HORNAK
. Laszl6 MAZIK

Jakub PAVCO

. Ondrej KOVAC
. Stefan FARSANG

Katarina REMIAROVA
Matyas VARGA

. Daniela NOVAKOVA
. Daniel JINDRA

Akos SZABO
Mité SKODA

. Park CHOONG EUN
. Maté SKODA

. Laszl6 MAZIK

. Balint KISS

. Milos KUTNY

. Ladislav URGE

. Dudmila SIMKOVA
. Tudovit POPELKA
. Daniel GULIS

Adam MARKO

. Miklész VONTSZEMU
. Tamis BALOGH
. Juraj KOVAC

Daniel KUTKA

. Nikoletta GODOVA

Laszlé SZABO

3 Gymnazium Parovskd, Nitra

2 Gymnazium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnazium A. Vrabla, Levice

4 Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
4 Gymnazium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnazium Parovska, Nitra

4 Gymnazium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnazium Parovska, Nitra

3 Gymnazium Parovskd, Nitra

4 Gymnézium Zeliezovce

2 Gymnézium H. Selyeho, Komérno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnéazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnézium Zeliezovce
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno

KATEGORIA C

Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnézium J. Fandlyho, Sala
Gymnéazium P. Pazmana, Nové Zamky
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium P. Pdzmana, Nové Zamky
Gymnaézium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnézium Zeliezovce

SPS Komérno
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6

1
2
3

5

1
2

. Csongor NAGY
. Frederik MUDRAK
. Jdnos KURCZ
Zoltén LORINCZ
. Jan GAJDICA
Jakub HUCIK
Tom4s SARAT
Alexandra URBANIKOVA
. Krisztina KONCZ
Stefan STANKO

. Ondrej GLASNAK
. Tamas SZENTANDRASI
. Laszl6 SEBO
. Pavol KOPRDA
Jozef MELICHER
. Veronika SOKOVA

. Marton BARTAL

. Peter SISAN

. Janos LELKES
Tibor NAGY

. Laszlé SEBO

VYSLEDKY

KATEGORIA Z9

ZS Sokolce

Gymnézium Surany

ZS Marcelova

78 Préace, Komarno

ZS Tribeéska, Topolcany
Gymnézium Surany

ZS G. Czuczora, Nové Zamky
Gymnazium Parovska, Nitra
78 Préce, Komarno
Gymnazium A. Vrabla, Levice

Kraj Trnava

KATEGORIA A

4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
4 Gymnéazium Z. Kodélya, Galanta

2 Stkr. gymnéazium D. Streda

3 Gymnazium A. Merici, Trnava

4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
4 Gymnazium I. Kupca, Hlohovec

KATEGORIA B

Stkr. gymnazium D. Streda
Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
Gymnézium I. Madacha, Samorin
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Stkr. gymnazium D. Streda

KATEGORIA C

V kategdrii C neboli ziadni tspesni riesitelia.

. Lenka LACKOVICOVA
. Jozef BUCKO

KATEGORIA Z9

7S Bucany
7S Horné Otrokovce

13
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. Déavid BUGAR
. Agnes BUGAR

Tamés PAMMER

. Lucia KUBINCOVA

Péter MARKO
Peter SEVCIK

. Eliska ECKEROVA
. Matej KOSIARCIK

. Peter KOSEC

. Patrik SVANCARA
. Jan BUDINSKY

. Tomas FARKAS

. Rébert LEXMANN

. Filip POKRYVKA
. Jozef RAINIK

. Michal KORBELA
. Martin ZEMKO

. Adam MECIAR

. Filip AYAZI

. Soiia MICEGOVA

. Martin DZURIK

. Frantisek DRACEK
. Denis DRGA

Marek VALACH

. Nina HRONKOVICOVA

Michal MINARIK
Patrik SUKENIK
Stefan SEBEN

78 7. Kodalya, Galanta

ZS B.Bartcka, Velky Meder
Gymnézium I. Madacha, Samorin
ZS Brezova, Piestany

ZS s VJM, Horné Saliby

ZS Mojmirova, Piestany

ZS Cervenik

ZS Kopernikova, Hlohovec

Kraj Trencin

KATEGORIA A

3 Gymnézium L. Sttra, Trenéin

3 Gymnézium L. Sttra, Trenéin

3 Gymnazium Dubnica nad Vdhom

3 Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza

KATEGORIA B

Gymnéazium L. Stara, Trenéin

KATEGORIA C

Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
Gymnéazium L. Sttra, Trenéin

Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
SPS Myjava

KATEGORIA Z9

ZS Marianska, Prievidza

ZS Kubransk4, Trencin

ZS DIhé Hony, Trenéin

7S Kubranska, Tren¢in

ZS Dolna Marikova,

ZS Mladeznicka, Ptichov

ZS DIhé Hony, Trenéin

Gymnazium Partizanske

ZS Rastislavova, Prievidza

ZS J. A. Komenského, Banovce nad Bebravou
Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
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. Jakub SANTER
. Michal KEKELY
. Marian HALCIN

Andrej VLCEK

. Matej JECMEN
. Katarina LESKOVA

Andrej ZILINCIK

. Katarina DUNIKOVA

Katarina JASENCAKOVA
Barbora HALAJOVA

. Juraj DRUSKA
. Jakub BAHYL

. Zuzana HROMCOVA
. Miroslav PSOTA
. Samuel SLADEK

. Samuel SLADEK

. Filip BADAN

. Tatiana ZBONCAKOVA
. Jan CHABADA

Filip SVABIK

. Martin DECKY
. Eva BRANISOVA

Michal FAJMON
Michaela SANTROVA
Petra GAJDLANOVA
Maria VIGLASOVA

VYSLEDKY

Kraj Zilina

KATEGORIA A

4 Gymnazium M. Hattalu, Trstena
4 Gymnézium Varsavska, Zilina
4 Gymnazium M. Hattalu, Trstena

3 Ev. gymn. J. Tranovského, Lipt. Mikulas

4 Gymnézium VarSavskd, Zilina

3 Gymnazium Sucany

3 Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
4 Gymnézium Velka okruzna, Zilina
3 Gymnézium Velka okruzna, Zilina
3 Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina

KATEGORIA B

Gymnazium RuZzomberok
Gymnazium Varsavska, Zilina

KATEGORIA C

Gymnézium Velké okruzna, Zilina
Gymnéazium Hlinské, Zilina
Gymnéazium A. Bernolaka, Namestovo

KATEGORIA Z9

Gymnézium A. Bernoldka, Namestovo
Cirk. ZS S. Smélika, Tvrdosin

ZS M. R. Stefanika, Cadca

ZS A.Bernoldka, Martin

ZS Nabrezna, Kysucké Nové Mesto
Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina

ZS Mieru, Bytca

ZS Liptovsky Hradok

Gymnazium M. Hattalu, Trstend
ZS Nabrezna, Kysucké Nové Mesto
Gymnazium M. Hattalu, Trstena

15
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Kraj Banska Bystrica

. Vladimir MACKO
. Jana FODOROVA
. Alena GOLJEROVA

Juraj LEHOTSKY

. Michal ANDERLE

Imrich GULAI
Radka CHOMUTOVA

. Tamas FODOR
. Milan BAKSA

Joel DRAGOSEK
Andrej RYBAR

. Vladimir MACKO
. Jakub CIMERMAN

Kristina KOMANOVA
Jela NOCIAROVA

. Adrian KORMOS

. Matus HALAJ

. Jaroslav VALOVCAN

. Patricia BENKOVA

. Matus KULICH

. Matej SULAN

. Adriana FERENCZOVA
. Zuzana MAGYAROVA

Norbert SLIVKA

. Lubomir GOCNIK

Patrik REMENAR
Zuzana SCHWARZOVA

KATEGORIA A

2 Gymnéazium L. Stara, Zvolen

4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec

4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA B

Gymnéazium L. Sttra, Zvolen
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium A. Sladkovica, B. Bystrica
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA C

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium L. Sttra, Zvolen
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium Detva

Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium M. Rifusa, Ziar nad Hronom
Gymnazium M. Kovaca, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
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. Samuel SUCIK
. Méria KOVACOVA

Kristina OREMOVA
Lubos REPKA

. Silvia NEPSINSKA
. Brigita HOLENDOVA

Lenka KUBIKOVA
Pavol ZATKO

. Peter KUDELA

Martin SULAJ

. David HVIZDOS

Martin VODICKA

. Miroslav STANKOVIC

Matts STEHLIK

. Klara FICKOVA

. Jakub SAFIN

. Tomas BABEJ

. Ladislav HOVAN

. Kristina FAGULOVA

Jakub GEDERA

. Jakub SAFIN

Martin VODICKA

. Miroslav STANKOVIC

. Frantisek LAMI

. Lucia MAGUROVA

. Ildiké JESO

. Marek GALAJDA

. Denisa SEMANISINOVA

VYSLEDKY

KATEGORIA Z9

Stikromna ZS Celovce

ZS A.Kmeta, Zarnovica

Z8 Skolska, Hrifiova

ZS SSV, B. Bystrica

Gymnazium J. Chalupku, Brezno
ZS Frana Kréla, Zarnovica

ZS K. Raposa, Brezno

ZS P. Jilemnického, Zvolen

ZS Vajanského, Luéenec

7S SSV, B. Bystrica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4 Gymnazium Postova, Kosice

2 Gymnézium Alejova, KoSice

1 Gymnézium Postova, Kosice

4 Gymnéazium Alejova, Kosice

3 Gymnazium Postova, Kosice

2 Gymnazium P. Horova, Michalovce
4 Gymnazium Postové, Kosice

4 Gymnazium Exnérova, Kosice

3 Gymnazium Postova, Kosice

3 Gymnazium P. Horova, Michalovce

KATEGORIA B

Gymnazium P. Horova, Michalovce
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium S. Maraiho, Kosice
Gymnézium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice

17
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. Miroslav STANKOVIC
. Jan JURSA

. Katarina KRAJCIOVA
. Patrik TURZAK

. Alena BEDNARIKOVA

Peter VOOK

. Patrik BAK

Katarina KRAJCIOVA

. Martin VRABEC
. Juraj GEREG

Samuel KOCISCAK
Rébert SCHONFELD
Lenka VOJKOVSKA
Miroslav NOVAK

. Jakub KOCAK
. Viktor LUKACEK
. Filip HANZELY

Anton HOVANA

. Marcel SCHICHMAN

. Jakub DEMJAN

. Barbora KLEMBAROVA
. Samuel HAVADEJ

Michal LASAN
Miriam BASOVA
Martin BENEJ
Michal FECKO
Pavol GAJDOS
Daniel KRAFCIK

KATEGORIA C

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnézium Alejova, KosSice
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA Z9

ZS Bruselska, Kogice

78 Krosnianska, Kosice

7S Komenského, Sobrance
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnéazium M. R. Stefanika, Kogice
ZS T.J. Moussona, Michalovce

78 Polianska, Kosice

ZS Park Angelinum, Kogice

ZS Mal4 Ida

78S Krosnianska, Kosice

Kraj Presov

KATEGORIA A

4 Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
3 Gymnazium sv. Moniky, Presov

2 Gymnézium A. Pridavka, Sabinov

4 Gymnéazium T. Vansovej, Stard Luboviia

3 Gymnézium J. A. Raymana, PreSov

4 Gymnazium Snina

3 Gymnazium Poprad

4 Gymnazium J. A. Raymana, Presov

4 Gymnazium Poprad

3 Gymnazium L. Stockela, Bardejov

4 Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
4 Gymnazium J. A. Raymana, Presov

3 Gymnézium J. A. Raymana, PreSov

3 Gymnazium J. A. Raymana, Presov



10.

. Filip HANZELY
. Marian OPIELA

Simon STRUK
Tomas SLAMPIAK

. Kamila MARESOVA

. Eduard BATMENDIJN
. Jaroslav HOFIERKA
. Irena BACINSKA

Jozef LUKAC

. Peter GABOR
. Dominik GRIGLAK

. Daniel STASKO
. Henrieta KOPNICKA

Tomas KOSTIC

. Michaela BRUTENICOVA
. Michal DINDA

Dominik DROZD
Michal SISAK

. Peter JEVCAK

Zuzana KOSELOVA
Marek BIROS
Zuzana GOLECOVA

VYSLEDKY

KATEGORIA B

Gymnézium A. Pridavka, Sabinov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium T. Vansovej, Stara Luboviia
Gymnazium D. Tatarku, Poprad

KATEGORIA C

ZS sviitého Cyrila a Metoda, Stara Luboviia
Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium Lipany

Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnéazium Konstantinova, Presov
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok

KATEGORIA Z9

ZS Kiupelna, Presov

78S Francisciho, Poprad

7S Karpatska, Svidnik

ZS Pugadevova, Humenné

ZS Dr. Fischera, Kezmarok

78 Bernolakova, Vranov nad Toplou
ZS B.Krpelca, Bardejov

ZS Kudlovska, Humenné

ZS Smeralova, Presov

ZS Lubotice

78 Komenského, Stara Luboviia
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Zadania sataznych dloh
KATEGORIA Z4

Z4 -1-1

Dopliite do prazdnych policok na obr. 1 ¢isla od 1 do 7 kazdé raz tak, aby matematické
operacie boli vypo¢itané spravne. (Miroslava Smitkova)

:::2::4—5::—1:::2: :+2::—4::

Obr. 1

724 -1-2

Misko a Jarka st strodenci. Jarka ma narodeniny niekedy v januéari. O Miskovi vieme,

ze v roku 2010 bola od Jarkinych narodenin po Miskove narodeniny presne jedna sobota

trinasteho. Zistite, v ktorom mesiaci sa narodil Misko. Najdite vSetky moznosti.
(Monika Dillingerova)

Z4 -1-3
Kolko trojcifernych ¢isiel m4 prv cifru trikrat viicsiu ako druht a tretiu cifru o 4 mensiu
ako prva? Vypiste vSetky také ¢isla. (Miroslava Smitkovéd, Monika Dillingerova)
74 -1-4

Jozkovi sa podarilo rozldmat ¢okolddu na kusky ako na obr. 2.

A\
/' \
e VAR

Obr. 2
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Dala by sa tato ¢okoldda bez dalsieho lamania spravodlivo rozdelit dvom kamaratom?
Ako? Dala by sa tato ¢okolada spravodlivo rozdelit bez dalsieho ldmania trom kamara-
tom? Ako? Ak sa to da, najdite vzdy aspoi jeden sposob. (Monika Dillingerova)

Z4 -1-5

Na stol do kuchyne polozila mamicka vyliuskany hrach v miske. Danka a Janka pochitku
objavili a zacali hrasky z misky vyjedat. Dohodli sa, Ze Danka si bude z misky braf vzdy
2 gulocky hrachu. Janka si bude pravidelne brat 2, 4, 1 a 1 gulo¢ku hrachu a potom
zacne opif od zacdiatku. Najskor si vzala z misky Danka 2 hrasky, potom Janka 2, opét
Danka 2, Janka svoje 4, atd. Zrazu prisla do kuchyne ich mamicka a prekvapene zhikla:
,Ved v miske uz zostala iba polovica hrachu!“ Dievcata zacali byt zvedavé a spocitali,
Ze tam ostalo 45 gulocok hrachu. Ak sa mamicka nemylila a zvySnych 45 gulocok bola
naozaj polovica z toho, ¢o bolo v miske na zaciatku, zjedli potom dievcatd rovnako
alebo niektora zjedla viac? Kolko hraskov zjedla Danka? A kolko ich zjedla Janka?
(Monika Dillingerova)

Z4 -1-6
V nasej bytovke je 10 bytov. Niektoré maja 4, niektoré 3 a niektoré 2 oknd. Na nasej

bytovke je celkom 27 okien. Bytov s dvomi oknami je v bytovke najviac. Kolko je
ktorych bytov? (Monika Dillingerova)

Z4 -11-1

Dopliite do prazdnych poli¢ok na obr. 3 osem za sebou iducich jednocifernych ¢isel kazdé
raz tak, aby matematické operacie boli vypocitané spravne.

+4 : -1 . 12 +3 -1

Obr. 3

(Monika Dillingerova, Miroslava Smitkova)

Z4 - 11 -2

Pred skolou v Kocurkove stali bicykle a auta. Keby sa tu zastavilo este jedno auto, bolo
by ich tolko ako bicyklov. Keby sa tu zastavilo eSte 5 bicyklov, mali by rovnako vela
kolies ako autd. Kolko stélo pred skolou dut? Kolko tam stélo bicyklov?

(Monika Dillingerova)
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Z4 — 11 - 3

Janko dostal na Vianoce knihu, ktortt hned v ten deii zadal ¢itat. V posledny janudrovy
den nového roka Janko zistil, ze precital 60 stran, co je polovica knihy a povedal si, ze
ak chce knihu celt docitat do svojich narodenin, musi kazdy deni precitat 5 stran. Kedy
(presne ktory deii a mesiac) méa Janko narodeniny? (Miroslava Smitkova)

KATEGORIA Z5

Z5-1-1

Vlado méa napisané dve ¢isla, 541 a 293. Zo Siestich pouzitych cifier ma najskor vy-
skrtnat dve tak, aby stcet dvoch takto ziskanych ¢isel bol najvicsi mozny. Potom mé
z povodnych Siestich cifier vyskrtnut dve tak, aby rozdiel dvoch takto ziskanjch cisel

pripadoch vyskrtnat? (Michaela Petrova)

Z5 -1-2

V Trpaslicom kralovstve meraju vzdialenosti v rozpravkovych milach (rm), v rozpréav-
kovych siahach (rs) a v rozpravkovych laktoch (rl). Na vstupnej brane do Trpasli¢ieho
kréalovstva je nasledujica tabulka na prevody medzi ich jednotkami a naSimi:

e 1rm = 385cm,

e 1rs = 105cm,

e 1r] = 250 mm.
Kral Trpaslik I. nechal premerat vzdialenost od zdmockej bréany k rozpréavkovému
jazierku. Traja pozvani zememeraci dospeli k tymto vysledkom: prvy nameral 4rm 4rs
181l, druhy 3rm 2rs 431l a treti 6rm 1rs 1rl. Jeden z nich sa vSak pomylil. Aka
je vzdialenost v centimetroch od zdmockej brany k rozpravkovému jazierku? O kolko
centimetrov sa pomylil nepresny zememerac? (Michaela Petrova)

Z5-1-3
Styria kamarati Adam, Mojmir a dvoj¢até Peter a Pavol ziskali na hodinich matematiky

celkom 52 smajlikov, kazdy aspon 1. Pritom dvojcata dokopy maja 33, ale najaspesne;jsi
bol Mojmir. Kolko ich ziskal Adam? (Marta Volfova)

Z5-1-4

Pan Tik a pan Tak predavali budiky v predajniach ,Pred Rohom* a ,Za Rohom“. Pan
Tik tvrdil, Ze ,Pred Rohom* predali o 30 budikov viac ako ,Za Rohom*, zatial ¢o pan
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Tak tvrdil, Zze ,Pred Rohom“ predali trikrat viac budikov ako ,,Za Rohom“. Nakoniec
sa ukazalo, ze Tik aj Tak mali pravdu. Kolko budikov predali v oboch predajniach
celkom? (Libuse Hozova)

Z5-1-5

Do kruzkov na obr.4 doplite éisla 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7 tak, aby sucet ¢isel na kazdej
vyznadenej linii bol rovnaky. Ziadne ¢&islo pritom nesmie byt pouzité viackrat.

Obr. 4

(Miroslava Smitkova)

Z5-1-6

Pani Sikovna ¢akala vecer hosti. Najskor pre nich pripravila 25 chlebi¢kov. Potom
spoditala, ze by si kazdy host mohol zobrat dva, ale po troch by uz na vSetkych nevyslo.
Povedala si, Ze keby vyrobila eSte 10 chlebickov, mohol by si kazdy host vziat tri, ale
Styri nie kazdy. To sa jej zdalo stidle malo. Nakoniec prichystala dokopy 52 chlebickov.
Kazdy host by si teda mohol vziat $tyri chlebicky, ale po pét by uz na vSetkych nevyslo.
Kolko hosti pani Sikovna ¢akala? Ona sama drzi diétu a vecer nikdy neje.

(Libor Simiinek)

Z5-11-1

Miro napisal do radu vsetky nasobky ¢isla sedem pocénic 7 a konciac 70. Medzi ¢islami
nepisal ¢iarky ani medzery a ¢isla napisal od najmensieho po najvicsie. V tomto rade
¢isel potom skrtol jedenast cifier. Zistite, aké najvécSie a aké najmensie ¢islo mohol
dostat. (Michaela Petrova)

Z5 - 11 - 2

Rytier Miloslav sa chystal na turnaj do Veselina. Turnaj sa konal v stredu. KedZe cesta
z Rytierova, kde byva, do Veselina trva az dva dni, vyrazil uz v pondelok. Cesta vedie cez
dalsie dve mesté, Kostin a Zubin. Prvy dei jazdy presiel Miloslav 25 mil a prenocoval
v Zubine. Druhy den, v utorok, stastne dosiel do Veselina. Turnaj s prehladom vyhral,
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takZe ked sa vo Stvrtok vracal spiit, iSiel rychlejsie. Presiel o 6 mil viac ako v pondelok
a prenocoval v Kostine. V piatok presiel zvy$nych 11 mil a bol doma. Zistite vzdialenost
medzi Zubinom a Veselinom. (Michaela Petrova)

Z5 -1I1 -3

Spravca kupelov pan Slniecko kupil pre kipelnych hosti 58 slneénikov. Niektoré boli
Cervené a niektoré zlté. Cervené boli balené v krabiciach po deviatich kusoch. ZIté
boli balené v krabiciach po Styroch kusoch. Oba druhy slneénikov nakupoval po celych
baleniach. Kolko mohlo byt zltych slne¢nikov? (Libuse Hozova)

KATEGORIA Z6

Z6 -1-1

Ked Bernard natieral dvere garaZe, pretrel omylom aj stupnicu nastenného vonkaj-
sieho teplomera. Trubicka s ortutou vsak zostala neposkodend, a tak Bernard pévodnt
stupnicu prelepil pasikom vlastnej vyroby. Na nej starostlivo narysoval dieliky, vSetky
boli rovnako velké a oznacené ¢islami. Jeho dielik mal vSak ind velkost ako povodny
dielik, ktory predstavoval jeden stupen Celzia, a aj nulu Bernard umiestnil inde, ako
bolo 0°C. Takto zacal Bernard merat teplotu vo vlastnych jednotkach: bernardoch. Ked
by mal teplomer ukazovat teplotu 18°C, ukazoval 23 bernardov. Ked by mal ukazovat
9°C, ukazoval 8 bernardov. Ak4 je teplota v °C, ak vidi Bernard na svojom teplomere
teplotu 13 bernardov? (Libor Simiinek)

726 - 1-2

Firma vyrabajaca mikrovlnné rary predavala na trhu vzdy po kratkej prezentacii svoje
modely. Vo stvrtok predala osem rovnakych mikrovlniek. Den nato uz pontkala aj svoj
novy model a Iudia si tak mohli kipit ten isty ako vo Stvrtok alebo novy. V sobotu
cheeli vSetci zdujemcovia novy model a firma ich predala v ten deri Sest. V jednotlivych
dnoch utfzila 590 €, 720€ a 840 €, neprezradime vsak, ktord suma patri ku ktorému
driu.

e Kolko stal starsi model mikrovinky?

e Kolko novych modelov predala firma v piatok?
Pozndmka. Cena kazdej mikrovlnky bola v celjch eurach. (Libor Simiinek)

Z6 —1-3
Vojto napisal éislo 2010 stokrat bez medzier za sebou. Kolko Stvorcifernych a kolko

pétcifernych stmernych éisel bolo skrytych v tomto zépise? (Stmerné ¢islo je také ¢islo,
ktoré je rovnaké, ¢i ho éitame spredu alebo zozadu, napr. 39193.) (Libuse Hozova)
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76 —1-—-4

Stcin vekov deda Vendelina a jeho vnucat je 2010. Stcet vekov vSetkych vnacat je 12
a ziadne dve vnudatd nemaji rovnako vela rokov. Kolko vnic¢at ma dedo Vendelin?
(Libuse Hozov4)

Z6 -1-5

Na tabore sa dvaja vedici s dvoma tabornikmi a psom potrebovali dostat cez rieku
a k dispozicii mali iba jednu lodku s nosnostou 65 kg. Nastastie vSetci (okrem psa)
dokézali lodku cez rieku priviezt. Kazdy veduci vazil priblizne 60 kg, kazdy tabornik
30 kg a pes 12 kg. Ako si mali poéinat? Kolkokrat najmenej musela lodka prekonat
rieku? (Marta Volfova)

26 -1-6

Karol obstaval krabicu s obdlznikoviym dnom obrubou z kococok. Pouzil prave 22 ko-
c6¢ok s hranou 1dm, ktoré staval tesne vedla seba v jednej vrstve. Medzi obrubou
a stenami krabice nebola medzera a celd tito stavba mala obdlznikovy poédorys. Aké
rozmery mohlo mat dno krabice? (Marie Krejcéova)

Z6 - 11 -1

Pani Hundrava mala 1. jila 2010 na svojom mobile kredit 3,14 €. Z kreditu sa postupne
odpocitavaja ¢iastky za hovory a to tak, ze za kazda zacatti minitu sa od¢ita 9 centov.
Textové spravy pani Hundrava nepiSe a nevyuziva ani ziadne dalsie platené sluzby. Svoj
kredit dobija podla potreby a to vzdy sumou 8 €. Diia 31. decembra 2010 bol jej kredit
7,06 €. Kolkokrat miniméalne dobijala pani Hundravad za uvedeny polrok svoj kredit?

(Libor Simiinek)

26 — 11 -2

V obdlzniku K LMN je vzdialenost priese¢nika jeho uhloprie¢ok od priamky KL o 2cm
mensia ako jeho vzdialenost od priamky LM. Obvod obdlznika je 56 cm. Aky je obsah
obdlznika K LMN? (Libuse Hozova)

Z6 —1II - 3

V lete sa u babicky stretlo vSetkych jej Sest vnucat. O vntaéatach nam babicka prezradila,
ze
e Martinka sa niekedy musi starat o bracdeka Tomaéska, ktory je o 8 rokov mladsi,
e Vierka, ktord je o 7 rokov starsia ako Ivana, rada rozprava strasidelné pribehy,
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s Martinkou sa casto hasteri o rok mladsi Jaromir,
Tomaésko je o 11 rokov mladsi ako Katka,
Ivana Casto hneva svojho o 4 roky starsicho brata Jaromira,
e chlapci maju dokopy 13 rokov.
Kolko rokov maju jednotlivé deti? (Marta Volfova)

KATEGORIA Z7

Z7T-1-1

Stéin cifier Tubovolného viacciferného ¢isla je vzdy mensi ako toto ¢islo. Ak pocitame
stéin cifier daného ¢isla, potom stc¢in cifier tohto stcinu, potom znova siéin cifier
nového stéinu atd., nutne po nejakom pocte krokov dospejeme k jednocifernému ¢islu.
Tento pocet krokov nazyvame perzistencia ¢isla. Napr. ¢islo 723 ma perzistenciu 2, lebo
7-2-3 =42 (1. krok) a 4-2 =8 (2. krok).
e N4jdite najvii¢sie neparne ¢islo, ktoré ma navzajom rozne cifry a perzistenciu 1.
e N4jdite najvicsie parne ¢islo, ktoré ma navzajom roézne nenulové cifry a perzis-
tenciu 1.
e Najdite najmensie prirodzené ¢islo, ktoré ma perzistenciu 3.
(Svetlana Bednaiova)

727 -1-2

Ondro na vylete utratil % penazi a zo zvysku dal este % na skolu pre deti z Tibetu. Za
% nového zvysku kupil maly darcek pre mamicku. Z deravého vrecka stratil % zvySnych
penazi, a ked zo zvySnych dal polovicu malej sestricke, ostalo mu préve jedno euro.
S akou sumou isiel Ondro na vylet? (Marta Volfova)

7Z7T-1-3

Silvia prehlasila: ,Sme tri sestry, ja som najmladsia, Livia je starsia o tri roky a Edita
o osem. NaSa mamka rada pocuje, Ze vSetky (aj s fiou) mame v priemere 21 rokov.
Pritom ked som sa narodila, mala mamka uz 29.“ Pred kolkymi rokmi sa Silvia narodila?

(Marta Volfovd)

727 -1-4

Juro mal napisané stvorciferné ¢islo. Toto ¢islo zaokruhlil na desiatky, na stovky a na
tisicky a vSetky tri vysledky zapisal pod pévodné ¢islo. VSetky Styri ¢isla spravne scital
a dostal 5443. Ktoré ¢islo mal Juro napisané? (Michaela Petrova)
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7Z7 -1-5

Laco narysoval kruznicu so stredom S a body A, B, C, D, ako ukazuje obr. 5. Zistil,
7e usec¢ky SC a BD s rovnako dlhé. V akom pomere s velkosti uhlov ASC a SCD?

C

Obr. 5

(Libuse Hozova)
7Z7-1-6

N4jdite vSetky trojciferné prirodzené ¢isla, ktoré s bezo zvysku delitelné cislom 6
a v ktorych mozeme vyskrtnaf ktortkolvek cifru a vzdy dostaneme dvojciferné priro-
dzené &islo, ktoré je tiez bezo zvysku delitelné ¢islom 6. (Libor Simiinek)

Z7-11-1

Mam karticku, na ktorej je napisané stvorciferné prirodzené ¢islo. V tomto ¢isle mézeme
vyskrtnat akékolvek dve cifry a vzdy dostaneme dvojciferné prirodzené &islo, ktoré je

bezo zvysku delitelné ¢islom 5. Kolko takych $tvorcifernych prirodzenych ¢isel existuje?
(Pozor, napr. 06 nie je dvojciferné &islo!) (Libor Simtinek)

Z7 -11- 2

Karol a Vojto zistili, ze kuchynské hodiny na chalupe kazda hodinu nadbehnt o 1,5 mi-
nuty a hodiny v spalni kazda hodinu pol minity meskajia. Druhého aprila na pravé
poludnie nastavili hodiny na rovnaky a spravny ¢as. Uréte, kedy opét budu (bez dalsieho
opravovania) k uchynské hodiny ukazovat spréavny c¢as; h odiny v spéalni ukazovat
spravny ¢as; o boje hodiny ukazovat rovnaky (aj ked nie nutne spravny) ¢as. (Hodiny
v kuchyni aj v spalni maji dvandsthodinovy cifernik.) (Marta Volfova)

Z7-11-3

V trojuholniku ABC oznadime stredy stran CB a C'A pismenami K a L. Vieme, Ze
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stvoruholnik ABK L méa obvod 10 cm a trojuholnik K LC' méa obvod 6 cm. Vypocitajte
dlzku tsecky K L. (Jdn Mazak)

KATEGORIA Z8

Z8 -1-1

Martin mé na papieri napisané pétciferné &islo s piatimi réznymi ciframi a nasledujicimi
vlastnostami:
o skrtnutim druhej cifry zlava (t.j. cifry na mieste tisicok) dostane ¢islo, ktoré je
delitelné dvoma,
gkrtnutim tretej cifry zlava dostane &islo, ktoré je delitelné tromi,
Skrtnutim Stvrtej cifry zlava dostane ¢islo, ktoré je delitelné Styrmi,
gkrtnutim piatej cifry zlava dostane ¢islo, ktoré je delitelné piatimi,
ak neskrtne ziadnu cifru, mé ¢éislo delitelné Siestimi.
Ktoré najviicsie ¢islo moze mat Martin napisané na papieri? (Michaela Petrova)

Z8 - 1-2

Karol sa snazil do prazdnych poli¢ok na obr. 6 vpisat prirodzené éisla od 1 do 14 tak,
aby ziadne ¢islo nebolo pouzité viackrat a sucet vSetkych c¢isel na kazdej priamej linii
bol rovnaky. Po chvili si uvedomil, Ze to nie je mozné. Ako by ste Karolovo pozorovanie
zdovodnili vy? (Pod priamou liniou rozumieme skupinu vSetkych susediacich policok,
ktorych stredy lezia na jednej priamke.) (Svetlana Bednéiova)

Obr. 6

Z8 -1-3

Cena encyklopédie ,Hadanky, rébusy a hlavolamy“ bola zniZena o 62,5 %. Matej zistil,
Ze obe ceny (pred zniZenim aj po iom) su dvojciferné ¢éisla a daju sa vyjadrit rovnakymi
ciframi, len v roznom poradi. O kolko € bola encyklopédia zlacnend? (Marta Volfova)
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Z8 —1-4

Rozdelte kocku s hranou 8 cm na mensie zhodné kococky tak, aby sucet ich povrchov

bol pitkrat vicsi ako povrch povodnej kocky. Aky bude objem malej kococky a kolko
centimetrov bude merat jej hrana? (Marta Volfovad)

Z8 -1-5

Klara, Lenka a Matej si precviovali pisomné delenie so zvyskom. Ako delenca mal
kazdy zadané iné prirodzené ¢islo, ako delitela vsak mali vSetci rovnaké prirodzené
Lenkin. Klare vysiel vo vysledku zvysok 8, Lenke zvysok 2 a Matejovi zvysok 4. Vsetci
poditali bez chyby. Aky delitel mali Ziaci zadany? (Libor Simiinek)

Z8 -1-6

V rovnoramennom lichobezniku ABCD st uhlopriecky AC' a DB na seba kolmé,
ich dlzka je 8cm a dizka najdlhsej strany AB je tiez 8cm. Vypoditajte obsah tohto
lichobeznika. (Marie Krejcova)

Z8 - 11-1

Myslim si dvojciferné prirodzené &islo. Sucet cifier tohto ¢isla je delitelny tromi. Ked

odéitam od mysleného ¢isla ¢éislo 27, dostanem iné dvojciferné prirodzené ¢islo, zapisané

pomocou tych istych cifier, ale v opa¢nom poradi. Aké ¢isla si moézem mysliet?
(Libuse Hozov4)

Z8 — 11 -2

Martina si vymyslela postup na vyrobu ¢iselnej postupnosti. Zacala ¢islom 52. Z neho
odvodila dalsi ¢len postupnosti takto: 22 + 2 -5 = 4 4 10 = 14. Potom pokracovala
rovnakym sposobom dalej a z &isla 14 dostala 424+ 2-1 = 16 +2 = 18. Vidy teda vezme
¢islo, odtrhne z neho cifru na mieste jednotiek, tito odtrhnuti cifru umocni na druha
a k vyslednej mocnine pripocita dvojnasobok ¢isla, ktoré ostalo po odtrhnuti poslednej
cifry. Aké je 2011. ¢islo takto vytvorenej postupnosti? (Monika Dillingerov4)

Z8 - 11 -3

V kruznici k£ so stredom S a polomerom 52 mm sii dané dve na seba kolmé tetivy AB
a CD. Ich priesenik X je od stredu S vzdialeny 25 mm. Aka dlha je tetiva C'D, ak
dlzka tetivy AB je 96 mm? (Libuse Hozov4)
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KATEGORIA Z9

Z9 -1-1

Pan Vlk ¢akal na zastavke pred skolou na autobus. Z okna pocul slova ucitela: ,,Aky
povrch moze maf pravidelny stvorboky hranol, ak viete, ze dizky vSetkjch jeho hran
st v centimetroch vyjadrené celymi ¢islami a Ze jeho objem je...* Toto dolezité cislo
pan VIk nepocul, pretoZe prave preslo okolo auto. Za chvilu pocul ziaka oznamujiiceho
visledok 918cm?. Ugitel na to povedal: ,Ano, ale tiloha mé celkom Styri riesenia.
Hladajte dalej.“ Viac sa pan Vlk uz nedozvedel, lebo nasttpil do svojho autobusu.
KedZe matematika bola vzdy jeho hobby, vybral si v autobuse ceruzku a papier a po
ase uré¢il aj zvysné tri rieSenia ucitelovej tlohy. Spoéitajte ich aj vy. (Libor Simiinek)

Z9 -1-2

Na obr. 7 st bodkovanou &iarou znazornené hranice Styroch rovnako velkjch obdlzni-
kovych parciel. Sivou farbou je vyznadena zastavani plocha. T4 méa tvar obdlznika,
ktorého jedna strana tvori zaroven hranice parciel. Zapisané éisla vyjadruju obsah
nezastavanej plochy na jednotlivych parceldch, a to v m2. Vypodcitajte obsah celkovej

zastavanej plochy. (Libor Simtinek)
L 480 200
L 560
440
Obr. 7
79 -1-3

Vigkovci lisovali jablkovy must. Mali ho v dvoch rovnako objemnjch sidkoch, v oboch
takmer rovnaké mnozstvo. Keby z prvého preliali do druhého 1 liter, mali by v oboch
rovnako, ale to by ani jeden stdok nebol plny. Tak radsej preliali 9 litrov z druhého
do prvého. Potom bol prvy stidok tplne plny a must v druhom zapliial prave tretinu
objemu. Kolko litrov mustu vylisovali, aky bol objem stdkov a kolko mustu v nich bolo
povodne? (Marta Volfova)

79 -1-4

Pén Rychly a pan Tarbék v rovnakom ¢ase vystartovali na ta ist turisticki trasu,
len pan Rychly ju isiel zhora z horskej chaty a pan Tarbak naopak od autobusu dolu
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v mestecku na chatu smerom nahor. Ked bolo 10 hodin, stretli sa na trase. Pan Rychly
sa ponahlal a uz o 12:00 bol v cieli. Naopak pan Tarbédk postupoval pomaly, a tak
dorazil na chatu az o 18:00. O kolkej pani vyrazili na cestu, ak vieme, %e kazdy z nich
isiel cely ¢as svojou stalou rychlostou? (Marta Volfova)

729 -1-5

Kruznici so stredom S a polomerom 12 cm sme opisali pravidelny Sestuholnik ABCDEF
a vpisali pravidelny Sestuholnik TUV XY Z tak, aby bod T bol stredom strany BC.
Vypocitajte obsah a obvod $tvoruholnika T'CUS. (Marie Krejcova)

Z9-1-6

Peter a Pavol oberali v sade jablkd a hrusky. V pondelok zjedol Peter o 2 hrusky viac
ako Pavol a o 2 jablkd menej ako Pavol. V utorok Peter zjedol o 4 hrusky menej ako
v pondelok. Pavol zjedol v utorok o 3 hrusky viac ako Peter a o 3 jablkd menej ako
Peter. Pavol zjedol za oba dni 12 jablk a v utorok zjedol rovnaky pocet jablk ako
hrusiek. V utorok veer obaja chlapci zistili, Ze podet jablk, ktoré spolu za oba dni
zjedli, je rovnako velky ako poéet spolo¢ne zjedenych hrusiek. Kolko jablk zjedol Peter

v pondelok a kolko hrusiek zjedol Pavol v utorok? (Libuse Hozov4)
79 -1I1 -1

Kolko existuje dvojic Stvorcifernych palindrémov, ktorych rozdiel je 36747 Palindrém

je dislo, ktoré ostane rovnaké, ked ho napiSeme odzadu. (Libor Simtinek)
79 — 11 -2

Na obr. 8 st rovnostranné trojuholniky ABC, DBE, IEF a HIG. Obsahy trojuholnikov
DBE, IEF a HIG st v pomere 9 : 16 : 4. V akom pomere st

a) dlzky useciek HI a IE,

b) obsahy trojuholnikov ABC a HEC? (Karel Pazourek)
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Z9 — 11 - 3

Dané st tvorce ABCD a KLMN. Dlzky stran oboch Stvorcov st v centimetroch
vyjadrené celym ¢islom. Bod K je vnitornym bodom tsecéky AB, bod L lezi v bode B
a bod M je vntitornym bodom tsecky BC'. Obsah Sestuholnika AK NMCD je 225 cm?.
Aky moze byt obvod tohto Sestuholnika? Najdite vietky moznosti. (Libor Simtnek)

Z9 -1I1 -4

Martina si vymyslela postup na vyrobu ¢iselnej postupnosti. Zacala ¢islom 128. Z neho
odvodila dalsi ¢len postupnosti takto: 82 4+ 5 = 64 + 5 = 69. Potom pokracovala rovna-
kym sposobom a z &sla 69 dostala 9245 = 81 +5 = 86. Vidy teda z predchadzajtceho
¢lena postupnosti vezme cifru na mieste jednotiek, umocni ju na druhi a k tejto mocnine
pripocita konstantu 5.
a) Aké je 2011. ¢islo tejto postupnosti?
b) Martina opif zacala ¢islom 128, ale namiesto ¢isla 5 zvolila ako konstantu iné
prirodzené ¢islo. Tentoraz jej na 2011. mieste vyslo ¢islo 16. Akt konstantu zvolila
v tomto pripade? (Monika Dillingerova)

Z9 -1II1 -1

Usporiadatelom vystavy ,Na Mesiac a eSte dalej“ sa po prvom vystavnom dni zdalo,
Ze malo Tudi si kupilo na pamiatku letdk o rakete Apollo 11. Preto znizili jeho cenu
0 12 centov. Tym sa sice druhy deii zvysil podet kupcov letdku o 10 %, ale celkova
dennd trzba za letdky sa zniZila o 5%. Kolko centov stél letdk Apollo 11 po zlave?

(Michaela Petrova)

Z9 - 111 - 2

Lichobeznik ABCD, v ktorom strana AB je rovnobezné so stranou CD, je rozdeleny
uhloprieckami, ktoré sa pretinaji v bode M, na Styri ¢asti. Urcte jeho obsah, ked viete,
7e trojuholnik AM D mé obsah 8 cm? a trojuholnik DC'M mé obsah 4 cm?.

(Marta Volfova)

79 - 111 -3

Cyril a Mirka poéitali zo zbierky t1 istt tlohu. Zadané boli dlzky hran kvadra v mili-
metroch a tlohou bolo vypocitat jeho objem a povrch. Cyril najskor previedol zadané
dlzky na centimetre. Poéitalo sa mu tak lahsie, pretoze aj po prevode boli vietky dlzky
vyjadrené celymi ¢islami. Obom vysli spravne vysledky, Mirke v mm?® a mm?, Cyrilovi

v ecm® a cm?. Mirkin vysledok v mm3 bol o 17982 viicsi ako Cyrilov vysledok v cm?®.

kvadra. (Libor Simiinek)
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79 — 111 — 4

Na tabuli st napisané ¢isla 1, %, %, %, % a %. Na tabulu mézeme pripisat stcet alebo
sucin Tubovolnych dvoch ¢isel z tabule. Je mozné takymto pripisovanim dosiahnut, aby
sa na tabuli objavilo ¢islo

oLy 20 1,

s 07
(Veronika Bachrat4, Jén Mazék)

KATEGORIA C

cC-I-1

Lucia napisala na tabulu dve nenulové ¢isla. Potom medzi ne postupne vkladala zna-
mienka plus, minus, krat a delené a vsetky Styri priklady spravne vypocitala. Medzi
vysledkami boli iba dve rozne hodnoty. Aké dve ¢isla mohla Lucia na tabulu napisat?

(Peter Novotny)

C-1-2
Dokazte, ze vyrazy 23z + y, 19z + 3y st delitelné &islom 50 pre rovnaké dvojice
prirodzenych éisel z, y. (Jaroslav Zhouf)
C-1-3

Mame $tvorec ABCD so stranou dlzky 1cm. Body K a L st stredy stran DA a DC.
Bod P lezi na strane AB tak, ze | BP| = 2|AP|. Bod @ lezi na strane BC tak, ze |CQ| =
= 2|BQ)|. Usetky KQ a PL sa pretinajti v bode X. Obsahy $tvoruholnikov APXK,
BQXP, QCLX a LDKX ozna¢ime postupne S4, Sg, Sc, Sp (obr.9).

a) Dokazte, ze Sp = Sp.

b) Vypocitajte rozdiel S¢ — S4.

c¢) Vysvetlite, preco neplati S4 + Sc = Sg + Sp. (Peter Novotny)
D L C
Sp Se
K
X Q
SA SB
A P B

Obr. 9
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C-1-4
V skupine n ziakov sa spolu niektori kamaratia. Vieme, ze kazdy ma medzi ostatnymi
aspon Styroch kamardtov. U¢itelka chce ziakov rozdelif na dve nanajvys Stvorclenné
skupiny tak, Ze kazdy bude mat vo svojej skupine aspon jedného kamaréta.

a) Ukéazte, ze v pripade n = 7 sa daju ziaci pozadovanym sposobom vzdy rozdelit.
b) Zistite, ¢i mozno ziakov takto vzdy rozdelif aj v pripade n =8.  (Tomds Jurik)

C-I-5

Dokézte, ze najmensi spoloény nasobok [a,b] a najvicsi spolo¢ny delitel (a, b) Tubovol-
nych dvoch kladngch celych é&isel a, b spliiaji nerovnost

a-(a,b)+b-[a,b] = 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-1-6

Je dany lichobeznik ABCD. Stred zékladne AB ozna¢me P. UvaZzujme rovnobezku
so zakladiiou AB, ktora pretina tsecky AD, PD, PC, BC postupne v bodoch K, L,
M, N.

a) Dokazte, ze |KL| = |[MN]|.

b) Uréte polohu priamky KL tak, aby platilo aj |KL| = [LM|.  (Jaroslav Zhouf)

CcC-S-1
Po okruhu behaju dvaja atléti, kazdy inou konstantnou rjchlostou. Ked bezia opacnymi

smermi, stretdvaja sa kazdych 10 minat, ked bezia rovnakym smerom, stretdvaja sa
kazdych 40 minat. Za aky ¢as zabehne okruh rychlejsi atlét? (Vojtech Bélint)

C-S-2
Dany je Stvorec so stranou dlzky 6cm. Najdite mnozinu stredov vietkych priecok

Stvorca, ktoré ho delia na dva stvoruholniky, z ktorjch jeden méa obsah 12 cm?. (Priecka
Stvorca je tsecka, ktorej krajné body lezia na stranach Stvorca.) (Pavel Leischner)

C-S-3

Nech z, y st také kladné celé ¢isla, ze obe &isla 3z + 5y a 5z + 2y st delitelné ¢islom 60.
Zdovodnite, preco cislo 60 deli aj sucet 2z 4 3y. (Jaromir Simsa)
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C-I1I1-1

Na tabuli s napisané prave tri (nie nutne rozne) redlne ¢isla. Vieme, Ze stcet Tubovol-
nych dvoch z nich je tam napisany tiez. Uréte vSetky trojice takych éisel. (Jdn Mazdk)

C-1II-2
Najdite vsetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo n? + 6n druhou mocninou celého
cisla. (Vojtech Balint)
C-1I-3

V lichobezniku ABCD mé zékladiia AB dlzku 18 cm a zédkladiia C'D dlzku 6 cm. Pre
bod E strany AB plati 2|AF| = |EB|. Body K, L, M, ktoré s postupne taziskami
trojuholnikov ADE, CDE, BCE, tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika.

a) Dokéazte, ze priamky KM a C'M zvieraji pravy uhol.

b) Vypodcitajte dlzky ramien lichobeznika ABCD. (Pavel Caldbek)

C-I1I1-4

Nech z, y, z st kladné realne cisla. Ukazte, ze aspon jedno z Cisel v +y + 2z — zyz
a zy + yz + zx — 3 je nezdporné. (Stanislava Sojdkova)

KATEGORIA B

B-I-1
V obore realnych cisel vyrieste ststavu

VaZ+y? =241,
Viyi+22=z+1,
VZ24+z2=y+1.

(Tomés Jurik)
B-1I-2

Uvazujme vnatorny bod P daného obdlznika ABCD a oznaéme postupne Q, R obrazy
bodu P v stimernostiach podla stredov A, C. Predpokladajme, Ze priamka QR pretne
strany AB a BC' vo vnatornych bodoch M a N. Zostrojte mnozinu vSetkych bodov P,
pre ktoré plati [MN| = |AB|. (Jaroslav Svréek)



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 37
B-1I-3
Nech a, b, c st realne ¢isla, ktorych sucet je 6. Dokazte, ze aspon jedno z ¢isel

ab+bc, be+ca, ca+ab

nie je vicsie ako 8. (Jdn Mazdk)
B-1-4

Najdite vsetky celé ¢isla n, pre ktoré je zlomok
n® +2010
n?+ 2010

rovny celému dislu. (Pavel Novotny )
B-I-5

Zaoberajme sa otazkou, ktoré trojuholniky ABC s ostrymi uhlami pri vrcholoch A
a B maju nasledujicu vlastnost: Ak vedieme stredom vysky z vrcholu C' tri priamky
rovnobezné so stranami trojuholnika ABC', pretnu ich tieto priamky v Siestich bodoch
leziacich na jednej kruznici.

a) Ukéazte, Ze vyhovuje kazdy trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C.

b) Vysvetlite, preco ziadny iny trojuholnik ABC nevyhovuje. (Jaromir Simsa)
B-1I-6

Uréte pocet desatcifernych éisel, v ktorych mozno skrtnif dve susedné cifry a dostat

tak ¢islo 99-krat mensie. (Jan Mazdk)
B-S-1

V obore redlnych ¢isel vyrieste rovnicu
Ve+3+vVz=p

s neznamou z a redlnym parametrom p. (Vojtech Bélint)

B-S-2

Pozdlz kruznice je rozmiestnenych 16 realnych &isel so stétom 7.
a) Dokazte, Ze existuje tisek piatich susednych éisel so stctom aspori 2.
b) Uréte najmensie k také, ze v opisanej situdcii mozno vzdy najst tsek k susednych
¢isel so sti¢tom aspoii 3. (Jan Mazdk)
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B-S-3
Zvonka daného trojuholnika ABC s zostrojené stvorce ACDE, BCGF. Dokazte, Ze

|AG| = |BD|. Dalej ukaite, Ze stredy oboch $tvorcov spolu so stredmi tisediek AB a DG
st vrcholmi Stvorca. (Pavel Leischner)

B-II-1

Stéin kladnych redlnych éisel a, b, ¢ je 60 a ich stucet je 15. Dokazte nerovnost

(a+Db)(a+c) 260

a zistite, pre ktoré také ¢isla a, b, ¢ nastane rovnost. (Jaromir Simsa)
B-1II-2

Najdite vSetky dvojice kladnych celych ¢isel a, b, pre ktoré &islo b je delitelné éislom a

a stcasne ¢islo 3a + 4 je delitelné ¢islom b+ 1. (Pavel Novotny)
B-1II-3

Nech M, N su postupne vnatorné body stran AB, BC' rovnostranného trojuholnika
ABC, pre ktoré plati |[AM| : |[MB| = |BN| : [NC| = 2 : 1. Ozna¢me P priese¢nik
priamok AN a C'M. Dokézte, ze priamky BP a AN st navzajom kolmé.

(Jaroslav Svréek)

B-1I-4

Zapiseme vSetky pétciferné éisla, v ktorych sa kazda z cifier 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje prave
raz. Potom jedno (lubovolné z nich) skrtneme a vSetky zvy$né s¢itame. Aké st mozné
hodnoty ciferného siuctu takého vysledku? (Sdrka Gergelitsova)

KATEGORIA A

A-1-1
Korene rovnice
az + bzt +a=1

v obore redlnych ¢isel su Styri po sebe idice c¢leny rasticej aritmetickej postupnosti.
Pritom jeden z tychto ¢lenov je zaroven riesenim rovnice

bz’ +axr+a=1.

Urcte vsetky mozné hodnoty redlnych parametrov a, b. (Peter Novotny)
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A-1-2

Nech k, n st prirodzené éisla. Z platnosti tvrdenia ,¢islo (n — 1)(n + 1) je delitelné
dislom k“ Adam usudil, ze bud &slo n — 1, alebo ¢islo n + 1 je delitelné k. Uréte vsetky
prirodzené Cisla k, pre ktoré je Adamova tivaha spravna pre kazdé prirodzené n.

(Jdn Mazdk)

A-1-3

Dané su kruznice k, [, ktoré sa pretinaji v bodoch A, B. Ozna¢me K, L postupne
dotykové body ich spoloc¢nej dotycnice zvolené tak, ze bod B je vnutornym bodom
trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a [ zvolme postupne body N a M tak, aby bod A
bol vntutornym bodom tsecky M N. Dokézte, ze Stvoruholnik K LM N je tetivovy préave
vtedy, ked priamka M N je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AK L.

(Jaroslav Svréek)

A-1-4

Majme 6n zeténov az na farbu zhodnych, po troch z kazdej z 2n farieb. Pre kazdé
prirodzené ¢islo n > 1 urcte pocet p, vsetkych takych rozdeleni 6n zeténov na dve
kopky po 3n zZeténoch, ze ziadne tri zetény rovnakej farby nie si v rovnakej kopke.
Dokéite, 7e p, je neparne &slo prave vtedy, ked n = 2% pre vhodné prirodzené k.
(Jaromir Simsa)

A-1I-5

Na kazdej stene kocky je napisané prave jedno celé ¢islo. V jednom kroku zvolime

a postacujucu podmienku pre ocislovanie stien kocky na zaciatku, aby po kone¢nom
pocte vhodnych krokov mohli byt na vsetkych stenach kocky rovnaké éisla.
(Peter Novotny)

A-1-6

Dokézte, ze v kazdom trojuholniku ABC's ostrym uhlom pri vrchole C' (pri zvy¢ajnom
oznageni dlzok stran a velkosti vnitornych uhlov) plati nerovnost

(a2 + b?) cos(a — B) < 2ab.

Zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)
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A-S-1

Urcte vsetky reélne ¢isla ¢, ktoré mozno s oboma korenmi kvadratickej rovnice
5
>+ x+e=0
2
usporiadat do trojélennej aritmetickej postupnosti. (Pavel Caldbek, Jaroslav Svréek)

A-S-2
Nech P, @, R st body prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, pre ktoré plati
|AP| = |PQ| = |QR| = |RB| = 1|AB|. Dokéite, ze prieseénik M kruznic opisanych
trojuholnikom APC a BRC, ktory je rozny od bodu C, je totozny so stredom S
usecky CQ. (Peter Novotny)
A-S-3

4
‘2 z‘>7

a pl” VPa

(Jaromir Simsa)

A-II-1

Rozhodnite, ¢i medzi vsetkymi osemcifernymi nasobkami ¢isla 4 je viac tych, ktoré vo
svojom dekadickom zapise obsahuju cifru 1, alebo tych, ktoré cifru 1 neobsahuju.
(Jan Mazak)

A-II-2

Dany je trojuholnik ABC' s obsahom S. Vnutri trojuholnika, ktorého vrcholmi su stredy
stran trojuholnika ABC, je Iubovolne zvoleny bod O. Ozna¢me A’, B’, C’ postupne
obrazy bodov A, B, C' v stredovej stimernosti podla bodu O. Dokézte, Ze Sestuholnik
AC'BA’'CB’ mé obsah 2S. (Pavel Leischner)

A-II-3

Uréte vSetky dvojice (m,n) kladnych celych éisel, pre ktoré je ¢islo 4(mn + 1) delitelné
¢islom (m + n)2. (Tomés Jurik)
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A-1II-4

Nech M je mnozina Siestich navzajom réznych kladnjch celych cisel, ktorych stucet
je 60. Vsetky ich napiSeme na steny kocky, na kazda prave jedno z nich. V jednom
kroku zvolime Tubovolné tri steny kocky, ktoré maja spolo¢ny vrchol, a kazdé z ¢isel
¢isla mozno napisat na steny kocky uvedenym spdsobom tak, Ze po koneénom podte
vhodnych krokov budi na vsetkych stenach rovnaké ¢isla. (Peter Novotny)

A-1IIT-1
Urcte velkosti vnatornych uhlov vSetkych trojuholnikov ABC' s vlastnostou: Vnitri
stran AB, AC existuja postupne body K, M, ktoré s prieseénikom L priamok M B a KC

tvoria tetivové stvoruholniky AKLM a KBCM so zhodnymi opisanymi kruznicami.
(Jaroslav Svréek)

A-TII-2
Uréte vSetky trojice prvocisel (p, ¢,r), pre ktoré plati
(p+1)(g+2)(r+3) = 4pgr.

(Jaromir Simsa)

A-T1IT-3
Predpokladajme, ze redlne ¢isla z, y, z vyhovuju ststave rovnic
r+y+z=12, 22 4+ 2 + 2% =54,

Dokazte, ze potom plati nasledujice tvrdenie:
a) Kazdé z ¢isel zy, yz, zz je aspon 9, avSak nanajvys 25.
b) Niektoré z ¢isel z, y, z je nanajvy$ 3 a iné z nich je aspoil 5. (Jaromir Simsa)

A-III-4

Uvazujme kvadraticky trojélen az? 4 bx + ¢ s redlnymi koeficientmi a > 2, b > 2, ¢ > 2.
Adam a Boris hraji nasledujticu hru: Ak je na fahu Adam, vyberie jeden z koeficientov
troj¢lena a nahradi ho sictom zvysnych dvoch. Ak je na fahu Boris, vyberie jeden
z koeficientov a nahradi ho sdc¢inom zvy$nych dvoch. Adam zacéina a hraci sa pravidelne
striedaji. Hru vyhréva ten, po ktorého fahu mé vzniknuty trojélen dva rozne redlne
korene. V zavislosti od koeficientov a, b, ¢ po¢iatoéného troj¢lena urcte, ktory z hracov
mé vitazni stratégiu. (Michal Rolinek)
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A-TIIT -5

V ostrouhlom trojuholniku ABC, ktory nie je rovnostranny, ozna¢me P pétu vysky
z vrcholu C na stranu AB, V priese¢nik vysok, O stred kruznice opisanej, D priesec¢nik
polpriamky CO so stranou AB a E stred tsecky C'D. Dokazte, ze priamka E P precha-
dza stredom tsecky OV'. (Karel Horék)

A-1III-6
Nech R* je mnoZina vSetkych kladnjch redlnych ¢isel. Uréte vietky funkcie f: RT™ — R¥
také, Ze pre lubovolné z,y € R plati

£0) 0 = 1) £ F0) + -

(Pavel Caldbek)



RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-I-1

Ozna¢me hladané ¢isla a, b. Kedze b # 0, nutne a + b # a — b. Kazdé z ¢isel a - b, a : b
je rovné bud a + b, alebo a — b. Stadi teda rozobrat $tyri pripady a v kazdom z nich
vyriesit ststavu rovnic. Ukazeme si viak rychlejsi postup.

Ak by platilo

a+b=a-b a a—b=a:b alebo a+b=a:b a a—b=a-b,
vynasobenim rovnosti by sme v oboch pripadoch dostali a? — b = a2, o je v spore
s b # 0. Preto st ¢isla a- b a a : b bud obe rovné a + b alebo obe rovné a — b. Tak &i tak
musi platit a-b = a : b, odkial po tprave a(b? — 1) = 0. Kedze a # 0, nutne b € {1, —1}.
Ale ak b = 1, tak styri vysledky st postupne a + 1, a — 1, a, a, ¢o st pre kazdé a az tri

rozne hodnoty. Pre b = —1 mame vysledky a — 1, a + 1, —a, —a. Dva rozne vysledky
to budu prave vtedy, ked a — 1 = —a alebo a + 1 = —a. V prvom pripade dostdvame
a= %, v druhom a = —%,

Lucia mohla na zadiatku na tabulu napisat bud ¢sla 2 a —1, alebo &sla —% a —1.
C-1-2

Predpokladajme, Ze pre dvojicu prirodzenych ¢isel z, y plati 50 | 23z + y. Potom pre
nejaké prirodzené ¢islo k plati 23z +y = 50k. Z tejto rovnosti dostaneme y = 50k — 23z,
¢ize 192 + 3y = 192 + 3(50k — 232) = 150k — 502 = 50(3k — ), takze ¢islo 19z + 3y je
nasobkom ¢isla 50.

Podobne to funguje aj z druhej strany. Ak pre nejakt dvojicu prirodzenych ¢isel z,
y plati 50 | 192 + 3y, tak 19z + 3y = 50! pre nejaké prirodzené ¢islo I. Z tejto rovnosti
vyjadrime éislo y; dostaneme y = (50 — 19z)/3 (dalsi postup by bol podobny, aj keby
sme vyjadrili z miesto y). Po dosadeni dostaneme

500 — 192 69z 4500 — 192 50 - (z + 1)
3 3 R

23z +y =23z +

O vyslednom zlomku vieme, Ze je to prirodzené &islo. Citatel tohto zlomku je delitelny
¢islom 50. V menovateli je len ¢islo 3, ktoré je nestdelitelné s 50, preto sa ¢islo 50 nemé
s ¢im z menovatela vykratit a teda ¢islo 23z + y je delitelné 50.

Iné rieSenie. Zrejme 3 - (23z + y) — (192 + 3y) = 50z, ¢ize ak 50 deli jedno z Cisel
23z +y a 19z + 3y, tak deli aj druhé z nich.
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C-1-3

a) Stvoruholniky ABQK a DAPL st zhodné (jeden z nich je obrazom druhého v otoceni
0 90° so stredom v strede Stvorca ABCD). Preto maju aj rovnaky obsah, ¢ize Sy +
+ S =S4 + Sp. Z toho hned dostaneme Sp = Sp.

b) Lahko sa ndm podari vypocitat obsah pravouhlého lichobeznika ABQK, lebo
pozname dlzky zakladni aj vysku. Dostaneme

1 1 1 5
SA+SB:<§+§)§:ECH12

Podobne vypoc¢tom obsahu lichobeznika PBC'L dostaneme

1 2 1 7 Y
Sc-f—SBf(E-‘rg)-i—ﬁcm.

Odcitanim prvej ziskanej rovnosti od druhej dostavame S¢ — Sy = % - % = éch.

¢) Nerovnost medzi obsahmi Sy + Sc a Sg + Sp (ktorych priame vypocty nie st
v sildch ziakov 1. ro¢nika) mozeme zdovodnif nasledovnym sposobom: Sacet tychto
dvoch obsahov je 1cm?2, takZe sa nerovnaji prave vtedy, ked je jeden z nich mensi ako
% cm?. Bude to obsah Sg+Sp (rovny 2Sg, ako uz vieme), ked ukazeme, Ze obsah Sp je
mensi ako i cm?. Urobime to tak, Ze do celého §tvorca ABC D umiestnime bez prekrytia
Styri képie Stvoruholnika PBQX. Ako ich umiestnime, vidime na obr. 10, pricom M,
N su stredy stran BC, AB a R, S body, ktoré delia strany CD, DA v pomere 1 : 2.

D L R C D L C
SB SA
S Sp S Y[y Sc
K M K o M
Sp X Q ¢ T Q
Sp 4
A P N B A P N B
Obr. 10 Obr. 11

Iné rieSenie casti c). Tentoraz namiesto nerovnosti Sg + Sp < %cm2 dokazeme

ekvivalentnti nerovnost Sa+Sc > % cm?. Preto sa pokisime ,premiestnit“ Stvoruholnik
APXK tak, aby lezal pri stvoruholniku XQCL a aby sa ich obsahy dali geometricky
s¢itat. Uhly AKQ a DLP sa zhodné a |AK| = |DL|, preto modzeme Stvoruholnik
APX K premiestnit vo $tvorci ABC'D do jeho ,rohu® D tak, ze k Stvoruholniku XQCL
prilahne pozdlz strany LX svojou stranou LY, pri¢om Y je prieseénik tsecick SM



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA C 45

a PL z povodného rieSenia (obr.11). Obsah S4 + S¢ je potom obsahom Sestuholnika

Usecka spajajica bod L so stredom U tsecky KQ pretne tsecku SM v jej strede V.
Stvoruholnik UQMYV mé obsah rovny polovici obsahu rovnobeznika KQMS, teda
rovny obsahu trojuholnika K M S. Preto m4 Sestuholnik DSV UQC obsah rovny obsahu

a to o obsah Stvoruholnika XUVY. Teda naozaj Sg + Sc > % cm?.
C-1-4

a) Jediny sposob, ako rozdelit 7 Ziakov na dve nanajvys Stvorclenné skupiny, je mat
jednu trojclennt a jednu stvorclenni skupinu. Kazdy ziak zo stvorclennej skupiny
pritom bude mat vo svojej skupine kamarata pri hocijakom rozdeleni, pretoZe sa nemoze
staf, Ze by vSetci jeho kamaréti boli v troj¢lennej skupine (st aspoin Styria).

Takze staci rozdelit ziakov tak, Ze kazdy v trojélennej skupine ma v nej kamarata.
Preto do nej ddme hociktorého zo ziakov a k nemu niektorych jeho dvoch kamaratov.

b) Vezmime hocijaké rozdelenie 8 ziakov na dve Stvorélenné skupiny. Ak toto rozde-
lenie nevyhovuje uéitelkinmu zdmeru, mame nejakého Ziaka X, ktory je zle zaradeny
— ma vSetkych svojich Styroch kamaratov A, B, C, D v druhej skupine. UkdZeme, Ze
vieme vymenit X a niektorého zo ziakov A, B, C, D tak, Ze pocet zle zaradenych ziakov
sa zmensi.

Po kazdej zo Styroch vymen prichddzajucich do ivahy X prestane byt zle zaradeny
a vSetci traja ziaci, ktori budt s X v skupine, budu dobre zaradeni, lebo st to kamarati
7iaka X. Ziaci K, L, M, ktori boli pred viymenou v skupine s X, mozu byt po vymene
zle zaradeni len vtedy, ak boli zle zaradeni aj predtym (lebo X nemal ani jedného
z nich za kamarata). Kedze ziak K ma Styroch kamardtov a nekamaréti sa s X, musi
mat aspon jedného kamardta Y aj v skupine obsahujtcej ziakov A, B, C, D, a ked
Ziaka Y vymenime s X, bude mat vo svojej novej skupine za kamarata K.

Ukazali sme teda, Ze vymenou ziakov X a Y pocet zle zaradenych ziakov klesol.
Dostali sme nejaké nové rozdelenie; ak v nom je aspon jeden ziak zle zaradeny, mézeme
zopakovat predosly postup a opét znizit pocet zle zaradenych Ziakov. Po nanajvys
osmich krokoch dostaneme rozdelenie, v ktorom uz nie st ziadni zle zaradeni Ziaci.

Iné rieSenie casti b). Uvazujme vSetky mozné rozdelenia Ziakov na dve Stvorélenné
skupiny. Rozdelenia, kde niekto nemé vo svojej skupine ziadneho kamarata, budeme
nazyvat zl€, ostatné budu dobré.

Kolko je zlych rozdeleni? Ak méa Ziak X aspon pif kamaratov, aspon jeden z nich
musi byt v jeho skupine. Ak mé ziak X iba Styroch kamaratov, a vSetci si v druhej
skupine, mame len jedno jediné rozdelenie s touto vlastnostou. Celkovo teda k danému
ziakovi X existuje nanajvys jedno rozdelenie, ktoré je zlé. Za X mozeme zobrat jedného
z 8 roznych Ziakov, preto zlych rozdeleni je nanajvys 8 (niektoré sme mozno zaratali
viackrét). Pritom vSetkych rozdeleni je (;) = 35, Cize aspon 27 z nich je dobrych.
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C-1-5

Nerovnost by bolo lahké dokazat, ak by niektory z dvoch séitancov na lavej strane bol
sém osebe aspoii taky, ako prava strana. Cislo [a,b] je zjavne nasobkom ¢isla a. Ak
[a,b] = 2a, tak bla,b] = 2ab a v zadanej nerovnosti plati dokonca ostra nerovnost, lebo
¢islo a(a,b) je kladné. Ak [a,b] < 2a, tak neostava ind moznost, ako [a,b] = a. To v8ak
nastane iba v pripade, ked b | a. V tomto pripade (a,b) = b a v zadanej nerovnosti
nastane rovnost.

Iné rieSenie. Ozna¢me d = (a,b), takZze a = ud a b = vd pre nestdelitelné prirodzené
Cisla u, v. Z toho hned vieme, Ze [a,b] = uvd. KedZe

a-(a,b) +b-[a,b] = ud?® +uwd® = u(l +v?)d?,
2ab = 2uvd?,

je vzhladom na ud? > 0 nerovnost zo zadania ekvivalentna s nerovnostou 1+ v2 > 2uv,
¢ize (v — 1)% = 0, ¢o plati pre kazdé v. Rovnost nastane prave vtedy, ked v = 1, &ize
b|a.

Iné rieSenie. Oznat¢me d = (a,b). Je zname, ze [a,b] - (a,b) = ab. Po vyjadreni
[a, b] z tohto vztahu, dosadeni do zadanej nerovnosti a ekvivalentnej Giprave dostaneme
ekvivalentn nerovnost d? + b? > 2bd, ktora plati, lebo (d — b)?> = 0. Rovnost nastéva
pre d = b, ¢ize v pripade b | a.

C-1-6

a) Priamky AB, CD a KL st rovnobezné, preto v nasej situdcii vieme najst viacero
dvojic podobnych trojuholnikov (st podobné podla vety uu). Tieto podobnosti vieme
vyhodne zapisat pomocou pomerov vzdialenosti, ¢o vyuzijeme v dokaze toho, Ze tisecky
KL a MN majt rovnaka dizku.

Ozna¢me x vzdialenost priamok AB a KL a y vzdialenost priamok KL a CD.
Tieto vzdialenosti ndm umoZnia vyjadrit koeficient podobnosti trojuholnikov — tento
koeficient je rovny nielen pomeru zodpovedajucich si stran, ale aj zodpovedajuicich si
vysok.

Trojuholniky APD a K LD st podobné, preto

KLl y
|AP| x4y

Aj trojuholniky BPC a NMC st podobné, preto

IMN| _ y
|PB|  z+y

Celkovo dostavame
|IKL| _ 'y _ |MN]

|AP| x4y  |PB|’
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a kedze |AP| = |PB|, mame |[KL| = |[MN]|.

b) Chceme zostrojit bod L taky, ze |KL| = |LM]|. Rozoberieme dva pripady podla
toho, ¢i je priamka PC rovnobezné s priamkou AD, alebo nie.

Ak je priamka PC rovnobezné s AD, tak Stvoruholnik APC'D je rovnobeZnik a jediny
vyhovujici bod L je stred tsecky PD, ¢ize priesecnik uhlopriecok rovnobeznika APCD
(podmienka |K'L| = |LM]| tu vyjadruje zhodnost trojuholnikov KLD a MLP, ktora
nastane prave vtedy, ked |[LD| = |LP)|, obr. 12).

R
D C D c
7
//\ x/\/ D\N
K M N
7
A P B A P B
Obr. 12 Obr. 13

Ak sa priamky PC a AD pretinaji v nejakom bode R (obr.13), tak bod L bude
priese¢nikom tisecky DP s priamkou, na ktorej lezi taznica trojuholnika APR. PoZa-
dovand vlastnost |KL| = |LM]| vyplyva z toho, ze rovnolahlost so stredom v bode R
zobrazujuca tse¢ku AP na usecku KM zobrazi stred tsecky AP na stred tsecky K M.

7 uvedenych konstrukcii vyplyva, ze vyhovujici bod L je vzdy jediny, Cize vieme
skonstruovat prave jednu rovnobezku s priamkou AB s vyhovujicimi vlastnostami.

Pozndmka. Ako sme uviedli, v pripade, ze priamky PC a AD st rovnobezné, bude vyho-
vujicim bodom L priese¢nik uhlopriec¢ok rovnobeznika APCD. Ak priamky PC a AD
rovnobezné nie st, Stvoruholnik APCD uz nebude rovnobeznik, ale jeho priesec¢nik
uhlopriecok je vybornym kandidatom na bod L. Vypoctom s vyuzitim podobnosti sa
da ukézat, Ze je to naozaj tak a jedingym vyhovujicim bodom L je priese¢nik uhloprie¢ok
lichobeznika APCD.

C-S-1

Oznac¢me rychlosti bezcov vy a vg tak, ze v1 > vg (rychlosti uddvame v okruhoch za
minatu). Predstavme si, Ze atléti vyStartuju z rovnakého miesta, ale opacnym smerom.
V okamihu ich dalsieho stretnutia po 10 mintitach bude stéet dlzok oboch prebehnutych
tsekov zodpovedat presne dizke jedného okruhu, teda 10v; + 10wy = 1.

Ak bezia atléti z rovnakého miesta rovnakym smerom, dojde k dalsiemu stretnutiu,
akonahle rychlejsi atlét zabehne o jeden okruh viac ako pomalsi. Preto 40v; —40vy = 1.



48 60. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Dostali sme stistavu dvoch linedrnych rovnic s nezndmymi vy, va:

10v; + 10v9 =1,
40v; — 40vy = 1,

ktorti vyriesime napriklad tak, ze k Stvornasobku prvej rovnice pripoc¢itame druhu,
¢im dostaneme 80v; = 5, Cize v; = %. Zaujima nas, ako dlho trva rychlejsiemu bezcovi
prebehnit jeden okruh, teda hodnota podielu 1/v;. Po dosadeni vypoéitanej hodnoty vy
dostaneme odpoved’: 16 minft.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj tvahou: za 40 mintt ubehnt atléti spolu 4 okruhy (to
vyplyva z prvej podmienky), pritom rychlejsi o 1 okruh viac ako pomalsi (to vyplyva
z druhej podmienky). To teda znamend, Ze prvy za uvedent dobu ubehne 2,5 okruhu
a druhy 1,5 okruhu, takZe rychlejsi ubehne jeden okruh za 40/2,5 = 16 mintt.

C-S-2

Ak priecka deli $tvorec na dva stvoruholniky, musia ich koncové body lezat na proti-
lahlych strandch $tvorca. V takom pripade st oba $tvoruholniky lichobeznikmi alebo
pravouholnikmi (pre potreby tohto rieSenia budeme pravouholnik povazovat za Spe-
cidlny lichobeznik). Ozna¢me dany $tvorec ABC D, koncové body priecky oznaéme K
a L. Predpokladajme, Ze bod K lezi na strane AD, potom bod L lezi na strane BC.
Jeden zo $tvoruholnikov K ABL a K DCL mé podla zadania obsah 12 cm?; nech je to
napr. lichobeznik K ABL.

Obsah lichobeznika vypoéitame ako stéin jeho vysky s dlzkou strednej priecky. Vyska
je v nasom pripade rovné dlzke strany Stvorca, &ize 6cm. Jeho stredné priecka mé
teda dfzku 2cm. Z toho vyplyva, Ze stred tsecky K L musi lezat na osi strany AB vo
vzdialenosti 2 cm od stredu strany AB (obr. 14). Plati to aj naopak: Ak stred tsecky KL
lezi v opisanej polohe, bude $tvoruholnik K ABL lichobeznik s obsahom 12 cm?.

D C D C
’
L b 00 ,,,,,,
/ {?
K ‘ 2cm
A 6 cm B A B
Obr. 14 Obr. 15

Ak budeme namiesto lichobeznika K ABL uvaZovat lichobeznik K DCL, vyjde stred
priecky KL na osi tsecky C'D vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany CD.

Ak priecka K L spaja body na strandch AB a C'D, dostaneme dalsie dva mozné body
leziace na spojnici stredov tseciek AD a BC. Hladant mnozinu teda tvoria $tyri body,
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ktoré lezia na prieckach spajajucich stredy protilahlych strén Stvorca vo vzdialenosti
1cm od jeho stredu (obr. 15).

C-S-3

Na zéklade predpokladu zo zadania vieme, Ze existuju kladné celé ¢isla m a n, pre ktoré
plati
3z + by = 60m,

5z + 2y = 60n.

Na tieto vztahy sa moZeme pozerat ako na sustavu linedrnych rovnic s nezndmymi
T a y a parametrami m a n. Vyriesit ju vieme Iubovolnou $tandardnou metédou,
napriklad od dvojnasobku prvej rovnice odéitame pitndsobok druhej a vyjadrime x,
potom dopocitame y. Dostaneme

60(5n — 2m) 60(5m — 3n)
rT=—— y=—>.
19 19
KedZe ¢isla 19 a 60 st nesudelitelné, st obe &isla x a y delitelné 60. Preto aj studet
2x + 3y je delitelny 60.

Iné rieSenie. Vieme, %e 60 = 3 - 4 - 5. Pritom d¢isla 3, 4, 5 st po dvoch nestdelitelné,
preto na dokaz delitelnosti 60 staci dokazat delitelnost jednotlivymi éislami 3, 4, 5.

Kedze ¢islo 3z + 5y je delitelné 5, je aj = delitelné 5. Podobne z relacie 5 | 5z + 2y
vyplyva 5 | y. Preto 5 deli aj 2z + 3y.

Kedze ¢islo 3z + 5y je delitelné 3, je y delitelné 3. Vzhladom na 3 | 5z 4+ 2y mame
tiez 3 | bz, a teda 3 | z. Preto 3 deli aj 2z + 3y.

Kedze 4 | 3z + 5y a 4 | 5z + 2y, mame aj 4 | (3 + 5y) + (5x + 2y) = 8z + Ty, takze
4 | y. Dalej napriklad 4 | 3z + 5y, takze 4 | 3z, &iZe 4 | x. Preto 4 deli aj 2z + 3y.

Iné riesSenie. Vyjadrime vyraz 2z + 3y pomocou 3z + 5y a 5z + 2y. Budeme hladat
Cisla p a g také, ze 2z + 3y = p(3z + 5y) + q(5z + 2y) pre kazda dvojicu celych &isel z,
y. Jednoduchou tpravou dostaneme rovnicu

(2-3p—5¢)z+ (3 —5p—2q)y = 0. (1)
Ak budi hladané &sla p a ¢ spliiat ststavu

3p+5q =2,
5p + 2q = 3,

bude zrejme rovnost (1) splnend pre kazda dvojicu z, y. VyrieSenim sustavy dostaneme
p=11/19, ¢ = 1/19. Dosadenim do (1) dostdvame vyjadrenie

19(2z + 3y) = 11(3z + 5y) + (5z + 2y),
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z ktorého vyplyva, Ze spolu s éislami 3z + 5y a 5z + 2y je sticasne delitelné 60 aj ¢islo
2z + 3y, pretoze ¢isla 19 a 60 st nesudelitelné.

C-I1I-1

Oznac¢me ¢isla napisané na tabuli a, b, c¢. St¢et a + b sa tiez nachddza na tabuli, je teda
rovny jednému z cisel a, b, c. Keby a + b bolo rovné a alebo b, bola by na tabuli aspon
jedna nula. Rozoberieme preto tri pripady podla po¢tu nil napisanych na tabuli.

Ak st na tabuli asponi dve nuly, lahko sa presved¢ime, Ze stucet kazdych dvoch ¢isel
z tabule je tam tiez. Dostédvame, Ze trojica t, 0,0 je pre lubovolné redlne éislo ¢ rieSenim
alohy.

Ak je na tabuli prave jedna nula, je tam trojica a,b,0, priom a aj b si nenulové
Cisla. Stcet a + b teda nie je rovny ani a, ani b, musi preto byt rovny 0. Dostdvame tak
dalsiu trojicu ¢, —t, 0, ktora je rieSenim tlohy pre Tubovolné reélne éislo ¢.

Ak na tabuli nie je ani jedna nula, sti¢et a+b nie je rovny ani a, ani b, preto a+b = c.
7 rovnakych dévodov je b+ ¢ = a a ¢ + a = b. Dostali sme stistavu troch linedrnych
rovnic s nezndmymi a, b, ¢, ktortt mdZeme vyriesit. AvSak hned z prvych dvoch rovnic
po dosadeni vyjde b+ (a + b) = a, ¢ize b = 0. To je v spore s tym, Ze na tabuli Ziadna
nula nie je.

Zdver. Ulohe vyhovuja trojice ¢,0,0 a t, —t, 0 pre Tubovolné redlne &islo ¢ a Ziadne iné.
C-1II-2

Zrejme n? +6n > n? a zéroveit n? +6n < n?+6n+9 = (n+3)2. V uvedenom intervale
lezia iba dve druhé mocniny celych é&fsel: (n + 1)% a (n + 2)2.

V prvom pripade mame n? + 6n = n? + 2n + 1, teda 4n = 1, tomu viak ziadne celé
¢islo m nevyhovuje.

V druhom pripade méme n2 4 6n = n? + 4n + 4, teda 2n = 4. Dostavame tak jediné
rieSenie n = 2.

Iné rieSenie. Budeme sktimat rozklad n? +6n = n(n+6). Spoloény delitel oboch &isel
n a n + 6 musi delit aj ich rozdiel, preto ich najvi¢sim spoloénym delitelom mozu byt
len ¢isla 1, 2, 3 alebo 6. Tieto Styri moznosti rozoberieme.

Keby boli ¢isla n a n+ 6 nesudelitelné, muselo by byt kazdé z nich druhou mocninou.
Rozdiel dvoch druhych mocnin prirodzenych ¢isel vSak nikdy nie je 6. Pre malé cisla
sa o tom Iahko presvedéime, a pre k > 4 uz je rozdiel susednych §tvorcov k% a (k —1)2
asponi 7. Vlastnost, ze 1, 3, 4, 5 a 7 je pat najmensich rozdielov dvoch druhych mocnin,
vyuzijeme aj dale;j.

Ak je najvaésim spoloénym delitelom é&isel n a n+6 ¢islo 2, je n = 2m pre vhodné m,
ktoré navyse nie je delitelné tromi. Ak n(n + 6) = 4m(m + 3) je Stvorec, musi byt aj
m(m + 3) stvorec. Cisla m a m + 3 st viak nestdelitelné, preto musi byt ka#dé z nich
druhou mocninou prirodzeného éisla. To nastane len pre m = 1, &ize n = 2. Lahko
overime, %e n(n + 6) je potom naozaj druhou mocninou celého éisla.

Ak je najvicsim spoloénym delitelom éisel n a n + 6 ¢islo 3, je n = 3m pre vhodné
neparne m. Ak n(n+6) = 9m(m+2) je Stvorec, musia byt nesudelitelné ¢isla m a m+2
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tiez Stvorce. Také dva Stvorce vsak neexistuju.

Ak je najvicsim spoloénym delitelom éisel n a n + 6 ¢islo 6, je n = 6m pre vhodné
m. Ak n(n + 6) = 36m(m + 1) je Stvorec, musia byt Stvorce aj obe nestdelitelné ¢isla
m a m + 1, o nastane len pre m = 0, my vSak hladdme len kladné ¢isla n.

Ulohe vyhovuje jedine n = 2.

C-1I-3

Stvoruholnik AECD je rovnobeznik, pretoze jeho strany AE a CD st rovnobeiné
a rovnako dlhé (obe meraji 6 cm). Na jeho uhlopriecke AC' tak lezi faznica trojuholnika
ADE z vrcholu A aj taznica trojuholnika CDE z vrcholu C, a preto na tejto priamke
lezia aj body K a L (obr.16). NavySe vieme, Ze tazisko trojuholnika deli jeho taZnice
v pomere 2 : 1, preto st tsecky AK, KL a LC rovnako dlhé.

D C

A E P B
Obr. 16

Bod L je stredom tsecky KC, preto na osi simernosti tise¢ky K M lezi nielen vyska
rovnostranného trojuholnika K LM, ale aj stredné priecka trojuholnika KM C'. Preto
je priamka C'M kolma na K M.

Ostava, vypoéitat dizky ramien lichobeznika ABCD. Ozna¢me P stred tsecky EB.
Kedze CM je kolma na KM, je taznica C'P kolma na E B, takze trojuholnik EBC je
rovnoramenny, a teda aj dany lichobeznik ABCD je rovnoramenny. DIzku ramena BC
teraz vypoéitame z pravouhlého trojuholnika PBC, v ktorom poznidme dlzku od-
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vesny PB. Pre druhti odvesnu C'P zrejme plati

cP| = %|CM| _ 3-§|KM|,

¢o jednoducho vyplyva z vlastnosti trojuholnika KM C'. A kedZe z podobnosti trojuhol-
nikov KMC a APC méme |KM| = 2|AP|, dostdvame (potitané v centimetroch)

2 2
|cP|=3- \[|KM|73 f 31AP| = \/§~§\AB|:12\/§.

Potom

|BC| = /|PB]2 + [PC|Z = /36 + 122 - 3 = 6v/1 + 12 = 6\/13.
Ramenda daného lichobeznika maja dlzku 6v/13 cm.

Alternativny dokaz kolmosti priamok KM a CM. Kedze bod L je stredom tsecky KC
a zarovenn |LK| = |LM]|, lebo trojuholnik K'LM je rovnostranny, lezi bod M na
Télesovej kruznici nad priemerom KC, takze trojuholnik K MC' je pravouhly.

C-I1I-4

Ukéazeme, ze ak je Cislo xy + yz + zx — 3 zaporné, je Cislo x + y + z — xyz kladné.
Ak zy+yz+zx < 3, je aspoil jedno z ¢isel xy, yz, zx mensie ako 1, napr. zy. Potom
r4+y+z—ayz=x+y+ 2(1 —zy) je zjavne sucet troch kladnych cisel.

Iné riesenie. Ukazeme, Ze ak je ¢islo x +y + z — xyz zédporné, tak ¢islo zy+yz+ 22 —3
je kladné.

Predpokladajme, ze z+y+ 2z < xyz. Tym skor z < zyz. Po skrateni kladného ¢isla z
dostaneme yz > 1. Podobne odvodime odhady zy > 1 a zz > 1. Teraz ich staci séitat
a mame xy + yz + zx > 3.

Iné rieSenie. Tvrdenie Glohy dokdZeme sporom. Predpokladajme, 7e © +y + 2z <
< zyz a zaroven xy + yz + zx < 3. Obe tieto nerovnosti st symetrické, preto moézeme
predpokladat, Ze ¢isla z, y, z st oznadené tak, Ze z je najmens$ie. Z druhej nerovnosti
dostaneme, Ze xy < 3. Potom vSak  +y + 2 < zyz < 3z, teda = + y < 2z. To je vSak
spor s tym, ze Cislo z je najmensie.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 53

KATEGORIA B

B-1I-1

Umocnenim a odéitanim prvjch dvoch rovnosti dostaneme 22 — 22 = (2 + 1)2 — (z+1)2,
¢o upravime na 2(z? — 22) 4+ 2(z — z) = 0 &ize

(x—2)(x+24+1)=0. (1)

Analogicky by sme dostali dalsie dve rovnice, ktoré vzniknt z (1) cyklickou zdmenou
neznamych  — y — z. Vzhladom na tato symetriu (dand ststava se nezmeni dokonca
pri lubovolnej permutécii nezndmych) sta¢i rozobrat len nasledovné dve moznosti:

Ak © = y = z, prejde povodné ststava na jedin rovnicu V222 =z + 1, ktora ma
dve rieSenia x5 =1+ V2. Kazda z trojic (1 + \/5, 1+ \@, 1+ \/i) je zrejme rieSenim
povodnej ststavy.

Ak st niektoré dve z éisel z, y, z rozne, napriklad z # z, vyplyva z (1) rovnost x +
+ 2z = —1. Dosadenim = + 1 = —z do druhej rovnice sistavy dostavame y = 0 a potom
7 tretej rovnice mame 22 + (z + 1)2 = 1 &ze z(x + 1) = 0. Posledn4 rovnica ma dve
rieSenia * = 0 a © = —1, ktorym zodpovedaji z = —1 a z = 0. Lahko overime, Ze obe
néjdené trojice (0,0,—1) a (—1,0,0) st rieSeniami danej sustavy, rovnako aj trojica
(0,—1,0), ktortt dostaneme ich permutaciou.

Dan4 ststava m4 pét rieseni:

(0,0,—1), (0,-1,0), (-1,0,0), (1+v2,1+v2,1+Vv2) a (1 -v2,1-v2,1-2).

B-1I-2

Uhloprie¢ka AC' daného obdiznika ABCD je podla zadania strednou prieckou v troj-
uholniku PQR, a teda AC || QR, takze aj AC | MN. Usecka MN je tak jednoznacne
ur¢end tym, Ze je rovnobeznd s AC, lezi v opacnej polrovine uréenej priamkou AC ako
bod P a pre jej dizku plati |[M N| = |AB|. Konstrukciu bodov M a N je mozné urobif
niekolkymi sposobmi. D4 sa napriklad vyuzit rovnobeznik AMNE (obr.17), v ktorom
plati |AE| = |[MN| = |AB|.

KedZe tsecka M N stcasne uréuje priamku, na ktorej lezi strana QR trojuholnika
PQR, je zrejmé, ze vrchol P musi lezat na priamke p, ktord je obrazom priamky M N
v osovej sumernosti podla priamky AC (obsahujicej strednt priecku trojuholnika
PQR). Priamka p m4 s vntitrom daného obdl#nika spolo¢né vnitro tsecky M’'N’ (ktora
je navySe obrazom ndajdenej tsecky M N v stredovej simernosti podla stredu daného
obdlznika).

Lahko vidime, Ze aj naopak ku kazdému vniutornému bodu P tsecky M'N’ lezia
zodpovedajuce body @, R na priamke M N a body M, N st tak prieseéniky priamky QR
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so stranami AB, BC, takze vyhovuji podmienkam tlohy.

Obr. 17

Zdver. Hladanou mnozinou vsetkych bodov P danej vlastnosti je vnitro vyssie opisanej
usecky M'N’.

B-1I-3
Staci ukazat, Ze sucet troch skiimanych éisel neprevysuje 24:

(a+b+c)* =24,

(ab + bc) + (be + ca) + (ca + ab) = 2(ab + be + ca) < %

kde nerovnost je dosledkom nerovnosti
3(ab +bc+ca) £ (a+b+c)? = 36,

ktora je ekvivalentnd s nerovnostou 0 < (a — b)2 + (b — ¢)2 + (¢ — a)?; t4 je splnend pre
lubovolné tri redlne &sla a, b, c.

Iné rieSenie. Vzhladom na symetriu predpokladajme, Ze plati a = min{a, b, ¢}. Z rov-
nosti a + b+ ¢ = 6 potom vyplyva a £ 2 a b+ ¢ 2 4. Preto tretie skimané éislo, rovné
a(b+ c¢), mé rovnaké znamienko ako ¢islo a, takze je uréite mensie ako 8, ak plati a < 0.
Ak je naopak 0 < a < 2, véimnime si, Ze zo zrejmej nerovnosti 0 < (u —v)?2, platnej pre
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Tubovolné reélne &isla u, v, vyplyva tpravou odhad 4uv < (u + v)?

u = 2a a v =>b+ c, dostaneme

; ak sem dosadime

8a(b+¢) L (2a+b+¢)? = (a+6)% <8 =64
odtial po vydeleni 6smimi dostaneme nerovnost a(b+ c¢) < 8.
B-1-4

Zlomok

n3 +2010 2010(n — 1)

L e )

n2+2010 n?+2010
je celé &islo prave vtedy, ked n? +2010 je delitel ¢isla 2010(n —1) =2-3-5-67(n —1).

Ak nie je n nasobok prvoéisla 67, st &isla n? + 2010 a 67 nesudelitelné, preto

n? + 2010 musi byt delitelom ¢&isla 30(n — 1). KedZe [30(n — 1)| < n? + 2010, vyhovuje

len n =1.
Nech n = 67m, kde m je celé. Potom

2010(n —1) _ 30(67m — 1)
n2+42010  67m2+30

Ak nie je m nasobkom piatich, musi byt &islo 67m? 4 30 delitelom é&isla 6(67m —1). Pre
|m| < 4 to tak ale nie je a pre |m| = 6 je |6(67m — 1)| < 67m? + 30. Teda m = 5k, kde
k je celé. Potom

30(67m —1)  6(335k — 1)

67m? +30  335k2+6
Pre |k| 2 7 je absolutna hodnota tohto zlomku nenulova a mensia ako 1. Zo zvySnych
¢isel vyhovuju k =0 a k = —6.
Cislo (n® + 2010)/(n? + 2010) je teda celé prave vtedy, ked celé n ma niektort
z hodnét 0, 1 alebo —2010.

B-1I-5

Hoci odportcame riesit obe ¢asti tlohy oddelene (t.j. najprv analyzovat situdciu v pra-
vouhlom trojuholniku), opiSeme priamo ich spolo¢né riesenie. Celd tlohu mézeme totiz
formulovat ako dokaz tvrdenia, Ze Sest zostrojenych bodov lezi na kruznici prave vtedy,
ked je uhol ACB pravy.

Uvazujme teda Iubovolny trojuholnik ABC' s ostrymi uhlami «, 8 a ozna¢me M
stred vysky CP a D, E, F, G, H, I uvazované priesecniky tak, aby s vrcholmi A, B,
C a pitou vysky P lezali na hranici trojuholnika v poradi

A, D, P E B, FG,C, H, I

7Z konstrukcie vyplyva, ze body M, D, I st stredy stran pravouhlého trojuholnika AC' P
a body M, E, F st stredy stran pravouhlého trojuholnika BC'P. Oba Stvoruholniky



56 60. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

PMID a PMFE st teda pravouholniky, takze i DEFI je pravouholnik (obr.18).
Jeho vrcholy D, E, F, I preto vZdy lezia na jednej kruznici a usecky DF a EI su jej
priemery. Nasou tlohou je preto zistif, kedy na tejto kruZnici leZia i body G a H. To
sa d4 podla Téalesovej vety vyjadrit podmienkou, ze uhly DGF a EHI st pravé. Kedze
DG || AC a EH || BC, st oba uhly DGF a EHI zhodné s uhlom ACB a ekvivalencia
s podmienkou pravého uhla ACB je tak dokdzana.

C

B-1I-6

Nech n je ¢islo vyhovujiice podmienkam zadania. Skrtnutim dvoch poslednjch cifier
zmensime n aspoil stokrat, preto sa moZeme obmedzif na Skrtanie cifier, ktoré nie st
posledné. Po skrtnuti dvoch susednych cifier ostant z ¢isla n dve ¢asti, pritom prva cast
moze byt prazdna, ak sme skrtli jeho prvé dve cifry.

Nech a je ¢islo uréené prvou éastou ¢isla n (nula v pripade, ze prva ¢ast je prazdna),
b je ¢islo uréené vyskrtnutymi dvoma ciframi a c je uréené poslednou castou ¢isla n
(pocet cifier tejto ¢asti oznacme k). Podla zadania plati

99(a - 10* 4+ ¢) = a - 10°t2 +b- 10" + ¢,

po tprave 98¢ = 10%(a + b). KedZe ¢ < 10*, musi byt 98 > a + b. Navyse ¢&islo 49 deli
a + b, lebo je samo nestudelitelné s 10%. Kladny celoéiselny podiel (a + b)/49 je mensi
ako 2, musi teda byt rovny 1, takze a + b = 49. Odtial vyplyva rovnost

10+ -
c=—4 = 5-10%77,
kde ¢islo k je sticasne uréené poctom cifier ¢isla a (ak oznacime [ pocet ¢islic ¢isla a, je
k =10 —1 — 2, priCom v pripade a = 0 polozime prirodzene | = 0).

Z uvedeného postupu vyplyva, Ze pre kazdé a € {0,1,2,...,49} a b = 49 —a existuje
prave jedno ¢islo ¢, pre ktoré opisané ¢islo n vyhovuje podmienkam zadania, a Zze
iné vyhovujice n neexistujiu. Ukdzeme, Ze vetkych 50 takych n (konéiacich siedmimi,
Siestimi alebo piatimi nulami) je navzajom roznych.
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Zostrojené n konéiace siedmimi nulami je jediné (a = 0). Siestimi nulami konéi
9 zostrojenych éisel (a € {1,2,...,9}) a s navzdjom rozne, lebo zacinaji réoznymi
ciframi. Piatimi nulami konéi 40 zostrojenych ¢isel (a € {10,11,...,49}) a st navzajom
rozne, lebo zacinaji réznymi dvojéisliami.

Pre néazornost vypisme este niekolko ¢éisel vyhovujucich zadaniu tak, ako ich dosta-
neme pomocou nasich tvah: pre ¢ = 0 mame b = 49, ¢ = 50000 000 a n = 4950 000 000,
prea =1jeb=48,¢c=5000000an = 1485000000, pre a = 2 je n = 2475000 000, ...,
pre a =9 jen = 9405000 000, pre a = 10 je b = 39, ¢ = 500000 a n = 1039500000, ...,
pre a =49 je b= 0, ¢ = 500000 a n = 4900 500 000.

Zdver. Existuje 50 ¢isel, ktoré vyhovuju zadaniu.
B-S-1

Aby bola lavd strana rovnice definovana, musia byt oba vyrazy pod odmocninami
nezaporné, ¢o je splnené prave pre vsetky = > 0. Pre nezdporné o potom p = v/z + 3+
+ vz > /3, rovnica méze teda maf riesenie iba pre p > /3.

Upravujme dand rovnicu:

\/«EJFW_
2z +3+2v/z(z +3) =
2m:p —2m—37
4a(x + 3) = (p* — 22 — 3)?,
42% + 122 = p* + 4% + 9 — 4p°x — 6p® + 122,
,273)2

_
177. (1)

KedZe sme dant rovnicu umociiovali na druht, je nutné sa presvedcit skuskou, ze
vypoéitané  je pre hodnotu parametra p = /3 rieSenim povodnej rovnice:

- — 4 _ G2 19p2 2 _ 3)2
(p ? 34 (p 3 probp?+9+12p7 (0 - 3)7
4p? 4p?
_ @R [P =3 PP r3 pt o3
SV w2 pt 2w

Pri predposlednej aprave sme vyuzili podmienku p > /3 (a teda aj p>—3 = 0 ap > 0),
takze \/(p2 — 3)2 = p? — 3 a \/4p? = 2p.

Pozndmka. Namiesto skisky staci overit, Ze pre ndjdené z s vietky umoctiované vyrazy
nezéporné, teda vlastne staéi overit, ze

(»* —3)(p* +3) >o.

2 _
p°—2x—-3= 22
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Pre p > /3 to tak naozaj je.

Vynechat skisku mozno aj takouto ivahou: Funkcia v/ + 3+ /7 je zrejme rastica,
v bode 0 (ktory je krajnym bodom jej defini¢ného oboru) nadobtida hodnotu V/3 a zhora
je neohranicena. Preto kazdt hodnotu p > v/3 nadobuda pre prave jedno « = 0. Z toho
vyplyva, ze pre p > v/3 méa zadand rovnica prave jedno rieenie, a teda (jediné) najdené
rieSenie (1) musi vyhovovat.

B-S-2

a) Medzi 16 ¢islami napisanymi pozdlz kruznice sa nachadza prave 16 tsekov piatich
susednych ¢isel (ak vyberieme Iubovolne jedno z napisangch ¢isel a od neho oznacime
&isla pozdiz kruznice postupne ako prvé, druhé, ..., Sestnéaste, bude prvy tsek tvoreny
prvym az piatym ¢islom, druhy tsek druhym az Siestym ¢islom, . .. a posledny Sestnasty
usek bude tvoreny Sestnastym, prvym, druhym, tretim a Stvrtym ¢islom).

Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, Ze uvazované tvrdenie neplati, teda
Ze Cisla v kazdom z 16 tGsekov maju stéet mensi ako 2. Celkovy sucet S5 vsetkych
16 suctov Cisel v jednotlivych piticiach je tak mensi ako 16 - 2 = 32. AvSak kazdé
&islo na kruznici je sucastou préave piatich tisekov piatich susednych éisel, teda kazdé
z 16 &isel je v uvedenom suéte zapocitané prave pitkrat. Preto je sucet Ss zarover
rovny péatnasobku saétu vetkych éisel na kruznici, ¢o je 35. To je v spore s odvodenou
nerovnostou S5 < 32. Na kruznici teda musi existovat pét po sebe iducich &isel, ktorych
stdet je aspon 2 (dokonca viac ako 2).

b) Najskor ukézeme, 7e neplati & < 6. Na to stacéi pozdlz kruznice rozmiestnit
16 zhodnych ¢isel so stctom 7. Sucet ¢isel v Tubovolnom tseku k ¢isel tak bude

IA
NI

al~

Nech teraz k = 7. Zopakovanim tvahy z asti a) dokdZzeme, Ze vhodny tsek uz
existuje: Predpokladajme naopak, Ze sucet Tubovolnych siedmich po sebe iducich ¢éisel
(z danjch Sestnéstich) je mensi ako tri. Takych tsekov je pozdlz kruznice Sestnast
(ich pocet od ¢&isla k nezévisi!), takZe sucet Sy vSetkych 16 sactov ¢isel v jednotlivych
sedmiciach je mensi ako 16 - 3 = 48. Kazdé z danych 16 ¢isel je v sacéte S; zapocitané
sedemkrat, teda S7 = 7 -7 = 49, ¢o odporuje predoslému odhadu S7 < 48.

Hladanym ¢islom k je ¢islo 7.
B-S-3
KedZe oba uhly BCG a DAC st pravé, uvazujme otocenie okolo vrcholu C' daného

trojuholnika, v ktorom sa bod B zobrazi na bod G. V 1iom je zrejme obrazom bodu D
bod A a obrazom tsetky BD tusetka GA (obr.19). Odtial vyplyva, ze |AG| = |BD],
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a tiez, ze Usecky AG a BD st navzajom kolmé.

D

Ozna¢me postupne K, L, M, N stredy stran Stvoruholnika ABGD. (Body N a L
st teda stredmi uvazovanych §tvorcov.) Vzhladom na to, Ze tsecka KL je strednou
prieckou trojuholnika AGB a tisecka M N strednou prieckou trojuholnika AGD, médme
|KL| = $|AG| = |KL| a zérovet MN || AG || KL. Podobne |[KN| = 1|BD| = |LM|
azaroven KN || BD || LM. To znamené, ze K LM N je rovnobeznik. KedZze vak vieme,
7e |AG| = |BD| anavySe AG L BD, je KLM N S$tvorec. Tym st vSetky tvrdenia tlohy
dokazané.

Iné rieSenie. Ulohu vyriesime bez vahy o otodeni. Pre dékaz rovnosti |AG| = |BD|
ukédzeme, Ze trojuholniky ACG a DC B st zhodné podla vety sus. Naozaj, |AC| = |DC|,
|CG| = |CB| a|{ACG| = |[{ACB|+|{BCG| = |{ACB|+90° = |[{ACB|+|{LACD| =
= |£DCB].

Usetky AG a BD ako strany zhodnjch trojuholnikov teda maji rovnaka dlzku.
Aby sme overili, Ze st navyse navzajom kolmé, oznacime P ich priese¢nik a porovname
vnatorné uhly v trojuholnikoch APQ a DCQ), pri¢om @ je priese¢nik tseciek AC' a BD.
Pri vrcholoch A a D st uhly zhodné vdaka overenej zhodnosti trojuholnikov ACG
a DCB, uhly pri vrchole @ sa tiez zhoduju (st vrcholové), takze sa zhoduju aj ich uhly
pri vrcholoch P a C, st teda oba pravé.

7 dokézanej zhodnosti aj kolmosti tseciek AG a BD odvodime, ze K LM N je Stvorec,
rovnako ako v prvom rieSeni.

B-1II-1

Pomocou rovnosti abc = 60, a + b+ ¢ = 15 dany vyraz (a +b)(a + ¢) upravime a potom
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odhadneme na zéklade AG-nerovnosti pre dvojicu hodnot a a 4/a:

(a+b)(a+c)=a2+(b+c)a+bc:a2+(157a)-a+%=

60 4 1
:15a+—:15(a+7)215-2-\/(1-7:60.
a a a

Nerovnost je dokdzand. Rovnost nastane prave vtedy, ked a = 4/a, ¢ize a = 2. Zo
vztahov b+ ¢ = 15 — a = 13 a bc = 60/a = 30 mame {b,c} = {3,10}. Rovnost preto
spliiaju prave dve vyhovujice trojice (a,b,c), a to (2,3,10) a (2,10, 3).

Iné rieSenie. Okrem rovnosti abc = 60, a + b 4+ ¢ = 15 vyuzijeme AG-nerovnost pre
dvojicu hodnét be a a(a + b+ ¢):

(a+b)(a+c)=be+ala+b+ec) =2 1/be-ala+Db+c) =2V60-15 = 60.

Rovnost nastane prave vtedy, ked bc = a(a + b + ¢), ¢ize 60/a = 15a, odkial a = 2,
takze zaver je rovnaky ako v prvom rieSeni.

B-II-2

KedZe ¢islo a deli ¢islo b, mdZzeme pisat b = ka, pricom k je kladné celé &islo. Staci teda
najst kladné celé ¢isla a, pre ktoré existuje kladné celé &islo k také, Ze ¢islo 3a + 4 je
(kladnym) nasobkom ¢&isla ka + 1 (= b+ 1). Z tejto podmienky dostdvame nerovnost
ka+1 < 3a+4, z ktorej vyplyva k —3 < (k—3)a < 3, a teda k < 6. NavySe pre k = 3
je uz 2(ka + 1) > 3a + 4 pre lubovolné a = 1, takze moze byt jedine ka + 1 = 3a + 4.
Preberieme vSetkych Sest moZnosti pre ¢islo k:
k=1:a+1|3a+4, akedze a+ 1| 3a+ 3, muselo by platit a + 1 | 1, ¢o nie je
mozné, lebo a +1 > 1.
k=2:2a+1|3a+4=(2a+1)+ (a+3), teda 2a + 1 | a + 3. Kedze vsak pre
Tubovolné prirodzené a plati 2 - (2a + 1) > a + 3, musi byt 2a + 1 = a + 3,
¢ize a = 2 a odtial b = ka = 4.
3: 3a+ 1= 3a+ 4, ¢o nie je mozné.
4: da+1=3a+4, tedaa=3,b=12.
=5: 5a+ 1 = 3a + 4, ¢o nespliia ziadne celé a.
k=6:6a+1=3a+4,tedaa=1,b=06.
RieSenim st dvojice (1,6), (2,4) a (3,12).

EE S
I

B-1II-3

Zo zadania vyplyva, ze |BM| = |CN|, |AC| = |BC| a |£ACN| = |£CBM| =
= 60°, takze trojuholniky ACN a CBM st zhodné podla vety sus. Preto plati aj
|{ANC| = |£CM B|, takZe stvoruholnik BN PM je tetivovy (uhol ANC je doplnok do
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priameho uhla k uhlu AN B, ktory je protilahlym uhlom k uhlu CM B v spomenutom
Stvoruholniku, obr. 20).

NAE
A S M B

Obr. 20

Ozna¢me S stred strany AB daného rovnostranného trojuholnika ABC. Kedze
|SB| = 1|AB|, je |SB| : [MB| = 3: 2, a ked#e aj |CB| : [NB| = 3 : 2, st trojuholniky
SBC a M BN podobné podla vety sus. Uhol CSB je pravy, preto musi byt pravy aj
uhol NM B. Kruznica opisané Stvoruholniku BN PM je tak Télesovou kruznicou nad
priemerom BN, a teda je pravy aj uhol BPN, ¢o sme chceli dokdzat.

B-1I-4

Vysledny ciferny stcet je urceny jednoznacne a je nim ¢islo 33.

Pre vyrieSenie tlohy bude vyhodné najskor zistit stucet S vSetkych pétcifernych cisel
obsahujtcich kazda z cifier 4, 5, 6, 7, 8. Tychto ¢isel je zrejme préave tolko, kolko je
roznych poradi uvedenych piatich cifier, teda 5! = 120. Navyse kazda z danych cifier sa
medzi tymito 120 ¢islami objavuje rovnomerne v kazdom rade, teda 24-krat. Sucet S
tak mozeme rozpisat po jednotlivych rddoch ako

S=10*-(24-4+24-54+24-6+24-7+24-8) +
+10%-(24-4424-54+24-6+24-7+24-8) +--- =
=24-(44+5+6+7+8)-(10* +10% + 102+ 10+ 1) = 24-30- 11111.
Obréatme teraz pozornost na mozné hodnoty ciferného suctu éisla S — a, pricom a

je péftciferné ¢islo spominaného tvaru, teda a = 33333 + b, pricom b je pétciferné ¢islo
obsahujice kazdu z cifier 1, 2, 3, 4, 5. Teda

S—a=11111-24-30 —a = 7999920 — 33333 — b = 7966 587 — .
Pri od¢itani ¢isla b vsak nenastava v jednotlivych radoch prechod cez desiatku, preto je

ciferny stcet ¢isla S —a rovny (7+9+64+6-+5+8+7)—(1+2+3+4+45) =48—-15=33
pre Iubovolné pétciferné ¢islo a obsahujtce kazdu z cifier 4, 5, 6, 7, 8.
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KATEGORIA A

A-TI-1

Vzhladom na to, Ze rastiicu aritmetickit postupnost tvoria $tyri navzéjom rozne redlne
¢isla, musi mat prva z danych rovnic Styri rozne redlne korene. Preto a # 0.

Oznacme x spolo¢ny korent oboch rovnic. Potom je x¢ tiez koreriom rovnice, ktora
vznikne odétanim druhej z danych rovnic od prvej, teda rovnice az? —ax = 0. Tt dalej
upravime na tvar az(z® — 1) = 0. Pre spoloény realny koreii xg oboch danjch rovnic
odtial vyplyva zo = 0 alebo xo = 1.

Dosadenim xg = 0 do prvej z danych rovnic dostaneme a = 1, takze tato rovnica ma
tvar 24 + bz? = 0. T4to rovnica ale pre Ziadne redlne ¢islo b nem4 Styri rozne redlne
korene (¢islo 0 je jej aspon dvojnasobnym korefiom), preto zg # 0.

Jedinym spoloénym koreriom oboch rovnic je teda xg = 1. Dosadenim tejto hodnoty
do ktorejkolvek z oboch danych rovnic dostaneme b = 1 — 2a. Prva rovnicu potom
mozeme zapisat v tvare ax*+(1—2a)x?+a—1 = 0, z ktorého vidime, %e m4 i koreti —1,
a po vyhati si¢inu koretiovych ¢initelov (z — 1)(z + 1) dostaneme rovnicu

(x —1)(z+1)(az®* —a+1) =0. (1)

Kvadraticky dvojélen az? — (a — 1) m4 mat dva rozne korene, ktorymi musia byt dve
navzajom opacné (nenulové) éisla & a —&. To je splnené prave vtedy, ked (a —1)/a > 0,
¢ize prave vtedy, ked a > 1 alebo a < 0. Ak zvolime oznadenie tak, ze £ > 0, dostavame
pre aritmetickit postupnost vSetkych Styroch koretiov dve moznosti podla toho, ¢ je
0<&<1alebo ¢ > 1.

V prvom pripade tvoria Styri korene rovnice (1) aritmetickt postupnost —1, —¢, ¢, 1,
ktord ma zrejme diferenciu %, preto £ =1— % = % Toto é&islo £ je korefiom rovnice (1)
prave vtedy, ked a = 1/(1 — £2) = % Potom b=1—2a = f%

V druhom pripade tvoria Styri korene rovnice (1) aritmetickt postupnost —¢, —1, 1,
¢ s diferenciou 2, preto ¢ = 1+ 2 = 3. Cislo 3 je korefiom rovnice (1) prave vtedy, ked
a=1/(1-3%)=—1 Potomb=1-2a=2.

Zdver. Ulohe vyhovujti prave dve dvojice redlnych &sel (a,b), a to

{535}

A-T1-2

Ukézeme, ze pre nesudelitelné prirodzené Cisla r a s, kde r > 2 a s > 2, existuje
prirodzené ¢&islo n s vlastnostou

rin—1 a s|n+1
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Pre také ¢islo n a ¢islo k = rs nie je Adamova tivaha spravna, pretoZe z predpokladu, Ze
Cislo k deli ¢islo (n—1)(n+1), nevyplyva, Ze k deli n— 1 ani ze k deli n+ 1. Keby totiz
k = rs delilo napriklad n — 1, delilo by &islo s obidve &sla n + 11 n — 1, ¢o vzhladom
na rovnost (n + 1) — (n — 1) = 2 nie je mozné, lebo s > 2.

Existenciu ¢isla n z prvej vety rieSenia dokazeme tak, Ze zoberieme s Cisel

2, 142, 2r+2, ..., (s—1)r+2.

Tie dévaja pri deleni ¢islom s navzajom rozne zvysky. Keby totiz niektoré dve z nich,
povedzme ir+2 a jr+2 (0 £ i < j < s—1), ddvali pri deleni éislom s rovnaky zvySok,
potom by ¢islo s delilo aj ich rozdiel (i — j)r, a vzhladom na nestdelitelnost ¢éisel r a s
aj rozdiel ¢ — j, ¢o nie je mozné, pretoze |i — j| < s. Uvedenych s ¢isel teda ddva uplnt
ststavu zvyskov modulo s, preto medzi nimi existuje ¢islo, ktoré pri deleni ¢islom s
déava zvysok 0; nech je to ¢islo Ir 4+ 2. Potom ale pre ¢islo n = Ir + 1 plati, Ze r deli
n—1asdelin+1.

Uvedomme si, ze kazdé ¢islo k delitelné dvoma neparnymi prvoéislami sa dé zapisat
spravna iba pre tie ¢isla k, ktoré sa delitelné nanajvys jednym nepdrnym prvoéislom.
To znamend, ze ¢islo k mé jeden z nasledovnych troch tvarov:

kde p je neparne prvocislo, s celé nezaporné a t prirodzené ¢islo.

Nech k = 2%, kde s je celé nezaporné ¢islo. Pre s = 0 nie je Adamova tivaha spréavna,
pretoze &islo k = 2° = 1 deli kazdé prirodzené &islo, teda deli obidve &slan —1in+ 1.
Ani pre s = 1 nie je Adamova tvaha spravna, pretoze pokial k = 2! = 2 deli &islo
(n —1)(n + 1), je jeden z ¢initelov parny, ale potom je parny i druhy ¢initel. Pre ¢islo
s =2, teda pre k = 22 = 4, je Adamova tivaha spravna. Ak totiz 4 deli &fslo (n—1)(n+
+ 1), je aspoti jeden z oboch ¢initelov parny, takze ide o dve po sebe idice pdrne ¢isla,
z ktorych préave jedno je delitelné styrmi. Nakoniec, pre Ziadne s = 3 Adamova tvaha
spravna nie je, staéi vziat éslo n = 2571 — 1.

Nech k& = p!, kde p je neparne prvocislo a t prirodzené ¢islo. Potom je Adamova
uvaha spravna, lebo obe ¢éisla n — 1 a n + 1 nemdzu byt stcasne delitelné tym istym
neparnym prvoéislom p, a preto je prave jedno z nich delitelné &islom p* = k.

Nech k& = 2p?, kde p je neparne prvoéislo a t prirodzené ¢islo. Potom je Adamova
uvaha tieZ spravna: obe ¢isla m —1 a n+ 1 st nutne parne a pritom nemdzu byt sucasne

02 X2

deliteIné tym istym neparnym prvocislom p, preto je prave jedno z nich delitelné éislom
2pt = k.

Zdver. Adamova ivaha je spravna pre kazdé prirodzené ¢islo n len pre prirodzené éisla
k jedného z tvarov

k=4, k=p', k=2,

kde p je neparne prvocislo a ¢ prirodzené cislo.



64 60. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
A-1-3

Z rovnosti obvodového a tsekového uhla prislichajiceho k tetive AK kruznice k
vyplyva (obr.21) |[{KNA|=|LLKA| a podobne z rovnosti obvodového a tsekového
uhla prislachajtceho k tetive AL kruznice [ vyplyva |{VLM|= |{LAM]|, pricom sme
oznacili V nejaky bod polpriamky opac¢nej k polpriamke LK.

K L 1%
Obr. 21

Stvoruholnik K LM N je tetivovy prave vtedy, ked plati [{ KNA| = |[{VLM)| ¢&ize
|{LKA| = |{LAM)|. Poslednd rovnost ale plati prave vtedy, ked je LAM tsekovym
uhlom prislachajicim k obvodovému uhlu LK A tetivy LA kruznice opisanej trojuhol-
niku AK L, teda prave vtedy, ked je priamka M N doty¢nicou tejto kruznice.

Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Iné rieSenie. VyrieSme tlohu najskor za predpokladu, Ze priamky KL a MN st
rovnobezné. V takom pripade st zrejme oba trojuholniky AN K a M AL rovnoramenné,
pretoze osi stran AN, resp. M A prechddzaji prislusnym vrcholom K, resp. L (Gize
bodom dotyku doty¢nice rovnobeznej s tetivou AN, resp. M A kruznice k, resp. [). Teda
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|LA| = |LM|a|KN| = |KA|.Pritom stvoruholnik K LM N je tetivovy prave vtedy, ked
je to rovnoramenny lichobeznik, t.j. |[LM| = |KN|. To podla predchédzajicej dvojice
rovnosti nastane prave vtedy, ked je trojuholnik K L A rovnoramenny, ¢ize prave vtedy,
ked M N je dotyénicou kruznice opisanej tomuto trojuholniku vedenou vrcholom A.
(Vzhladom na to, Ze potom su trojuholniky ANK a M AL zhodné, uvedena situicia
nastane prave vtedy, ked st kruznice k a [ zhodné.)

Predpokladajme dalej, ze priamky MN a KL st réoznobezné, a oznatme V ich
priese¢nik (obr. 22). Pouzitim mocnosti bodu V ku kruzniciam % a ! dostaneme

[VK]>=|VA| - [VN| a |VL?=|VM|-|VA|
Vynésobenim oboch vztahov dostaneme
VK> |[VL]> = |VN|- |[VA?-|VM]|. (1)
Stvoruholnik KLM N je ale tetivovy prave vtedy, ked plati
[VK|-|VL|=|VN|-|VM]|
Cize — s prihliadnutim na (1) — préve vtedy, ked plati
[VK|-|VL| = VA

Posledné rovnost ale plati préve vtedy, ked priamka M N (prechadzajica bodom A) je
doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AK L. Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.

A-T1-4

Ziadne tri Zetény tej istej farby nelezia na jednej kopke, teda na kazdej kopke lezi aspoit
jeden Zetén zvolenej farby. Kazdé vyhovujice rozdelenie Zeténov na kopky je potom
charakterizované tym, na ktorej z nich lezi prave jeden z troch zeténov jednotlivych
farieb.

Predpokladajme, Ze v jednej z kopok je prave [ farieb zastipenych jednym zeténom
a zvy$nych 2n — [ farieb dvoma. Jednoduchym vypoctom ! + 2(2n — 1) = 3n zistime, Ze
to je mozné len pri | = n. Preto je skiimany pocet p,, rovny poctu rozdeleni 2n zeténov
navzajom roznych farieb na dve (neusporiadané) skupiny po n zeténoch, teda

1/2n (2n)! 2n - (2n —1)! 2n—1
Pn =3 = Nz — 1 . (1)
2\ n 2(n!) 2n - (n—1)!'n! n
NasSou tlohou je dokézat, ze posledné kombinacné éislo je neparne prave vtedy, ked
je ¢islo n mocnina dvoch. Tento poznatok (a vlastne i metédu jeho dokazu) je mozné

vypozorovat z dobre zndmej schémy vSetkych kombina¢nych ¢isel v podobe Pascalovho
trojubolnika (obr. 23).
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Obr. 23

V nasej schéme nie st samotné kombinacéné déisla, ale ich zvysky 0 alebo 1 po
deleni dvoma. Pre ich urdenie nie je nutné kombinacné &isla vobec pocitat, pretoze
z rekurentnych vzorcov

()-()=r = ()-CG2)+(7) asizn o

moZeme postupne po jednotlivych riadkoch namiesto kombinaénych éisel priamo pisat
ich zvysky pri deleni akymkolvek pevnym éislom, v nasom pripade ¢islom 2.

Viimnime si, ¢o nasa schéma napoveda. Niektoré riadky (vyznadené obdlznickami)
st zostavené zo samych jednotiek. Vdaka rekurentnym vzorcom (2) pod kazdym takym
riadkom zrejme vznikne trojuholnik zostaveny zo samych nil (tri také trojuholniky st
vyznacené sivou farbou) olemovany zlava aj sprava samymi jednotkami; bezprostredne
pod nim opét lezi riadok zo samych jednotiek. Pretoze zvysky vSetkych skiimanych
Cisel (2";1) (v nasej schéme vyznaGenych krazkami) lezia v opisanjch obdlzni¢koch
alebo trojuholnikoch, bude také kombina¢né ¢islo neparne prave vtedy, ked bude mat
poziciu v niektorom obdlznicku.

Nase pozorovanie teraz opiSeme presnejSie a priamo ho overime matematickou in-
dukciou.

Riadky zo samgch jednotiek si prave riadky s kombinacnymi ¢islams (";1) 04

A

<n—1), kde n je tvaru n = 2F.

Tvrdenie trividlne plati pre k = 1. Predpokladajme teda, Ze plati pre nejaké k = 1,
a ozname P, prvych n = 2 riadkov schémy. Dalgich n riadkov si mozeme predstavit
ako tri rovnostranné trojuholniky ¢isel: prvy a treti s n riadkami si rovnakej velkosti
ako P,, medzi nimi je potom (n — 1)-riadkovy trojuholnik (vrcholom nadol), ktory je
vdaka jednotkdm v zakladni trojubolnika P, a rekurentnym vzorcom (2) zostaveny zo
samych nal. Preto maji prvy a treti trojuholnik jednotky nielen v hornych vrcholoch
a na stranach leziacich na hranici celej schémy, ale i na stranach, ktorymi priliehaja



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 67

k druhému trojuholniku, teda na zaciatku i na konci kazdého zo svojich n riadkov.
Vyplyva to opit zo vzorcov (2), ktoré potom vedi k dalsiemu, pre nés hlavnému zaveru:
Prvy a treti trojuholnik st totozné s trojuholnikom P,. MoZeme teda zhrnut, ze kazdy
z n — 1 pridanych riadkov obsahuje aspon jednu nulu, ale n-ty riadok (zloZeny z dvoch
n-tych riadkov trojuholnika P,) obsahuje samé jednotky. Tvrdenie teda plati i pre 2n =
=2.2% = 2%+ rjadkov Pascalovho trojuholnika modulo 2, t.j. i pre &islo k + 1.

Vzhladom na to, ze skimané ¢islo p, = (**7') = (>'7') lezi vzdy v strede parneho
riadku Pascalovho trojuholnika, je zrejmé, ze lezi bud v niektorom obdlzni¢ku, alebo
v niektorom sivom trojuholniku, ktoré sa postupne striedaji. Cislo p, je teda naozaj
neparne prave vtedy, ked n je mocnina dvoch.

Iné rieSenie. Pocet p,, opisanych rozdeleni zeténov uréime rovnako ako v prvom rieseni
vZorcom

2n)!
pn:( )27
2(n!)
ktory dalej upravime na tvar
2-4-...-(2n—2)(2n) 2"n!
n=1-3-...-2n—1)- =1-3-...-(2n—-1)- =
b (2n —1) 2(n!)? @n=1) 502
n—1
=1-3-...-(2n—1)- (3)

n!

Pre najvyssiu mocninu 2%, ktora deli n!, plati

a= 2]+ o]+t e

kde 2™ < n < 2™+ a | x| oznaduje dolni celi cast &isla z, teda najvicsie celé ¢islo,

a

I

n n 1 n
§+...+ﬁ:n(172—m>znfﬁgnfl.

24
2

Z vyjadrenia (3) teda vidime, Ze éislo p,, je neparne prave vtedy, ked a = n — 1 ¢ize
n je tvaru 2.

A-1I-5

V kazdom kroku sa stcet vSetkych cisel na stenéch kocky zvicsi o 2, jeho parita sa teda
nezmeni. Ak st na vSetkych stenach kocky rovnaké ¢isla, je ich sucet nadsobkom Siestich,
a je teda delitelny dvoma. Nutnou podmienkou pre to, aby sme tento stav dosiahli, teda
je, aby 1 na zaciatku bol stdet vSetkych ¢isel na stenach kocky delitelny dvoma.

Téato podmienka je sicasne aj postacujica. Predpokladajme, Ze sucet vSetkych
Siestich celych ¢isel na stendch kocky je na zaciatku delitelny dvoma. UkéaZzeme, ako po
urc¢itom pocte krokov dosiahneme, aby na vsetkych stenach kocky boli rovnaké cisla.
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Oznac¢me steny kocky Si,Ss,...,Sg, pricom stena S je oproti stene Sg, stena So
oproti S5 a S3 oproti Sy. (Podobne st oéislované i steny beznej hracej kocky: sucet
bodov na protilahlych stendch dava 7.) Krok, v ktorom zviicsime ¢isla na stenach S;,
S;, oznacime k;;. A pretoZe nas zaujima len relativna hodnota ocislovania stien, t.j.
¢ a o kolko sa lisia od najmensej hodnoty zo vSetkych Siestich ¢isel, budeme dalej
pracovat len s tymito relativnymi hodnotami (¢o budi nezédporné celé éisla s najmensou
hodnotou 0).

Postupnostou krokov kis, kos, k35, kss, k41 zabezpecime, Ze sa ¢islo na kazdej
sme (relativnu) hodnotu ¢isla na stene Sg o 2 zmensili. Podobnym sposobom moZeme
o 2 ,zmensit* &slo na lubovolnej stene kocky. Je teda zrejmé, Ze opisanym spdsobom
dosiahneme, Ze (relativne) hodnoty ¢isel na stendch budd len 0 alebo 1; nula medzi
nimi musi byt aspoii jedna (podla vyznamu relativinych hodnot). Teraz uz sta¢i vySetrit
nasledovné moznosti (pripomeiime, Ze sucet vSetkych Siestich ¢isel je parny):

a) Na stenach kocky st samé nuly; tvrdenie potom plati trividlne.

b) Na stenach kocky st prave dve 1 (na zvySnych stendch 0). Bez ohladu na to, ¢
st obe jednotky na susednych alebo protilahlych stendch, vzdy moZeme rozdelit

¢isla o 1.

¢) Na stendch kocky s prave Styri 1 (na zvySnych dvoch stenédch st 0). Tento pripad
vyrieSime tak, Ze najprv znizime (sposobom opisanym vyssie) hodnotu kazdej
steny s jednotkou o dve, ¢im (v relativnych hodnotach) dostaneme presne situdciu
opisant v b).

Zdver. Dosiahnut, aby po koneénom pocte krokov boli na vSetkych stendch kocky
napisané rovnaké ¢isla, je mozné prave vtedy, ked je sucet ¢isel na vSetkych Siestich
stendch kocky delitelny dvoma.

Pozndmka. Cast c) predchadzajtceho riesenia je mozné vyriesit i takto: Ak st obe
protilahlych stendch (bez ujmy na vSeobecnosti nech st to napriklad S; a Sg), pomocou
krokov ko, ks, k15, k4 dosiahneme, Ze na kazdej stene kocky bude napisané ¢islo 2.

A-1-6

Ak a =, je a = 3, takZe cos(aw — 8) = 1 a dokazovand nerovnost plati ako rovnost
a? + a?® = 2a? (dodajme, 7e bez ohladu na to, & je uhol v ostry alebo nie). KedZe
dokazovand nerovnost je symetrickd v a, b (kosinus je parna funkcia), mozeme bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a > b ¢ize a > 3.

KedZe o > 3, mozeme uhol BAC velkosti « rozdelit pomocou bodu D € BC na dva

uhly CAD a DAB velkosti 3, a a — 3 (obr. 24). Trojuholnik DAC' je potom zmensenim
trojuholnika ABC' s koeficientom podobnosti k¥ = b : a, takze |AD| = be/a a |DC| =
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= 1?/a; odtial |BD| = |BC| — |DC| = (a® — b?)/a.

Obr. 24

Vyjadrenia |AD|, |BD| dosadime do rovnosti z kosinusovej vety pre trojuholnik ABD
a upravime:

|BD|? = |AB|? + |AD|*> — 2|AB| - |AD| cos(a — ),
(a® —0%)% 24 b2c®  2be? cos(a — )
a? T a? a ’

(> =b*)?=5-c% kde 0 =a®+b*—2abcos(a— fB) > 0. (1)

(Poslednd nerovnost vyplyva z toho, Ze pre a # 3 je cos(ov — ) < 1.) Vztah (1) spolu
s rovnostou ¢? = a? 4 b% — 2ab cos 7y teraz vyuzijeme na tpravu rozdielu A pravej a lavej
strany dokazovanej nerovnosti, ktory navyse este vynasobime vyrazom 2ab:

2abA = 2ab(2ab — (a® + b%) cos(a — B)) = 4ab® — (a® + b?) - 2abcos(a — B) =
=4a’? — (@ + b?)(a® +0° = §) = 6(a® + b?) — (a® = 1?)* =
=8(a?+b%) —5-c2=6(a®+b* —c?) =5 2abcosy.

Po vydeleni vyrazom 2ab dostdvame vztah A = ¢ cos~y, takze vzhladom na § > 0 mé
vyraz A rovnaké znamienko ako cos~y (zopakujme, Ze za predpokladu a # ). Odtial
vyplyva, Ze v pripade, ked v < 90° a « # 3, plati nerovnost zo zadania tilohy ako ostrd.
Tym je loha vyrieSené a odpoved na jej zaverecni otazku znie: v dokdzanej nerovnosti
(v zadanej situécii, t.]. pri ostrom uhle ) nastane rovnost prave vtedy, ked a = b.

Pozndmka 1. Odvodeny vztah A = §cosvy sa bez pomocnych oznaéeni prepise ako
identita
2ab — (a* 4 b?) cos(a — ) = (a2 +b? — 2abcos(a — B)) cos 7, (2)

ktora plati pre lubovolny trojuholnik ABC' (k naSmu odvodeniu staéi pridaf trividlne
overenie rovnosti (2) v pripade a = b). Vysledok (2) umoziiuje lahko urobit diskusiu
o jednotlivych pripadoch relacie

(a® + b?) cos(a — BB) § 2ab,
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lebo prvy ¢initel na pravej strane (2) je vzdy nezaporny:
a® 4 b? — 2abcos(a — ) 2 a* + b? — 2ab = (a — b)*> 2 0.

Relacia dopada takto: rovnost nastane prave vtedy, ked a = b alebo v = 90°; v pripade
a # b potom plati ostrd nerovnost < alebo > podla toho, ¢i je v < 90° alebo vy > 90°.

Iné rieSenie. Povodné riesenie je celé zaloZzené na vztahu (1), preto jeho odlisné
odvodenie teraz uvedieme ako ,,iné rieSenie®. Tvar kladného vyrazu 6 v (1) je motivaciou
k ivahe o pomocnom trojuholniku, ktorého dve strany maja dlzky a, b a zvieraji uhol
velkosti o — 3 (opif predpokladéme, %e a > b). Nas zaujima dlzka jeho tretej strany,
ktort oznacime d, takze pre vyraz § vo vztahu (1), ktory sa chystame dokdzat, budeme
mat § = d2. Ukazme, Ze taky trojuholnik so stranami a, b, d je — okrem povodného
trojuholnika so stranami a, b, ¢ — druhym rieSenim tlohy zostrojit trojuholnik ABC),
ak st dané strany a, b a uhol B. Konstrukciu oboch rieseni A; BC' a A3 BC' vidime na
obr. 25. Stcet uhlov pri vrcholoch A; a A, (vyznalenych oblu¢ikmi) je zrejme 180°.
V jednom z trojuholnikov je to uhol «, v druhom teda uhol 180° — «, takze uhol pri
vrchole C' druhého trojuholnika je prave o — 3, ako sme si Zelali. (V pripade a = 90°
sice plati A; = As, ale na celej nasej ivahe netreba ni¢ menif: v takom pripade totiz
a—B=rvac=d) Usetky A B, A;B teda maji (v niektorom poradi) dlzky c a d.
Z mocnosti bodu B k zostrojenej kruznici so stredom C' a polomerom b vyplyva rovnost

cd = a? — b, (3)

z ktorej po umocneni na druht dostdvame c2d? = (a? — b%)2. A to je klacovy vztah (1)
z povodného riesenia, lebo, ako uz sme naznaéili, podla kosinusovej vety plati

d*> = a® + b? — 2abcos(a — fB). (4)

Obr. 25

Pozndmka 2. V povodnom rieSeni sme zo vzfahu (1) odvodili identitu zapisant
v Poznamke 1 ako (2). Prave uvedeny alternativny dokaz (1) s vyuZzitim konstrukénej
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ulohy (a,b, ) mé zaujimavy dosledok: vdaka ,rovnopravnosti“ oboch rieSeni z obr. 25
musi platit aj identita

2ab — (a* + %) cosy = ¢ cos(a — fB), (5)
ziskand z (2) vymenou tloh trojuholnikov s trojicami strén (a,b,c) a (a, b, d).

Iné rieSenie. Pomocny trojuholnik so stranami a, b (a > b) zvierajicimi uhol o — 3
a trefou stranou d danou vztahom (4) mozeme vyuzit na rieSenie ulohy i bez objavu
,mocnostovej“ rovnosti (3) nasledovnym postupom.

Uvedeny trojuholnik je mozné k trojuholniku ABC' vhodne prikreslit dvoma spo-
sobmi, ktoré vidime na obr. 26. VIavo je to trojuholnik BC'D (ten pozndme uz z pred-

QzC d Ez R

Obr. 26

chadzajtaceho riesenia), vpravo to je trojuholnik BC'E; lahko potom overime, Ze oba vy-
znafené uhly BCD a CBE maji pozadovanu velkost a— (. (Oba obrazky zodpovedaji
pripadu o < 90°, v Giplnom rieSeni by nemal chybat obrézok pre pripad a = 90°, ktory
tu posudzovat nebudeme, pretoze dals{ postup vyZzaduje len mald obmenu.) Pomocou
dlzky d zo vzfahu (4) teraz upravime dokazovanii (ostrt) nerovnost:

(a® + b?) cos(a — B) < 2ab,
(a® 4 b?) - 2abcos(a — B) < 4a2b?,
(a® +b*)(a® + b — d?) < 42,
(a® = b%)? < (a® + b?)d>. (6)

Nakoniec vyuzijeme Pytagorovu vetu pre dvojice pravouhlych trojuholnikov z obr. 26;
v oboch variantoch (ako s trojuholnikom BC D, tak s trojuholnikom BC'E) potom plati

=(d+2)?+v* a b =a?+0%
takze a? — b?> = d? + 2dx = d(d + 2x). Po dosadeni do Tavej strany nerovnosti (6)
a skrateni vyrazom d? dostaneme ekvivalentnii nerovnost
(d+22)? <a®+ 0% &ze & <a®+0%

ktora (vdaka kosinusovej vete) presne vyjadruje podmienku v < 90° zo zadania ulohy.
Tym je celé jej riesenie hotové, pretoze v pripade a = b zrejme v dokazovanej nerovnosti
nastane rovnost.
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Iné rieSenie. Este jednym spdsobom za predpokladov v < 90° a a > b (¢ize o > 3)
dokéZeme ostrii nerovnost

(a® + %) cos(a — B) < 2ab.
Najprv ju ekvivalentne upravime, ked polozime ¢ = %(a — B) > 0 a vyuzijeme vzorec
cos2¢ = 1 — 2sin?
(a® 4 b*)(1 — 2sin? ) < 2ab,
(a —b)? < 2(a® 4 b?) sin? ¢,

—bh2
2.(a.b) <a?+ b
2sin

To je (podla sinusovej vety) nerovnost 2r? < a® + b? pre polomer r kruZnice opisanej
Tubovolnému trojuholniku so stranou a — b a protilahlym vnditornym uhlom ¢. Taky
trojubolnik dostaneme, ked ako na obr.27 stranu C'A trojuholnika ABC predlzime

Obr. 27

za bod A do bodu F tak, aby platilo |[CF| = a (¢ > b). Potom mé trojuholnik
ABF stranu AF dlzky a — b s protilahlym uhlom ABF, ktorého velkost uréime takto:
rovnoramenny trojuholnik BC'F ma pri zakladni BF' zhodné uhly 90° — %’y = %(oz—&-ﬂ),

takze
a+pf

|{ABF|=|{CBF|—|{£CBA| = — = B =e.
Preto je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABF naozaj rovny skiimanej hod-
note r. Pre nu tak dostaneme z predpokladu v < 90° odhad

|AB| c c c

D= = < =—
"7 2sin[{AFB| ~ 2sin(90° — L)  2sind5° 2

¢ize 2r2 < ¢?; z toho istého predpokladu v < 90° vyplyva (podla kosinusovej vety
pre trojuholnik ABC) dalsia nerovnost ¢ < a? + b%. Dokopy dostavame 212 < ¢? <
< a® + b? a pozadovana nerovnost 212 < a? + b? je tak dokazana.
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Dodajme este, ze v pripade v > 90° z rovnakjch dévodov plati 2r2 > ¢ > a2 + b2,
¢o (za predpokladu a # b) dokazuje opaént nerovnost

(a® + %) cos(a — B) > 2ab.

Iné riesenie. Uvedieme este jedno trigonometrické riesenie. Pre Tubovolny trojuholnik
ABC plati totiz tzv. Mollweidov vzorec

a—b:sin%(afﬁ)

1
c cos 57y

)

z ktorého vyplyva nasledovné vyjadrenie hodnoty cos(a — 3):

L ,a—f 2(a — b)? cos? 1y
cos(a — B) = 1 — 2sin® 5 =1-—F2

c
Dosadenim do Tavej strany dokazovanej nerovnosti dostaneme

(a® 4 b?) cos(a — B) < 2ab,

2(a — b)? cos®
(a® +b%) (1 — w> < 2ab,
C

2(a? + b?)(a — b)? cos? %'y
3 .

(a—0)*

A

C

Vidime, Ze v pripade a = b nastane rovnost. V pripade a # b po vydeleni kladnym
virazom (a — b)? a dalSej zrejmej ekvivalentnej Giprave dostaneme

¢® < 2(a® + b?) cos? g

Ak sem dosadime z rovnosti

2 =a?+b* —2abcosy a ZCOSQ% =1+ cos,

dostaneme po odéitani stétu a? + b2 od oboch stran nerovnost
—2abcosy < (a® 4+ b*)cosy &ize 0L (a+b)2cosy,

¢o vdaka zadanému predpokladu v < 90° naozaj plati ako ostrd nerovnost. Tym je
nerovnost zo zadania tlohy dokdzand; rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.
(Aj pri tomto postupe je mozné odvodit vSeobecnejsie zavery uvedené v Pozndmke 1
za prvym rieSenim.)



74 60. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
A-S-1

Predpokladajme, Ze ¢islo ¢ mé pozadovant vlastnost. Diferenciu prislusnej aritmetickej
postupnosti ozna¢me d. Rozoberieme dva pripady podla toho, ¢i ¢&islo ¢ lezi medzi
korenimi z; a xo danej kvadratickej rovnice, alebo nie.

a) Ak je ¢ prostrednym ¢lenom predpokladanej aritmetickej postupnosti, plati 27 =
= c¢—d a xy = ¢+ d. Pre stcet koretiov tak podla Vietovych vztahov dostédvame
f% =21 + 22 = 2¢, odkial ¢ = f% Navyse pre zaporné c je diskriminant danej rovnice
kladny, takZze mé dva redlne korene. (Pre ¢ = —% ma dand rovnica korene x1 5 = —% +

+3V5.)

b) Ak je koeficient ¢ krajnym ¢lenom predpokladanej aritmetickej postupnosti,
oznacme korene danej rovnice tak, aby platilo 1 = ¢+ d, 2 = ¢ + 2d. Pre ich stucet
teraz vychadza f% = 21 + 22 = 2¢+ 3d. Ak z toho vyjadrime d = f% — %c a dosadime
do vztahov 1 = ¢+ d a 3 = ¢ + 2d, dostaneme z; = %(20 —5), 29 = —%(c +5). Po
dosadeni oboch vyrazov do Vietovho vztahu x125 = ¢ obdrzime po tprave kvadratickt
rovnicu 2¢2 + 23¢ — 25 = 0, ktord ma korene 1 a f%. (Podmienku na diskriminant
tentoraz overovat nemusime, lebo uvedenym postupom mame zarudené, Ze realne ¢isla
71,9 zodpovedajtice obom néjdenym hodnotdm c spliiaji oba Vietove vztahy, takze st
naozaj korenmi prislusnej rovnice. Pre ¢ = 1 ma dana kvadraticka rovnica korene z; =

25

= f%, Tg = —2; pre ¢ = —%’ md rovnica korene x1 = —5, 13 = %)

Zdver. Ulohe vyhovuji realne ¢isla ¢ z mnoziny {f%; fg; 1}.

A-S-2

Ozna¢me M’ stred tsecky CQ (obr. 28). Kedze PM’ a RM’ st stredné priecky trojuhol-
nikov AQC a BQC, ktoré si podla Télesovej vety rovnoramenné so zakladiiami AC
a BC, st Stvoruholniky CAPM’ a CBRM' rovnoramenné lichobezniky a im opisané
kruznice, ktoré sa pretinaji v bodoch C' a M’, st zaroven aj opisanymi kruznicami
uvazovanych trojuholnikov APC a BRC. Takze M = M’ a tvrdenie ulohy je tym
dokézané.

C

M’

Obr. 28
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Iné rieSenie. Ozna¢me ¢ dizku prepony AB daného pravouhlého trojuholnika ABC.
KruZnice opisané trojuholnikom APC a BRC ozna¢me postupne k, [ (obr.29). Vzhla-
dom na to, ze |QP| - |QA| = |QR|-|QB| = ic~ %c, mé stred @ prepony AB rovnaki
mocnost m = i P %c k obom kruzniciam k aj [, a lezi preto na ich chordale C'M. Navyse
podla Talesovej vety plati |QC| = |QA| = 1c. Z rovnosti |QM]|-|QC| = m tak vyplyva

|QM| = ic=1|QC|, takZe M je stredom tsecky CQ.

C

M

Obr. 29

A-S-3
KedZe p, g st rdzne nepdrne prvocisla, plati |[p—¢| = 2. Pre lavt stranu danej nerovnosti
teda mame
P-4
rq

_lp—d-(pt+q . 2(p+4q)
pq L

L:‘fzfz‘:
q D

Aby sme dokézali pozadovantt nerovnost

4

> —_
Nz
sta¢i dokézat nerovnost p + ¢ > 2,/pq. To je vSak nerovnost, ktord je trividlnym
dosledkom nerovnosti (y/p — 1/q)* > 0, ktord plati pre Iubovolné dve rozne kladné
éisla p, ¢. Tym je dané nerovnost dokdzana.

A-II-1

Najskor uréime pocet u vSetkych osemcifernych ¢isel delitelnych Styrmi. Kazdé také
¢islo mé vo svojom zapise na prvom mieste zlava nenulovi cifru. Mame tak 9 moznosti.
Na nasledujucich piatich miestach mé lubovoln cifru desiatkovej sistavy, t. j. pre kazda
poziciu madme 10 moznosti, a kon¢i dvojéislim, ktoré je delitelné styrmi, t.j. 00, 04, 08,
12, 16, 20, 24, ..., 96, celkom teda 25 moznosti. Preto

uw=19-10°-25 = 22500 000.
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Podobnt ivahu moZno urobit aj pri hladani podtu v vSetkych osemcifernych éisel
delitelnych $tyrmi, ktoré vo svojom desiatkovom zapise neobsahuji cifru 1. Pre prvi
poziciu zlava mame teraz 8 moznosti a pre kazdu dalSiu z piatich nasledujicich pozicii
méame 9 moznosti. Na poslednych dvoch miestach sprava musi byt dvojéislie delitelné
Styrmi, ktoré vSak neobsahuje cifru 1. S to vSetky dvojéislia z predchadzajiceho odseku
okrem 12 a 16, teda 23 moznosti. Preto

v=28-9%.23=10865016.

Zdver. Kedze u > 2v, je medzi osemcifernymi nasobkami éisla 4 viac tych, ktoré vo
svojom (desiatkovom) zépise cifru 1 obsahuja, ako tych, ktoré ju neobsahujt.

Pozndmka. Podet u vSetkych osemcifernych ndsobkov &isla 4 mozno uréit aj jednoduchou
uvahou: najmensi ndsobok je A = 10000000, najvicsi je B = 99 999 996, takze hladany
pocet je 3(B — A)+1= (B +4— A)=22500000.
Na dékaz nerovnosti u > 2v nie je nutné v vyéislit, pretoZze podiel
w 9-105-25 9 ,10\5 25
' ( 9 > 23

v 8-95.23 8

sa d4 dobre odhadnut pomocou binomickej vety

(E)5:<1+1>5>1+5,$+10,i:136:8'177

9 9 92 ~ 81 92
takze

B9 (loy B9 8T % 1725 4%,

v 8 \9/ 2378 92 23 9.23 207

A-1II-2

Oznacme U trojuholnik s vrcholmi v stredoch stran BC, CA, AB daného trojuholnika
ABC. Obsah trojuholnika XY Z budeme oznacovat Sxy z.
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KedZe body A’, B, C' st zaroven obrazmi bodu O v rovnolahlostiach so stredmi
v zodpovedajucich vrcholoch trojuholnika ABC a koeficientom 2, vyplyva z predpo-
kladu tlohy, ze body A’, B’, C’ lezia postupne vnutri trojuholnikov AgC'B, CByA
a BAC) (to st obrazy trojuholnika & v uvedenych rovnolahlostiach, na obr.30 je U
vyznaceny sivou farbou). Hranica trojuholnika A’B’C’ teda pretne strany AB, BC,
C A postupne v ich vnutornych bodoch D, E, F, G, H, I.

KedZe trojuholnik A’B’C’ je obrazom trojuholnika ABC v stredovej stimernosti
podTla stredu O, st navzajom si zodpovedajtce strany rovnobezné a v tej istej simernosti
si zodpovedaji dvojice bodov D a G, E a H aj F a I. Preto podla vety uu je kazdy
z trojuholnikov ADI, EBF, HGC podobny trojuholniku ABC'. Oznacme ki, ko, k3
koeficienty podobnosti, ktoré zobrazia trojuholnik ABC' postupne na trojuholniky ADI,
EBF, HGC. Obrazy trojuholnikov ADI, EBF, HGC v stredovej sumernosti podla
stredu O st postupne trojuholniky A'GF, HB'I, EDC’. Tie su tiez podobné s troj-
uholnikom ABC, pri¢om zodpovedajice koeficienty podobnosti, ktoré na ne zobrazia
trojuholnik ABC, st opét ki, ko, ks. Ak ozna¢ime ¢ dlzku strany AB, plati pre dlzky
usekov na strane AB

c1 = ‘AD‘ = k‘167 Cy = |EB| = kQC, C3 = |DE‘ = k‘3C,
takze
c=c +cy+c3=kic+ koc+ ksc= (k1 + ko + kg)c, odkial ki + ko + ks =1.

Z podobnosti trojuholnikov ABC' a EDC’ dalej vyplyva, ze velkost vysky z vrcholu C’
na stranu AB v trojuholniku ABC" je rovna k3., pricom v, je velkost visky z vrcholu C
v trojuholniku ABC'. Preto

1 1
Sapcr = e kyve = ky (§CUC> = ksS.
Analogicky Spcar = k1S a Scap’ = k2S. Pre obsah S’ Sestuholnika AC’ BA'C'B’ tak

plati
S" = Sapc + Spcar + Scap + Saper = (L+ k1 + ko + k3)S = 28.

Iné rieSenie. Oznaéme K, L, M stredy strdn AB, BC, C'A. Rovnolahlost so stre-
dom A a koeficientom 2 zobrazi trojuholnik M KO na trojuholnik CBA’ (obr.31),
preto Scpar = 4 - Syxo. Podobne Sacp =4 - Skro a Spacr =4 - Spayo. Odtial

Scpar +Sacp + Spacr =4+ SkrLm =S,
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a teda Sestuholnik AC'BA’C' B’ mé obsah 2S.

C

Obr. 31

Iné rieSenie. Ak je bod O totozny s taziskom T trojuholnika ABC (O = T), je tvrdenie
tlohy splnené, lebo Sa'pc = Srec, Sprca = Srca & Scrap = Srap (obr. 32).

Predpokladajme teraz, Ze bod O sa pohybuje vnutri trojuholnika U po priamke p
rovnobeznej so stranou BC. UkdZeme, Ze sa pritom obsah Sestuholnika AC'BA’C' B’
nemeni. Body A’, B’ a C’ leZia na rovnobezkach s priamkou p, preto sa nemeni obsah
trojuholnika A’ BC ani obsahy rovnobeznika BC'B'C’ a trojuholnika B'C’A (obr. 33).
Obsah Sestuholnika AC'BA’C'B’ teda od polohy bodu O na priamke p nezavisi. Po-
dobne moZno ukézat, Ze sa obsah Sestuholnika AC’ BA’C' B’ nemeni, ani ked sa bod O
pohybuje po rovnobezke so stranou AC.

Al

B/
A/
B
A B
——

c’ p
Obr. 32 Obr. 33

Lubovolny vnitorny bod O trojuholnika U pritom ziskame ako obraz faziska T
trojuholnika ABC' v zobrazeni zloZenom z dvoch posunuti, a to z posunutia v smere
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rovnobeznom so stranou BC' a z posunutia v smere rovnobeznom so stranou AC'. Preto
pre kazdy bod O vnutri trojuholnika & ma Sestuholnik AC’ BA’C B’ rovnaky obsah ako
Sestuholnik zodpovedajici bodu O = T, teda obsah 25, ¢o sme chceli dok4zat.

Iné rieSenie. Ozna¢me O’ Tubovolny vnutorny bod trojuholnika ABC'. Kedze obsah
skitmaného Sestuholnika je rovny stictu obsahov troch stvoruholnikov AC’BO', BA'CO’
a CB’'AQ’, bude tvrdenie tlohy zrejme platif, ak dokdZeme bod O’ vybrat tak, aby
vSetky tri spomenuté stvoruholniky boli rovnobezniky. Kedze

A+A B+B C+(C

0=— 2 2

maju body A’, B’, C’ vyjadrenia
A'=20-A, B'=20-B, C'=20-C,
takze potrebné rovnosti
A+B C'+0 B+C A+0" C+A B +0O
2 2 7 2 2 2 2

budi splnené prave vtedy, ked bod O’ bude mat vyjadrenie O’ = A + B + C — 20,
¢ize O' = 3T — 20, pricom T = (A + B + C) je fazisko trojuholnika ABC. Odvodend
rovnost zapisand v tvare O’ — T' = 2(T — O) znamena, ze zelany bod O’ je uréeny ako
obraz bodu O v rovnolahlosti so stredom T a koeficientom —2. V nej je v8ak obrazom

trojuholnika U pdvodny trojuholnik ABC, takze vnatorny bod O trojuholnika U sa
naozaj zobrazi na vnutorny bod O’ trojuholnika ABC, ako sme potrebovali dokéazat.

Iné rieSenie. (Podla Katariny Jasencdkoves.) Usetka B'C’ je obrazom tsecky BC
v stredovej simernosti, takze BCB’C" je rovnobeznik, a teda v posunuti o vektor CB
sa trojuholnik C' B’ A zobrazi na trojuholnik BC'D, kde D je obraz bodu A v tomto
posunuti. Podobne je rovnobeznikom aj AC' A’C" a kedZe vektory BD a C'A st zhodné
(prvy je obrazom druhého v posunuti o vektor CB), je trojuholnik AC’D obrazom
trojuholnika CA’B v posunuti o vektor CA (obr. 34).

Obr. 34

Body A’, B’, C' lezia vdaka polohe bodu O mimo trojuholnika ABC, preto je obsah
gestuholnika AC'BA'C'B’ rovnaky ako obsah Stvoruholnika ADBC, ktory ma v po-
rovnani s trojuholnikom ABC dvojnasobny obsah, pretoze vzhladom na konstrukciu
bodu D st trojuholniky ABC a BAD zhodné.
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A-1II-3

Najskor si uvedomme, ze s kazdou dvojicou (m,n) prirodzenych ¢isel, ktord tlohe
vyhovuje, jej vyhovuje aj dvojica (n,m). Preto modZzeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat, Zze m 2> n.

Ak prirodzené &islo A = (m + n)? deli prirodzené &slo B = 4(mn + 1), nutne plati

(m+n)? < 4(mn + 1), Cize (m—n)? <4.

Preto 0 £ m — n < 2. Nastane teda préave jedna z troch nasledujicich moZnosti:

> m =n, potom A = 4n2, B = 4n%? + 4 a A deli B préave vtedy, ked 4n? deli 4, teda
n = 1. Dostavame jedno rieSenie (m,n) = (1,1).

> m=n+1,potom A=4n?+4n+1, B=4n’+4n+4 = A+ 3. Cislo A deli B prave
vtedy, ked 4n? + 4n + 1 deli 3. Avsak pre kladné celé ¢isla n plati 4n? +4n+1 >
Z24+4+1=9, preto v tomto pripade nem4 tiloha rieSenie.

> m=n+2, potom A = 4n? + 8n + 4, B = 4n® + 8n + 4. Vidime, %e A = B, teda
kazda dvojica (m,n) = (n + 2,n) kladnych celych ¢isel je rieSenim zadanej tGlohy.

Zdver. Ulohe vyhovuje dvojica (1,1) a dalej (vzhladom na symetriu nezndmych m, n)

kazda z dvojic (k + 2,k) a (k,k + 2), pri¢om k je Tubovolné prirodzené ¢islo.

A-II-4

Oznacme steny kocky Sy, Ss, ..., Sg tak, ze stena S; je oproti stene Sg, stena Sy oproti
S5 a S3 oproti Sy. Cislo na stene S; oznaéme ¢;. Zrejme Iubovolny vrchol kocky patri
vzdy préave jednej stene z dvojice protilahlych stien. To znamen4, Ze sa v kazdom kroku

mé teda na konci platit ¢; = co = c3 = ¢4 = ¢5 = cg, CiZe aj
€1+ Cg=C2+¢5 =3+ Cy, (1)

musia byt scty ¢isel na protilahlych stendch kocky rovnaké uz na zaciatku (a zostant
rovnaké aj po kazdom kroku).

Ukézeme, ze podmienka (1) je zaroveii postacujica. Nech teda ¢isla na stenach kocky
spliiaju (1). OpiSeme postupnost krokov, po ktorych buda na vietkych stendch kocky
rovnaké cisla. Krok, v ktorom zvécsime cisla na stenach S;, Sj, Sp, oznacme K;jp,.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech ¢; = p je najvicsie zo Siestich ¢isel na kocke. Urobime
(p — c2)-krat krok kose a (p — c3)-krat krok ksse. Dosiahneme tak, Ze na stendch Si,
Sa, S3 budi rovnaké ¢isla p. Vdaka podmienke (1) je aj na stendch Sy, S5, Sg rovnaké
Cislo, ktoré oznacme ¢. Ak eSte neplati p = g, sta¢i uz len (p — ¢)-kréat urobit krok k456
(ak p > q), resp. (¢ — p)-kréat krok k123 (ak ¢ > p).

NaSou tlohou je teda uréit pocet takych mnozin M = {c1, ca, €3, ¢4, ¢5, ¢6} navzéjom
roznych prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati

cirt+cotcgt+cegt+c5+c=60 a c1+cg=co+cs=c3+cy.
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Odtial vyplyva 3(cq + ¢g) = 60, teda
c1+cg =co+cs =c3+cyg = 20. (2)

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme zrejme predpokladat, ze ¢; < ca < ¢3 < ¢g < ¢5 <
< cg, ¢ize (vzhladom na rovnosti (2))

1 <cy<cs3<1l0<cy <cy<cg.

Pritom ku kazdej trojici (c1, 2, ¢3) spliajiicej ¢; < ca < c3 < 10 zvysné &sla ¢y, s, cg
jednozna¢ne dopocitame z (2). Pocet vSetkych vyhovujicich mnozin M je teda rovny
poc¢tu réznych trojic prirodzenych éisel (cq, ¢, c3), ktoré spliaji ¢; < ¢3 < e3 < 10, ¢o
je

A-III-1

Stvoruholnik K BC'M je tetivovy prave vtedy, ked |<CM B| = |{CK B, ¢ize |{AKL| =
= |{AML]| (obr.35). Pritom Stvoruholnik AKLM je tetivovy prave vtedy, ked
|{AKL|+|£AML| = 180°. V skiimanom pripade preto musia byt vSetky Styri uvedené
uhly pravé, K a M st tak pity vysSok v trojuholniku ABC, ktory je teda ostrouhly,
a bod L je priesecnikom jeho vySok. Kruznica opisand stvoruholniku K BCM je Téa-
lesovou kruznicou nad priemerom BC' a kruznica opisana Stvoruholniku AK LM je
Téalesovou kruznicou nad priemerom AL.

C
M
L
A
A K B
Obr. 35

KruZnice opisané uvedenym stvoruholnikom st zhodné prave vtedy, ked st zhodné ich
priemery BC a AL. Ozna¢me velkosti vindtornych uhlov v trojuholniku ABC zvy€ajnym
sposobom «, 3, . Pravouhlé trojuholniky CK B a AK L st podobné, lebo pre ich uhly
pri zodpovedajicich vrcholoch C a A plati |[{BAL| = |{BCK| = 90° — 3. Zrejme
preto |BC| = |AL| plati prave vtedy, ked |[AK| = |CK]|, teda ked AKC je pravouhly
rovnoramenny trojuholnik.
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Vidime, ze trojuholnik ABC vyhovuje podmienkam tlohy prave vtedy, ked je ostro-
uhly s uhlom o = 45°. Pre ostré uhly 8 a v potom plati 8 + v = 135°.

Zdver. RieSenim st trojice uhlov («, 3,v) = (45°,45° 4+, 90° —¢), pricom ¢ € (0°,45°).

Pozndmka. Druht ¢ast rieSenia mozno zalozit aj na tvahe, Ze v zadani uvedené kruz-
nice s zhodné prave vtedy, ked obvodové uhly MAK a MCK nad ich spolo¢nou
tetivou MK (s vrcholmi v opa¢nych polrovindch uréenych priamkou M K) maja rov-
naku velkost. KedZe tieto uhly st vntitornymi uhlami pravouhlého trojuholnika AKC,
rovnaku velkost maja prave vtedy, ked o = 45°.

A-T1IT-2

Ukézeme, Ze danej rovnici vyhovuji préve tri trojice prvocisel (p,q,r), a to (2,3,5),
(5,3,3) a (7,5,2).

Dant rovnicu najskor upravime na tvar

(1+%)(1+§>(1+§) — 4.

KedZze 3% < 4 - 23, musi byt aspon jeden z troch ¢initelov na lavej strane upravenej

rovnice Vicsi ako % Pre prvocisla p, ¢, r tak nutne plati p < 2 alebo ¢ < 4 alebo

r < 6. Vzhladom na to, Ze neexistuje Ziadne prvo&islo mensie ako 2, zostava presetrit

nasledujtcich pat moznosti: ¢ € {2,3} a r € {2,3,5}. Ty teraz rozoberieme jednotlivo,

pritom uvazovant hodnotu ¢ ¢ r vzdy dosadime do danej rovnice, ktort potom (v obore

prvocisel) vyrieSime pre zostévajice dve nezname.

> Pre ¢ = 2 dostaneme (p + 1)(r + 3) = 2pr, odkial vyplyva r = 3+ 6/(p — 1), ¢o je
celé ¢islo len pre prvoéisla p € {2,3,7}. Im vSak prislachaja r € {9,6,4}, ktoré nie
su prvocislami.

> Pre ¢ = 3 dostaneme 5(p + 1)(r + 3) = 12pr, odkial vyplyva, ze p = 5 alebo r = 5.
Pre p = 5 dostaneme riesenie (5,3, 3) a pre r = 5 rieSenie (2, 3,5).

> Pre r = 2 dostaneme 5(p+1)(¢+2) = 8pgq, odkial vyplyva, Zze p = 5 alebo ¢ = 5. Pre
p = 5 nedostaneme Ziadne rieSenie v obore prvocisel, zatial ¢o pre ¢ = 5 dostédvame
tretie rieSenie danej rovnice, ktorym je trojica (7,5, 2).

> Pre r = 3 dostaneme (p+1)(¢+2) = 2pq, odkial ¢ = 2+4/(p — 1), ¢o je celé &islo iba
pre prvocisla p € {2,3,5}. Medzi prislachajicimi hodnotami ¢ € {6,4, 3} je jediné
prvodislo, pre ktoré dostédvame rieSenie (p, ¢, 7) = (5, 3, 3), ktoré uz pozname.

> Pre r = 5 dostaneme 2(p + 1)(q + 2) = 5pq, odkial vyplyva, Ze p = 2 alebo ¢ = 2.
Pre p = 2 dostdvame uz zndme rieSenie (2, 3, 5), zatial ¢o pre ¢ = 2 vychadza p = 4.

Iné rieSenie. Pre kazdé prvodcislo ¢ plati nerovnost g +2 < 2q. Pre prvodisla p a r tak
dostaneme nerovnicu 2(p + 1)(r 4+ 3) = 4pr, ktord upravime na tvar (p — 1)(r — 3) <
< 6. Kedze p—1 =2 1, musi byt r — 3 < 6, ¢ize r < 9. Odtial vyplyva, Ze nutne
r € {2,3,5,7}. Postupnym rozborom kazdej z tychto Styroch moZnosti dospejeme
(analogicky ako v predchadzajticom rieSeni) k trom trojiciam prvoéisel (p,q,r): (2,3,5),
(5,3,3) a (7,5,2), ktoré st jedinymi rieSeniami tlohy.
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Pozndamka. V obore kladnych celych ¢isel ma rovnica az 28 rieSeni, z toho 13 v obore

A-TII -3
a) Podla zadania plati (z +y)? = (12 — 2)? a 22 + y? = 54 — 22, teda

2zy = (x+9)? — (@2 +92) = (12— 2)2 — (54 — 22) = 2((z —6)2 + 9) (1)

0S(x—y)?=22+y* - 20y =54—22-2((—6)> +9) = -3((z —4)? —4). (2)

Z (1) vyplyva zy = ( —6)2 +9 2 9, z (2) nerovnost (z —4)? < 4, ¢ize 2 < z < 6. Preto
(2 —6)2 £ (2—-6)2 = 16, ¢o spolu s (1) déva zy = (2 — 6)? + 9 < 25. Vzhladom na
symetriu platia odvodené nerovnosti 9 < xy < 25 aj pre stdiny yz, zz namiesto xy.
b) Z danej ststavy rovnic dostdvame
(4+y+2)?— (@ +y*+22) 12254

Y + Yz +zr = 3 = 3

45.

Dalej plati

(z=3)(y=3)+(w=3)(z-3)+(-3)(x—-3) =
=ay+yz+ze—6(z+y+2)+27=45-6-12+27=0.

Odtial vyplyva, ze ¢isla x — 3, y — 3, 2 — 3 nemo6zu byt stcasne vSetky kladné, aspoii
jedno z ¢isel z, y, z je teda nanajvys 3. Podobne zo vztahu

(x=5)y—5+Wy—5)(:—5+(z—5)(z—5)=
=zy+yz+zz—10(x+y+2)+7=45—-10-12+75=0

vidime, ze éisla © — 5, y — 5, 2 — 5 nemodzu byt stiGasne vSetky zdporné, preto miniméalne
jedno z cisel z, y, z je aspon 5.

Iné rieSenie. Narocnejsi trik v ¢asti b) predoslého rieSenia mozeme nahradit dokazom
implikacit

(z>3)A(y>3)=2<3 a (x <B)A(y <5)=z>5.

Uvazujme kvadraticky trojclen F'(t) = (t — z)(t — y). Ak st oba jeho korene z a y
viicsie ako 3, plati F(3) > 0. AvSak podla zadania a (1) plati

0<FB)=32-3@x+y)+ay=9-312—2)+(2—6)>+9=(2—3)(z — 6).
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Z tejto nerovnosti a z odhadu z < 6 dokdzaného v Casti a) predoslého rieSenia tak

dostavame pozadovany odhad z < 3. Podobne, ak st obe ¢isla z a y mensie ako 5, tak
F(5) > 0. Av8ak podla zadania a (1) plati

0<F(5B)=5"-5(x+y)+ay=25-512—2)+(2—6)2+9=(z—2)(z—5).

Z tejto nerovnosti a odhadu z 2 2 dokdzaného v Casti a) predoslého rieSenia tak
dostavame pozadovany odhad z > 5.

Iné rieSenie. Vyriesime ¢ast b) geometricky. V kartezidnskej sistave suradnic s pociat-
kom O a osami z, y, z uréuje prvé rovnica rovinu o, ktora prechddza bodom S = [4, 4, 4]
a je kolmd na tsecku OS, zatial ¢o druhd rovnica je rovnicou gulovej plochy G(O,r =
= /54). Prienikom oboch ttvarov je kruznica k(S,p). Uréime najskor jej polomer
a priesecniky kruZnice s rovinou, podla ktorej st osi x a y simerne zdruZené.

Oznacme S, S, a S, kolmé priemety bodu S do stradnicovych osi x, y a z. Na obr. 36
je rez rovinou 0SS,. Plati |0S;| = 4v/2, |OS| = 41/3 (stenova a telesova uhlopriecka
kocky s hranou dlzky 4) a |OA| = v/54. Z pravouhlého trojuholnika OAS pomocou
Pytagorovej vety uréime ¢ = |SA| = v/6 a z podobnosti trojuholnikov SAU ~ 0SS
dostaneme |US| = 2 a |AU| = v/2. Odtial A = [5,5,2] a (vdaka symetrii podla S)
D =[3,3,6].

“A 9\
e
D BJ3,6,3]
[$\\Ab5m
P C[2,5,5 "
Sz ,,,,,,,,,, — - S [ il ] S
ip D[3,3,6 b F(6,3, 3]
L_ |
Ul A k E[5,2,5]
! |
! |
0 S, g :’y [5) >z
Obr. 36 Obr. 37

Analogickym rozborom pre roviny 0SS, a OSS, (alebo len cyklickou zédmenou,
ktortt mozno vzhladom k symetriu pouzit) najdeme ich priese¢niky s kruznicou k:

B=1[3,6,3, E=1[525 a C=[255, F=I633]

Néjdené body A, B, C, D, E, F rozdelujt kruznicu k na Sest oblikov (obr. 37 znézoriuje
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pohlad na kruznicu k v smere osi z), pre ktorych body zrejme plati:

[v,y,2] EAB = 2<2<3 5<y<6, 3<a<5,
[z,y,2] € BC = 2<2<3, 5<y<6, 3<z<5,
[v,9,2]€CD = 2<2<3, 55256, 3<y<5,
[v,y,2] e DE = 2<y<3, 5<2<6, 3<x<5,
[v,y,2] EEF = 2<y<3 5<2<6, 3<25<5,

[v,y,2] e FA = 2<2<3 5<2<6, 3<y<5.

Tym je v8ak tvrdenie b) dokazané.

Iné rieSenie. a) Dosadenim z prvej rovnice do druhej dostaneme

12 —y £ +/—3y% + 24y — 36
x = .
2

24y +ay—120—12y+45=0  a odtial

Preto —3y? + 24y — 36 > 0, takze 2 < y < 6. Dalej mame

22y = 12y — 3> &+ y\/—3y2 + 24y — 36.

Pripustme, Ze 2zy < 18. Potom 12y — 3% — y+/—3y2 + 24y — 36 < 18 ¢ize

0 < 12y — % — 18 < y/—3y2 + 24y — 36,

odkial po umocneni a tiprave dostaneme (y — 3)* < 0, ¢o vSak nie je mozné.
Podobne z nerovnosti 2zy > 50 by vyplyvalo

12y — % + y/ —3y2 + 24y — 36 > 50,

v/ —3y2 + 24y — 36 > y? — 12y + 50 > 0,

a po umocneni a tprave (y2 — 2y + 25)(y — 5)? < 0, ¢o tie# neplati.

Preto 9 < ay £ 25 a vzhladom na symetriu aj 9 S yz <25 a9 < 2z < 25.

b) Poloime z =4 +a,y=4+b,z=4+c. Potoma+b+c=0,a?+b>+c?=6.
Bez ujmy na v8eobecnosti mozeme predpokladat, ze |a| = |b] 2 |¢|. Potom ¢&isla a a b
maji opatné znamienka a a? > 2, preto |a| = v/2, a teda x < 4 — /2 < 3 alebo z >
> 44 /2 > 5. Z nerovnosti |b] < 1 by vyplyvalo || < 1, ale potom |a| £ [b] + || < 2
a a® + b% + ¢ < 6; preto |b| = 1. M67u teda nastat dva pripady:
> Ak a > 0, tak b < 0, teda b < —1; pretox >5a y < 3.
> Ak a<0,tak b>0,tedab=1;pretox <3ay=5.

A-III-4

Ak Adam nahradi koeficient pri linedrnom ¢lene, ziska trojélen az®+ (a + ¢)x +c, ktory
m4 dva rozne realne korene prave vtedy, ked je jeho diskriminant (a-+c)? —4ac = (a—c)?
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kladny. To nastane prave vtedy, ked a # ¢. V tomto pripade vysSie opisanym tahom
Adam zvifazi. Ak Adam nahradi koeficient pri absolitnom &lene, ziska trojclen ax? +
+ bz + (a+b), ktory mé dva rozne redlne korene prave vtedy, ked je jeho diskriminant
v —da(a +b) = (b(1+v2) + 2a) (b(v2 — 1) — 2a) kladny. Vzhladom na podmienky
tilohy to nastane prave vtedy, ked b(v/2 — 1) > 2a. Kedze diskriminant kvadratického
trojclena je symetrickd funkcia koeficientov pri kvadratickom a absolttnom ¢lene, na-
stane rovnakd situécia aj v pripade, ked Adam nahradi koeficient pri kvadratickom
Clene.

Zhrime uvahy z predoslého odseku. Ak a # ¢ alebo b > \/52_111 =2(v/2 + 1)a, moze

Adam svojim prvym tahom vyhrat.

Predpokladajme, #e a = ¢ a stéasne b < 2(v/2 + 1)a. Po Adamovi je na tahu Boris,
ktory bude nahradzat koeficienty jedného z trojélenov

a) az® + bz + (a + b) alebo (a + b)z* + bx + a, b) az?® + 2az + a.

a) Ak v tomto pripade nahradi Boris koeficient pri linedrnom ¢lene, dostane jeden
z trojélenov ax? + a(a + b)z + (a + b) alebo (a + b)2? + a(a + b)z + a, ktoré maji oba
diskriminant a?(a + b)? — 4a(a + b) = a(a + b) (a(a + b) — 4), ktory je vzhladom na
podmienky a = 2, b = 2 kladny. Preto Boris tymto tahom zvitazi.

b) Ak Boris nahradi koeficient pri linedrnom ¢lene, dostane kvadraticky trojélen
az® + a’x + a, ktory ma dva reélne korene prave vtedy, ked je jeho diskriminant a* —
—4a% = a*(a + 2)(a — 2) kladny. Vzhladom na podmienky tlohy to nastane préve
vtedy, ked a > 2. Keby Boris v pripade a = 2 nahradil koeficient pri kvadratickom
alebo absoltitnom élene, zanechal by Adamovi jeden z trojélenov 822 + 4x + 2 alebo
222 + 4z + 8. Z tvah v prvom odseku vyplyva, Ze v takom pripade by zvitazil Adam.
Preto v pripade a = 2 musi Boris, aby neprehral, nahradit koeficient pri lineArnom
¢lene, a zanechd tak Adamovi trojélen 222 + 4z + 2.

Z odsekov a) a b) vyplyva: Ak Adam nemoze zvitazit prvym fahom, méze svojim
tahom zvitazit Boris prave vtedy, ked a # 2. V pripade a = 2 svojim prvym tahom
Boris neprehra, len ak po fom zaneché trojélen 22 + 42 + 2.

Zatial teda nepozname vitazni stratégiu niektorého z hracov, ak po prvom Borisovom
tahu zostane trojclen 222 + 4a + 2. Z predoslych tvah vyplyva, Ze Adam neprehra, len
ak nahradi koeficient pri linedrnom ¢lene, takze zanecha stperovi rovnaky trojclen. Na
tento trojélen musi Boris, aby neprehral, reagovat nahradou koeficientu pri linedrnom
Clene, teda aj on zanechd rovnaky trojclen a hra v tomto pripade nemé pri spravnej hre
oboch hracov vitaza.

Zdver. Pre trojélen az? + bx + ¢ plati:

> Ak a # c alebo b > 2(v/2 + 1)a, ma vitazna stratégiu Adam a moze prvym fahom
vyhrat.

b Ak a=c>2ab< 22+ 1)a, ma vitazni stratégiu Boris a moéze svojim prvym
tahom vyhrat.

> Ak a = ¢ = 2 ab < 2(vV2 + 1)a, musia obaja hradi, aby neprehrali, v kazdom
tahu zanechat trojclen 222 4 42 + 2. V tomto pripade Ziadny z hracov nem4 vitazni
stratégiu.
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A-III-5

Ak je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladriou AB, lezi celd tse¢ka OV na

C
E
14
o
Ya
A P D B
V/
Obr. 38

priamke EP a tvrdenie plati trividlne. V dal$ich tvahach teda moZeme predpokladat,
ze |AC| # |BC|, ¢ize priamky CV, CO nie st totozné.

Je zname, ze bod V’ stimerne zdruzeny s priese¢nikom vySok V podla strany AB
uvazovaného trojuholnika ABC' lezi na kruznici tomuto trojuholniku opisanej, preto je
bod P stredom tsecky V'V’ (obr.38). Trojuholnik CV’O je rovnoramenny s hlavnym
vrcholom O, a kedze stred E usecky CD je stcasne stredom kruznice opisanej pra-
vouhlému trojuholniku C'PD s preponou CD, je aj trojuholnik CPE rovnoramenny.
Oba rovnoramenné trojuholniky CV'O a CPE st pritom rovnolahlé (so stredom
rovnolahlosti v bode C) — zhoduju sa totiz v spolofnom uhle pri zdkladni a body
C, P, V' lezia na jednej priamke rovnako ako body C, E, O. Preto PE || V'O.

Kedze P je stredom strany V'V’ trojuholnika V'OV, lezi na priamke PFE stredné
priecka tohto trojuholnika, ktora je rovnobezna s jeho stranou V'O. Priamka PE teda
pretina tsecku OV v jej strede, ¢o sme chceli dokazat.

Iné rieSenie. Ozna¢me S stred tsecky OV a A’, B, C’ postupne stredy stran BC, C' A,
AB. Bod O je zrejme ortocentrom ostrouhlého trojuholnika A’B’C’, ktory je podobny
s trojuholnikom ABC. Preto O lezi vnutri trojuholnika A’B’'C’ a bod FE lezi vnutri
usecky OC (na jej priese¢niku s prieckou A’B’). Kedze S lezi vnutri tsecky OV a P lezi
mimo usec¢ky C'V (obr.39), na dokaz toho, ze body P, S, E lezia na jednej priamke,
sta¢i podla Menelaovej vety aplikovanej na trojuholnik VOC ukézaf, ze sucin

Vs| |0E| |CP]
= B el P (1)
50| " |EC| " [VP|

je rovny 1. AvSak |V S| = |SO| a ak ozna¢ime P’ piitu kolmice spustenej z bodu O
na prie¢ku A’'B’, z podobnosti trojuholnikov ABC a A’B’C’ méme |CP| : |[VP| =
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= |C'"P’'| : |OP’| (kedze O je ortocentrom trojuholnika A’B’C"). Navyse |EC| = |DE|,
takZe po dosadeni do (1) dostavame

|OE| [C"P|
|DE| " jOPT —

Posledna rovnost plati vdaka tomu, Ze bod O deli kazdu tise¢ku majicu jeden krajny
bod na strane AB a druhy na priecke A’B’ (rovnobeznej s AB) v rovnakom pomere,
t.j. |OE|: |DE| = |OP'| : |C'"P'|.

B/

Sy

Iné rieSenie. Zvolme v rovine kartezidnsku stradnicovi stistavu s poc¢iatkom v bode P,
a s z-ovou osou totoznou s priamkou AB. Teda P = [0,0] a pre vhodné a < 0, b > 0
a c> 0 plati A = [a,0], B = [b,0], C = [0,c]. Postupne Jahko vypoéitame stradnice
bodov V, O, D, E a stredu S tsecky VO (zrejme vetky menovatele st nenulové):

ab a+b ab+c? 2(a+0b)
V_{()?_?}’ 0_{ 2 7 2 }’ D_{@—ab’oy
2 2 _
Eo c(a—&—b)’c 7 g_ a—&—b’c ab .
2(c? —ab)’ 2 4 4c

Overenie, ze S lezi na priamke PF, sa tak redukuje na overenie trividlnej identity

Ala+d) ¢ _atb E—ab
20c2—ab) "2 4 " de
A-TIT-6

Ukézeme, Ze jedind funkcia f, ktora spliia podmienky tlohy, je

fla) =1+ 1.
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Zo zadania vyplyva, ze f(y) # 0 pre kazdé y > 0, teda

1
(=) :f(m)*m~ (1)

Ozna¢me f(1) = a > 0. Volbou z = 1, resp. y = 1 v rovnici (1) postupne dostaneme

1

F(H6) = f) = —s =a=—s (YY) 2
flar)=f@) - - (weRY). 3
Volbou z = 1 v rovnici (3) obdr#ime
fla)=F(1) = 2 =a- . @
Volbou z = a v rovnici (1) a pouzitim (4) dostaneme
F@f@) =Fla) - —=a—r - —m (e RY),

ay f(y) a ayf(y)

zatial ¢o pomocou vzfahov (3) a (2) mozeme lavi stranu predoslej rovnice upravit na

tvar
1 1 1

f(af(y)):f(f(y))—mza—yf(y) YO

Porovnanim pravych stran predoslych dvoch rovnic vypocitame

ﬂw:1+3§1 (y € RY). (4)

Ak teda existuje rieSenie danej rovnice, musi mat tvar (4). Dosadenim do rovnice
v zadani a ndslednou tpravou zistime, Ze pre vSetky kladné redlne x a y méa platit
(a — 1)2 = 1. Vzhladom na predpoklad a > 0 plati tdto rovnost prave vtedy, ked a = 2.
Tymto krokom sme zaroven urobili skisku spravnosti ndjdeného riesenia.






Pripravné sastredenia pred IMO a MEMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiadou (IMO) a stredoeurdpskou mate-
matickou olympiddou (MEMO) sa kazdorofne kond jedno vyberové a jedno pri-
pravné ststredenie pre najlepsich riesitelov celostatneho kola kategérie A (CKMO). Od
55.ro¢nika MO sa navyse kazdoro¢ne kona aj spolo¢né pripravné sustredenie ceského
a slovenského IMO-druzstva.

Po vyberovom sustredeni SKMO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentac-
ného druzstva Slovenska pre IMO a ur¢i jedného ndhradnika. Spomedzi tych, ktori
sa nedostali na IMO a ziroven nie st v maturitnom ro¢niku (t.j. maji moznost
sutazit v MO aj nasledujtci $kolsky rok), vyberie SKMO najlepsich 6 Studentov do
druzstva pre MEMO. Na vyberovom sustredeni pred IMO sa ztcastnilo 18 sttaziacich,
najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategdrie A. Ststredenie sa konalo v diioch
13.-20.4. 2011 v Bratislave. Ulohy zadéavali lektori prevazne z FMFI UK Bratislava:

RNDr. Jan Mazadk, Robert Toth, Glohy 1 — 4,

Jakub Konecény, Mgr. Peter Novotny, PhD., Filip Sladek, tlohy 5 — 7,
RNDr. Tomas Jurik, PhD., Mgr. Martin Kollar, PhD., Glohy 8 — 11,
Miroslav Baldz, Peter Csiba, Tomd$ Kocdk, Glohy 12 — 15,

Michal Hagara, Mgr. Richard Kolldr, PhD., tlohy 16 — 18.

Kazdy den studenti riesili sériu troch ¢i Styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodindch sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stuistredenia sa ziskané body za jednotlivé dni s¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO boli vybrané Sest¢lenné druzstva pre tcast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Martin Vodicka 67,5 Ondrej Kovac 24.5
Natalia Kardskova 37,5 Dadvid Hvizdos 22,5
Michal Toth 32 Vladimir Macko 22,5
Maridn Horndk 31,5 Boris Vavrik 22,5
Miroslav Stankovi¢ 31,5 Matej Balog 20,5
Matus Stehlik 30 Sonia Galovicova 20,5
Jdn Hozza 29,5 Matej Molndr 15

Viktor Lukdcek 29 Kldra Fickovd 14

Pavol Gurican 25,5 Tomds Gonda 9
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Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Martin Vodicka 108,5 10. Ddavid Hvizdos 47,5
2. Maridn Horndk 69,5 Boris Vavrik 47.5
3. Natdlia Kardskova 68,5 12. Viktor Lukacek — 47
4. Michal Toth 56 13. Viadimir Macko 46,5
Matus Stehlik 56 14. Sona Galovicova 43,5
6. Ondrej Kovdc 54,5 Matej Balog 43,5
7. Jan Hozza 51,5 16. Kldra Fickovad 34
8. Miroslav Stankovi¢ 50,5 Matej Molndr 34
Pavol Gurican 50,5 18. Tomds Gonda 26

Pripravné sustredenie sa konalo v ditoch 29.5.-3.6. 2011 v Bratislave. Ststredenie
bolo zamerané obzvlast na pripravu reprezentaénych druzstiev na IMO a MEMO.
Lektormi boli studenti a ucitelia z FMFI UK Bratislava:

Mgr. Peter Novotny, PhD. (nerovnosti, geometria),
Mgr. Richard Kolldr, PhD. (algebra),

Filip Sladek (tedria ¢isel),

Tomds Kocdk (geometria),

Peter Csiba (kombinatorika).

V poradi Sieste spolo¢né sustredenie ¢eského a slovenského IMO-druzstva sa usku-
tocnilo v ditoch 12.-17.6. 2011 v CR v Uherskom Hradisti v regionalnom vzdeladvacom
stredisku Eduha. Stustredenie sa uskutocnilo pod zastitou Spole¢nosti Otakara Bortvky
a bolo finan¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj ¢eskym) Studentom robili Mgr. Peter Novotny, PhD. a Tomas Kocdk
z FMFI UK Bratislava. Odborné prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Sim$a, CSc., MU AV CR, Brno (tedria ¢isel),

RNDr. Pavel Caldbek, PhD., PF UP, Olomouc (funkc. rovnice a iné algebraické 1l.),

Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svrcek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetickd planimetria).

Zadania sataznych aloh vyberového sistredenia pred IMO

1. Najdite vSetky koneéné mnoziny S bodov v rovine s nasledujiicou vlastnostou:
pre kazdé tri body A, B, C' z mnoziny S existuje bod D z mnoziny S taky, ze
body A, B, C, D st vrcholmi rovnobeznika.

2. a) Dokdzte, Ze mnozinu celych ¢isel vieme rozlozit na dve disjunktné podmno-

ziny A a B tak, ze kazdy prvok z A sa da vyjadrif ako stéet dvoch roznych
prvkov z B a kazdy prvok z B sa da vyjadrit ako stdet dvoch rdoznych prvkov

z A.
b) Rozhodnite, ¢ je mozné rozlozit mnozinu celych éisel na 2011 po dvoch
disjunktnych podmnozin A;, Ao, ... , Agp11 s nasledujicou vlastnostou: ak i, j €

€{1,2,...,2011} ai # j, tak kazdy prvok mnoziny A; vieme vyjadrit ako stcet
dvoch réznych prvkov z mnoziny Aj;.
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. Dany je ostrouhly rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladiiou BC. Pre

bod P leziaci vnutri trojuholnika ABC' ozna¢ime postupne M a N priesecniky
kruZnice so stredom A a polomerom |AP)| so stranami AB a AC'. Najdite bod P,
pre ktory je sufet |[M N| + |BP| + |C'P| minimalny.

. Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD. Polpriamky C'B a DA sa pretinaju

v bode P, polpriamky AB a DC' sa pretinaji v bode Q. Stredy uhloprie¢ok
AC a BD oznagime L a M (v tomto poradi). Nakoniec K nech je ortocentrum
trojuholnika M PQ. Dokazte, ze body P, @), K, L lezia na kruZznici.

. Najdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré existuje n-tica roéznych priro-

dzenych ¢isel {s1, s2,...,5,} takd, Ze

1 1 1 42
1-——)1=—=(1=-—= )=
( 51>( 52> ( sn> 2010

. Ozna¢me QF mnozinu vietkych kladnjch raciondlnych &isel. Uréte vetky funk-

cie f:QT — QT také, ze pre Iubovolné x,y € QT plati

F((f@)?y) =2° fay).

. Dany je konvexny pituholnik ABCDE, pricom BC || AE, |AB| = |BC|+|AE)|

a |[£ABC| = |£CDE]|. Nech M je stred tsecky CE a O je stred kruznice
opisanej trojuholniku BC'D. Dokéite, ze ak | DMO| = 90°, tak 2|4 BDA| =
=|LCDE|.

. N&jdite vsetky konecné rasttice aritmetické postupnosti prvocisel, v ktorych je

. Dané je prirodzené ¢islo n 2> 2. Stvorec je rozdeleny na n x n §tvoréekov. Dva

protilahlé rohové Stvorceky su zafarbené na erno. Operdciou nazveme pre-
farbenie vSetkych stvoréekov jedného riadku alebo jedného stlpca na ,opaéna“
farbu. Kolko najmenej bielych $tvoréekov musime najprv zafarbit na ierno,
aby bolo potom mozné tymito operdciami zaciernit cely $tvorec n x n?

Nech H a O st postupne ortocentrum a stred opisanej kruznice k trojuholnika
ABC. Priamky AH a AO pretinaja kruznicu k& postupne v bodoch M a N
(roznych od A). Oznaéme P, @, R postupne prieseéniky priamok BC a HN,
BC a OM, HQ a OP. Dokazte, ze AORH je rovnobeZznik.

Dokézte, 7e pre kladné redlne &sla a, b, ¢ splitajice 1/a + 1/b+ 1/c = 1 plati
nerovnost

Va+be+ vVb+ac+ Vet ab = Vabe + Va+ Vo + Ve

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik a nech D, E a F' s postupne piity vySok
na strany BC, AC' a AB. Nech P je priese¢nik kruznice opisanej trojuholniku
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ABC' a priamky EF. Priamky BP a DF sa pretinaju v bode Q. Dokazte, ze
|AP| = |AQ|.

V senéte je 51 senatorov. Sendtorov potrebujeme rozdelit do n vyborov. Kazdy
senétor neznasa prave troch inych senatorov. Ak senator A neznésa sendtora B,
neznamené to nevyhnutne, Ze aj senator B neznésa senatora A. Najdite naj-
mensie n, pre ktoré je vzdy mozné rozdelit senatorov do vyborov tak, Ze vSetci
senatori v jednom vybore sa navzijom znasaju.

Najdite vSetky redlne funkcie f také, ze pre vSetky realne ¢isla x, y plati rovnost
f@® +ay+ f(y) = (@) + 2 f(y) +y.

Nech m a n st prirodzené ¢&sla a nech d je ich najvicsi spoloény delitel. Dalej
nechx=2"-1lay=2"+1

a) Ak m/d je neparne, dokézte, ze najvicsi spoloény delitel z a y je 1.

b) Ak m/d je parne, najdite najvicsi spoloény delitel = a y.

Dany je konvexny pétuholnik ABCDE, v ktorom |DC| = |DE| a |[{DCB| =
= |{DEA| =90°. Nech F je bod vo vnutri strany AB, pre ktory plati |AF]| :
: |BF| = |AE| : |BC|. Dokézte, ze |{FCE| = |{ADE| a |{FEC| = |{BDC|.

Urcte najmensie prirodzené cislo n také, ze existuju celé ¢éisla x1,xa, ..., 2,
pre ktoré plati
o34 ad . 42 = 20022011,

V skatuli st jednofarebné gule n roznych velkosti a n roznych farieb. Viete, Ze
ak v skatuli nie je gula farby F' a velkosti V, potom celkovy pocet gul v skatuli,
ktoré maju velkost V alebo farbu F, je aspoii n. Dokazte, Ze v Skatuli je aspori
n2/2 gal. Méze byt ich pocet presne n?/2?



11. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zavereénej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po 11. krat pripravné stretnutie
medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Stifaze sa zucastnili Sestice tvo-
rené Studentmi, ktori si vybojovali vo svojich krajinach ucast na 52. IMO v Holandsku,
resp. nahradnikmi.

Podujatie sa uskutoénilo 19.-22.6. 2011 v Polsku v kralovskom meste Krakov.
Organizdcia a priebeh sttaze zostali nezmenené z predchadzajucich ro¢nikov — je
prisposobena stylu celostatneho kola nasej MO a podmienkam IMO. Sttaziacim boli
pocas dvoch dni predlozené dve trojice sitaznych tloh, pricom za kazda spravnu tlohu
mohli ziskat najviac 7 bodov, t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazda
trojicu tloh mali sttaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého casu.

Opravu rieseni zabezpecila medzindrodna porota, ktora tvorili RNDr. Pavel Calabek,
PhD. , RNDr. Karel Horak, CSc., a doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. z Ceskej republiky,
dr. Jerzy Bednarczuk, Mgr. Michat Pilipczuk a Mgr. Andrzej Grzesik z Polska, a Peter
Csiba, doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. a Mgr. Peter Novotny, PhD. zo Slovenska.

V budiicom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoc¢ni na Slovensku.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.13.[4.]5.]6.[>
1. | Tomasz Ciedla Polsko 6747|7031
Martin Vodicka Slovensko |7 |77 |3|7/|0|31
3. | Maciej Duleba Polsko T171710]7]0(28
Anh Dung Le Ceskdrep. |77 [7(0|7|0|28
Teodor Jerzak Polsko 71710(7]0]7(28
6. | Filip Borowiec Polsko 7T|7|16]6|1|0]27
7. | Damian Orlef Polsko T1712]711]0]24
8. | Stépan Simsa Ceskdrep. |7|/7(0[2]0]|0 |16
9. | Tomas Zeman Ceskdrep. |7|7(0]0[1]0|15
10. | Michael Bily Ceskdrep. |7|7]10[0|0|0 |14
Marian Horndk Slovensko |[7|7]0/0[0[0 |14
Jdn Hozza Slovensko |7 |7[0[0]|0/|0]|14
Matus Stehlik Slovensko | 7|4(0|2|1|0|14
Michal Toth Slovensko |[7|7]0|/0{0[0 |14
15. | Lubomir Grund Ceskdrep. |7/6[0[0|0|0 |13
Ondrej Kovdé Slovensko |76 [0/0|{0|0 |13
17. | Wojciech Porowski | Polsko 7/0/0[5/0|0]12
18. | Miroslav Koblizek |Ceskdrep. |0|0[0[2]1]|0] 3
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Stat 1.]2.]3.]4]5.]6.] >
Ceskdrep. [35[34[ 7[4[9]0] 89
Polsko 41(35(19(32]16| 7 | 150
Slovensko |42 38| 7 |5 | 8 | 0|100

Zadania aloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Nech a, b, c st kladné redlne ¢isla také, ze a® < be. Dokézte, ze b® + ac? > ab(a + c).
(Pavel Novotny )

Uloha 2.

Na tabuli je napisanych n nezapornych celych éisel, ktorych najviacsi spoloény delitel je
1. V jednom kroku mozeme zotriet dve také ¢éisla x, y, Ze x = y a nahradit ich dvojicou
&isel x — y, 2y. Urcte, pre ktoré n-tice povodnych ¢isel moézeme dosiahnut stav, ked
medzi éislami na tabuli bude n — 1 nal. (Polsko)

Uloha 3.

Body A, B, C, D lezia v tomto poradi na kruznici, pri¢om AB }f CD a dlzka obliika AB,
ktory obsahuje body C, D, je dvakrat viicsia ako dlzka obluka CD, ktor§ neobsahuje
body A, B. Nech E je taky bod v polrovine ABC, ze |AC| = |AE| a |BD| = |BE|.
Dokazte, ze ak kolmica z bodu E na priamku AB prechadza stredom oblika CD
neobsahujiceho body A, B, tak |[{ACB| = 108°. (Toméas Jurik)

Uloha 4.
Mnohoélen P(z) s celo¢iselnymi koeficientmi spliia nasledujiicu podmienku: Ak pre
mnohoé¢leny F(z), G(z), Q(z) s celo¢iselnymi koeficientmi plati

tak aspoii jeden z mnohoclenov F(x), G(x) je konstantny. Dokazte, Zze P(z) je kon-
Stantny mnohoclen. (Polsko)

Uloha 5.
V konvexnom $tvoruholniku ABCD ozna¢me M, N postupne stredy stran AD, BC.
Na strandch AB a C'D st postupne zvolené také body K a L, ze |[{MKA| = |[{NLC|.
Dokazte, ze ak priamky BD, KM, LN prechadzaja jednym bodom, tak

|{KMN| = |4£BDC| a |{LNM| = |{ABD|.

(Polsko)
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Uloha 6.
Nech a je Tubovolné celé ¢islo. Dokazte, ze existuje nekonecne vela prvocisel p takych,
ze

pln*+3 a plm®—a

pre nejaké celé ¢isla n, m. (Polsko)

RieSenia nloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Séitanim troch AG-nerovnosti

4ab 4 b2+ 2c%a = 7a’be,
4b%c+ a + 2a3b = Th3ca,
4c3a + a®b + 2b%¢ = 7ctab

dostaneme
a®b + b3c + ta = a?be + b2 ca + Pab. (1)

Z predpokladu a? < be vynasobenim ab vyplyva b?ca > a3b, ¢o spolu s (1) déva

e+ cda > a’be+ Pab Cize b+ ac > abla+ ).

Iné rieSenie. Podla AG-nerovnosti a danej nerovnosti plati

%b?’ + %ac2 > Vb8a3c8 = bevadbe > abe,
%bs + %ac2 > V%2t = bV a2bict > a?b.

Ich s¢itanim ziskame hladany odhad.

Uloha 2.
Odpoved. Sucet danych ¢éisel musi byt mocnina ¢isla 2.

Predpokladajme, ze dané ¢isla nie st vSetky nulové. Ozna¢me S ich celkovy sucet
a D ich najvicsi spolo¢ny delitel. Na zaciatku je D = 1, zatial ¢o na konci by malo byt
D = S, pritom stucet S vSetkych ¢isel na tabuli sa nemeni.

Po kazdom opisanom kroku sa aktuélna hodnota D bud nezmeni, alebo narastie na
dvojnéasobok. To vyplyva z toho, Ze bud nsd(x — y,2y) = nsd(z — y,y) = nsd(z,y),
alebo nsd(z — y,2y) = 2nsd(z — y,y) = 2nsd(z, y). Vzhladom na to, Ze nsd(a,b,c) =
= nsd(nsd(a, b), ¢), lahko uvedeny postreh rozirime na najvicsieho spolo¢ného delitela
vSetkych ¢isel na tabuli. Ak teda zostane nakoniec na tabuli jediné nenulové ¢islo, musi
tym ¢&islom byt mocnina dvoch.

Ak je naopak S mocninou ¢isla 2, ukdZeme, ako postupovat, aby sme dostali
n — 1 nal. ZapiSme vSetky ¢isla na tabuli v dvojkovej sustave. Ak st na tabuli eSte
aspon dve nenulové ¢isla, vezmeme dve z nich, ktorych zapis kon¢i najmensim poc¢tom
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nal (také ¢isla st aspon dve, kedze celkovy sicet je mocnina dvoch). Po opisanej operécii
namiesto nich zrejme dostaneme dve ¢isla, ktoré maju na konci aspoi o jednu nulu viac.
Je teda jasné, Ze po koneénom pocte krokov musime skoncit tym, Ze na tabuli bude
jediné nenulové ¢islo.

Uloha 3.
Najskér sformulujeme a dokdzeme pomocné tvrdenie.

Lema. Dané st kruznice I'y, I's pretinajice sa v bodoch K, L, pri¢om stred Ss kruznice
Iy lezinaly. Ak M €Ty (M # K, L) a priamka KM pretina I's v bode N (réznom
od K), tak [MN| = |ML)|.

Doékaz. Ak M = Sy, tvrdenie lemy je trividlne. Zaoberajme sa len pripadom M # Ss.
Najskor dokazeme, ze priamka M Ss je osou uhla NM L.

Ak M lezi na obliku KL neobsahujicom Sy (obr.40a), tak uhly K MSs, SoML sa
obvodovymi uhlami nad zhodnymi tetivami So K, SoL, teda maji rovnakt velkost. Ak
M lezi na obliku K L obsahujticom Ss, moéZeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat,
ze lezi na obluku S>L neobsahujiucom bod K (obr.40b). Potom s vyuzitim tetivovosti
Stvoruholnika K So ML méme |£SoMN| = 180° — |£SoMK| = 180° — |£SoLK| =
=180° — |£SoKL| = |£SaML].

NK

K
Iy Al

Fl Fl

Iy

i

L
Obr. 40a Obr. 40b

Uvazujme osovii simernost podla osi M S5. V nej sa kruznica I'y zobrazi sama na seba
(lebo jej stred lezi na osi simernosti). Priamka ML sa zobrazi na priamku M N (lebo
M S5 je osou uhla NML). Takze mnozina M LNT5 sa zobrazi na mnozinu MN NTy =
= {K,N}. Kedze L € ML NT5, musi sa L zobrazit na K alebo N. AvSak okrem
pripadu, ked M S5 je priemerom I'y, priamky KL a M Sy nie st navzajom kolmé, teda

L sa nemoze zobrazif na K a musi sa zobrazit na N, odkial |[ML| = |M N|. Pripad,
ked M Sy je priemerom I'y, nemusime brat do uvahy, kedze vtedy M K je doty¢nicou
kruznice 'y, ¢iZe ju nepretina v dalsom bode N # K. O

Oznacéme S prieseénik kolmice na AB vedenej cez E a oblika C'D. Nech k; je kruznica
so stredom A prechddzajica bodom C' a ks je kruznica so stredom B prechadzajica
bodom D. Kruznicu opisant tetivovému $tvoruholniku ABCD ozna¢me k. Priamka
SC pretina kruznicu k; v ¢’ a priamka SD kruznicu ke v D'. Nech kN k; = {C,C"},
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kN ke = {D, D"}. Priese¢nik kruznic ki, ko rozny od E ozna¢me E’. Sporom dokdzeme,
7eC"=D"=F'

Bod S lezi na chordale kruznic ki, ko, preto z jeho mocnosti k tymto kruzniciam
mame |SC|-|SC'| = |SD| - |SD’|. Podla zadania |SC| = |SD], takze aj |SC’| = |SD’|.
S vyuzitim pomocnej lemy potom mame |SC”| = |SC'| = |SD'| = |SD"|.

Ak by C”, D" boli rdzne body, trojuholnik SD”C” by bol rovnoramenny a jeho
vys$ka z vrcholu S by prechadzala stredom kruznice k. Stvoruholnik CDD”C" (resp.
CDC"D") by bol rovnoramenny lichobeznik (|SC| = |SD|). Body A, B sa vak daju
urdit ako prieseéniky osi useciek CC”, DD" s kruznicou k, takze aj ABCD by bol
vzhladom na symetriu rovnoramenny lichobeznik, ¢o je v spore s predpokladom AB }t

¥ CD.

Obr. 41

Oznaéme [£DE'S| = |4SE'C| = a a |[{AE'D| = . Potom [£CE'B| = 2a — 3,
pretoze oblik AB je dvakrat dlhsi ako oblik CD (obr.41). Z rovnosti |[BD| = |BE'|,
|AC| = |AE'| vyjadrime velkosti uhlov v trojuholniku ABE":

2a+ 3 =|LAFE'C| = |{ACE'| = |{ABE'|,
4a— B =|4BE'D| = |{BDE'| = |{BAF'|.
Odtial
180° =2a+ S+ 4a — B+ 4o = 10cr, Cize o = 18°
a |[{ACB|=180° — |[{AE'B| = 180° — 4a = 108°.
Uloha 4.
DokéZeme tvrdenie tlohy sporom. Predpokladajme, Ze P nie je konstantny, a uvazujme

najskor pripad, ked je mnohoélen P linedrny, teda P(z) = ax + b pre nejaké a,b € Z,
a # 0. Vezmime Q(z) = ax? + (b+ 1)z, potom

P(Q(2)) = a(az® 4+ (b+ 1)x) + b= a®2® + a(b+ 1)z + b = (ax + b)(ax + 1)

je rozklad mnoho¢lena P(Q(z)) na sGéin dvoch nekonstantnych mnohoélenov az + b
a ax + 1, ¢o odporuje predpokladu tlohy.
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Ak je stupefi mnohoélena P aspoti 2, teda P(x) = a,2" +an,_12" "1+ -+ a1z +ay,
pricom n > 1 a a,, # 0, vezmime mnoho¢len Q(x) = P(x)+ . Pre mnohoclen P(Q(x)),
ktory ma stupeii n? > n, plati

P(Q(z)) — P(z) = P(P(z) + ) — P(x) = Z ai((P(l‘) + ) — a:z)
i=0

Z rovnosti a'—b' = (a—b) (a1 +a’"2b+...+b"1) vSak vyplyva, ze kazdy z mnohoclenov
(P(z)+x)*—2' je delitelny mnohoc¢lenom P(z). Preto aj mnohoélen P(Q(x)) je delitelny
mnoho¢lenom P(z). To vedie opiét k sporu, pretoZe stupeii mnohoclena P(Q(z)) je

P(Q(z)). Tym je tvrdenie dokdzané.

Uloha 5.

Oznac¢me P stred uhlopriecky BD a @ prieseénik priamok BD, KM a LN. Bez ujmy
na vseobecnosti predpokladajme, Ze bod B lezi medzi bodmi @ a D (obr.42). Kedze
PM a PN st stredné priecky trojuholnikov ABD a DCB, je PM || AB a PN || CD.
TakZe |[{PNL| = |[ANLC| = |AMKA| = |{KMP|, ¢o znamend, ze body P, M, Q,
N lezia na jednej kruznici. Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou NQ@Q tak vyplyva

D

Obr. 42

|[{KMN| = |£4QMN| = |{QPN| = |{BDC|. Podobne vychddza |[{LNM| = 180° —
— QN M| = 180° — |£QPM| = |{MPD| = |{ABD|.

Uloha 6.

Tvrdenie najskor dokdZeme pre a = 0. Vtedy mé druhd podmienka tvar p | m3, takze
je splnena pre kazdé prvocislo p volbou m = p. Stadi teda dokézat, ze medzi delitelmi
¢isel n2+3 (n € Z) je nekoneéne vela prvoéisel. Pripustme, ze vietkych takych prvoéisel
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je naopak konecne vela, a ozna¢me ich py, pa, ..., p. Cislo (3pipa...pr)% +3 =
= 3(3p3p3 ... p?2 + 1) viak méa netrividlneho delitela 3p3p3 . . . p2+1, ktory nie je delitelny
ziadnym z prvocisel p1, p2, ..., pr, a to je spor.

Teraz tvrdenie dokazeme pre a # 0. Z rovnosti

(9a2k%)? + 3 = 3(27a*k® 4+ 1)

(9a®k*)? — a = a(3%a3k*? — 1) = a(27a*k® — 1)(27a*k5 + 1)

vyplyva, Ze pre kazdé celé k je ¢islo 27a*k® 41 spoloénym delitelom &isel n?+3 a m?® —a,
pricom n = 9a?k® a m = 9a3k*. Stadi teda dokazaf, ze pre Iubovolné dané a medzi
delitelmi &fsel 27a*k% + 1 (k € Z) existuje nekonec¢ne vela réznych prvoéisel.

Predpokladajme naopak, Ze takych prvodcisel je len kone¢ne vela, a ozna¢me ich p1,
P2y ..., Pr. Pre k= p1pa...p,.+ 1 je viak zrejmé, ze ¢islo 27a*k% 41 > 1 nie je delitelné
Ziadnym z prvodisel p1, pa, ..., pr. M4 teda dalsicho prvoéinitela p ¢ {p;:1 < i < r}.
Dospeli sme tak k sporu, ktory dokazuje tvrdenie tlohy.






52. Medzinarodna matematicka olympiada

V dioch 12.-24.7. 2011 sa v Holandsku uskutocnila 52. Medzindrodnd matematicka
olympidda (IMO). Zucastnilo sa jej 564 ziakov strednych §kol zo 101 krajin. Kazda
krajina mohla vyslat najviac 6 sttaziach. Slovensko reprezentovali

Maridn Horndk, Gymnazium Parovska, Nitra, 3. ro¢nik,

Natdlia Kardskovd, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 4. ro¢nik,

Ondrej Kovaé, Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra, 4. ro¢nik,

Matis Stehlik, Gymnazium Alejova, Kosice, 4. ro¢nik,

Michal Toth, Gymnéazium Jura Hronca, Bratislava, 3.ro¢nik,

Martin Vodicka, Gymnazium Alejova, Kosice, 2. ro¢nik.

Slovakia

Obr. 43
(Slovenski ziaci, ktori ziskali medaily; zlava: M. Stehlik, M. Vodicka,
N. Karaskova, O. Kova¢, M. Téth.)

Vedicim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (odborny asistent na FMFI
UK Bratislava), zdstupcu vediceho a pedagogicky dozor vykonaval Be. Tomés Kocak
(tudent na FMFI UK Bratislava), v role observera vystupoval RNDr. Ing. Frantisek
Kardog, PhD. (odborny asistent na PF UPJS Kosgice).
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Vysledky druzstva SR st uvedené v tabulke.

Meno 112 (3|4]|5 | 6| Sacet Cena,
Marian Hornak 311071210 13 HM
Natélia Karaskova 7100|721 17 bronz
Ondrej Kovac 714106 |7]|0 24 striebro
Matus Stehlik 7110|0750 19 bronz
Michal Téth 7110 711]0 16 bronz
Martin Vodicka 7110|770 22 striebro

Ziaci riesili pocas dvoch dni (18. a 19. jtla) dve trojice tloh, za kazd tlohu bolo
mozné ziskat najviac 7 bodov. Absolutnym vitazom IMO s plnym podtom 42 bodov sa
stala Lisa Sauermann z Nemecka. Bola to pre fiu uz §tvrta zlatd medaila z IMO (okrem
toho m4 este jednu striebornil) a Lisa sa tak stala najuspes$nejsim tcastnikom tejto
stutaze v celej histérii. Na zavere¢nom ceremoniali jej k tispechu gratuloval aj predosly
drzitel prvenstva — jej krajan Christian Reiher (4 zlaté a 1 bronzova medaila v rokoch
1999-2003).

Nasi ziaci ziskali dve strieborné medaily, tri bronzové medaily a jedno ¢estné uznanie,
ktoré sa udeluje tym stfaziacim, ktori neziskaju medailu, vyriesia vSak aspon jednu zo
giestich tloh na plny pocet bodov. Osobitne treba vyzdvihnit vykon Ondreja Kovaca,
ktory dokézal bodovat aj na velmi tazkej druhej tlohe (ktorej ndro¢nost medzindrodnd
jury zle odhadla, kedZe byva zvykom zoradit tlohy kazdy stfazny defi od najlahSej
po najtazsiu). Nesklamal ani Martin Vodicka, ktory k vlaniajsej zlatej medaile pridal
striebornd a ma moznost v zbierke pokracovat aj nasledujice dva roky.

Za velky pocet medaili (aspoil v porovnani s poslednymi rokmi) mozeme vdacit
najmé tomu, Ze nasi boli pomerne Gspesni na prvej a Stvrtej tlohe (tzv. lahké dlohy).
Po mnohych rokoch nebola medzi tymito dvoma tlohami geometria, na ktorej sme ¢asto
stracali body.

Slusné body nasi ziskali aj na stredne narocnej tlohe ¢. 5 z tedrie ¢isel — ta bola
zaujimavé tym, Ze mala velmi velké mnoZstvo réznych rieSeni, z ktorych niektoré boli
na par riadkov a iné na niekolko stran. Velmi elegantné rieSenie vymyslel nas Student
Ondrej Kovag.

V tlohe ¢. 2 — kombinatorickej geometrii — sme ziskali len 7 bodov, ale iba 11 krajin
v nej dokézalo ziskat viac ako 10 bodov. Na podest usporiadajicej krajiny bolo zadanie
sformulované pomocou pojmu ,veterny mlyn“. I ked samotné rieSenie tilohy nie je
zlozité, tlohu vyriesilo prekvapujico maélo sttaziacich. Vyuzitie invariantu, ktory sa
pri rieSeni pouziva, je totiz v dokaze tvrdenia pomerne necakané.

Ako byva zvykom, v tazkych tlohéch €. 3 a 6 sa rozdelilo velmi mélo bodov, a tak
nés takmer nulovy vysledok na nich nemusi aZ tak mrziet. Treba povedat, Ze na tretej
tlohe — funkcionalnej nerovnosti — by sme mozno mohli ziskat nejaké body, keby nasi
neminuli éas na druhej tlohe. Siesta (geometricka) iloha bola suverénne najnaro¢nejsia,
na plny podet bodov ju vyriesilo iba 6 sttaziacich.
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Por. Stat Z S B Y [Por. Stat SB Y
1. Cina 6 189 | 52. Kolumbia 1 73
2. USA 6 184 | 53. Macao 2 71
3. Singapur 4 1 1 179| 54. Filipiny (5) 3 69
4. Rusko 2 4 161 Mongolsko 2 69
5. Thajsko 3 21 160 Svédsko 1 69
6. Turecko 3 2 1 159 57. Finsko 1 68
7. Severna Kérea 3 3 157 Gruzinsko 2 68
8. Rumunsko 15 154 Lotyssko 11 68

Taiwan 2 4 154 Tadzikistan 1 68
10. Irédn 2 4 151| 61. Norsko 1 67
11. Nemecko 1 3 2 150| 62. Bosna a Hercegovina 1 64
12.  Japonsko 2 2 2 147 Maroko 11 64
13. Juzné Kdrea 2 3 144 Slovinsko 1 64
14. Hongkong 2 1 3 138 Turkmenistan 3 64
15. Polsko 2 2 1 136 66. Uzbekistan (5) 1 62
Ukrajina 1 2 3 136| 67. Arménsko (5) 1 61
17. Kanada 1 2 3 132 Azerbajdzan 11 61
Velké Britania 2 1 2 132| 69. Kostarika (4) 1 57
19. Taliansko 1 3 1 129| 70. Saudska Arabia 2 53
20. Brazilia 3 3 121| 71. Cyprus 1 51
Bulharsko 2 3 121 | 72. Bangladés 1 50
22. Mexiko 2 4 120| 73. SriLanka 1 49
23. India 1 1 2 119| 74. Chile 1 48
Izrael 1 4 119 Island 48
25.  Australia 3 3 116 Luxembursko 1 48
Madarsko 2 3 116| 77. Tunisko 1 46
Srbsko 1 2 1 116 | 78. Nigéria 1 40
28. Holandsko 2 3 115| 79. Maceddénsko 1 38
29. Indonézia 2 4 114 Paraguaj (5) 38
Novy Zéland 2 2 114| 81. Pakistan (4) 1 35
31. Bielorusko 2 3 113| 82. Pobrezie Slonoviny 34
Peru 1 2 113 | 83. Ekvador 1 32
Vietnam 6 113 Portoriko (4) 32
34. Francuizsko 1 4 111| 85. Trinidad a Tobago 29
Slovensko 2 3 111 Uruguaj (4) 29
36. Chorvatsko 1 5 110 87. Irsko 26
Rakusko 2 2 110| 838. Albansko 24

38. Kazachstan 1 3 105| 89. Kosovo 22
39. Ceska republika 1 3 101| 90. Honduras (3) 21

40. Grécko 1 3 99 Venezuela (2) 21

41. Juzna Afrika 1 2 93| 92. Bolivia (4) 17

Malajzia 1 1 1 93|93 Kirgizstan (5) 14

43. Belgicko 4 88 Syria 14

Svajéiarsko 2 1 88| 95 Cierna Hora (4) 13
45. Litva 4 87| 96. Salvador (2) 11
46. Moldavsko 1 86| 97. Guatemala (4) 8
Portugalsko 1 2 86| 98. Panama (1) 6

48. Spanielsko 3 83| 99. Lichtenstajnsko (1) 4

49. Argentina 1 77(100. Kuvajt (5) 1
50. Daénsko 11 76 Spojené arabské emiraty (5) 1

Estdnsko 2 76

105



106 60. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

V neoficidlnom poradi krajin, ktoré vznikne sc¢itanim bodov celého druzstva, sme sa
umiestnili so ziskom 111 bodov na 34. mieste spolo¢ne s Francuzskom. Je to najlepsi
vysledok za poslednych 5 rokov. Pritom od prvej dvadsiadky nés delilo iba 10 bodov
(medzi 120 a 110 bodmi boli krajiny velmi nahusto). V rdmci krajin EU sme sa zaradili
na 9. miesto. Poradie krajin uvddzame v tabulke (éisla v zatvorke st uvedené za
krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet u¢astnikov).

Kompletné vysledky a Statistiky z tohtoro¢nej a aj z minuljch IMO moZno najst na
internetovej stranke imo-official.org.

Jednou z tloh medzinarodnej jury, ktort tvoria veduci vSetkych ztacastnenych krajin,
je vybrat sufazné tlohy. Kvoli tomu veduci cestuji na IMO o niekolko dni skor.
Zasadnutia potom prebiehaji na izolovanom mieste daleko od sufaziacich, aby bol
znemozneny nadhodny kontakt. Sutazné tlohy sa vyberaji zo zoznamu cca. 30 tloh,
ktoré dopredu pripravia organizatori spomedzi uloh zaslanych vopred.

Tento rok vsak jury okrem vyberu tloh rokovala aj o zmene pravidiel IMO. V ére
mobilnych telefénov a jednoduchého pripojenia na internet je totiz prakticky nemozné
ustrazit odoslanie akejkolvek spravy sufaziacim pred sufazou. IMO je tak zaloZené
najmi na vzajomnej dovere medzi vedicimi, Ze Ziadnu informéaciu o tlohach svojim
studentom vopred neposkytni. Prave tato dovera — po niekolkych incidentoch z minu-
Iych rokov, ked sa niektorej krajine na niektorej ilohe darilo aZ podozrivo dobre — bola
nastrbend. Kvoli tomu ¢ast vedtcich navrhla zmenit systém vyberu tloh: pripravila by
ich $pecidlna komisia a vedici by len tesne pred stfazou zadania prekladali do svojich
jazykov.
dtcich navrhovani zmenu odmietla pomerom hlasov priblizne 2 : 1. Jury sa dohodla,
7e bude hladat dalSie moznosti, ako vzniknuti situdciu riesit.

Holandski usporiadatelia zvladli celd sufaz na vysokej urovni. Zasadnutia jury sa
konali v hoteli v blizkosti Eindhovenu, ktory vznikol prestavbou byvalého kralovského
sidla. Po sttaznych diioch potom vSetci ti¢astnici aj vedici byvali v spolo¢nom hoteli
v Amsterdame. Kym prebiehalo bodovanie tloh, stitaziaci mali moznost vybrat si dve
zo Styroch réznych exkurzii zahfnajacich navstevu Haagu, vylet na bicykloch po nad-
hernom holandskom vidieku ¢i plavbu plachetnicou. Posledny den pred vyhodnotenim
sa konala pre vSetkych prehliadka Amsterdamu (vratane plavby po kanaloch) ukonéend
navstevou vedecko-technického mtizea Nemo.

Okrem typického dazdivého pocasia bola jedinou neprijemnostou pre nase druzstvo
cesta do Holandska. Ich let z Viedne do Amsterdamu totiz zrusili a leteckd spolo¢nost
im poskytla ndhradny let s prestupom v Prahe. Po prilete do Prahy vsak zistili, Ze aj
let Praha — Amsterdam je zruSeny, a tak mohli letiet az na druhy defi rdno. Nastastie
samotna sufaz zac¢inala az nasledujuci deni a Holandsko je dostato¢ne blizka destinécia,
takze problémy s aklimatizaciou neboli.

Budici roénik IMO sa uskutoéni v Argentine. V roku 2013 sa IMO uskutoéni
v Kolumbii, nasledovat by mali Juzna Afrika a Thajsko.
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Zadania aloh IMO

Uloha 1.

Pre Iubovolnt mnozinu A = {a1,as,as,as} obsahujicu Styri rozne kladné celé ¢isla
polozme s4 = ay + az + az + a4. Oznaéme n, podet takych dvojic (i,;) spliajicich
1 £4 < j <4, pre ktoré je ¢islo a; + a; deliteom &isla s4. Uréte vSetky mnoziny A

obsahujtce Styri rozne kladné celé ¢isla, pre ktoré je hodnota n4 najvicsia mozna.
(Mexiko)

Uloha 2.
Dané je koneénd mnozina S aspon dvoch bodov v rovine, pricom Ziadne tri body
mnoziny S nelezia na jednej priamke. Pojmom weterny mlyn rozumieme proces, ktory
zadina Iubovolnou priamkou ! prechadzajicou prave jednym bodom P mnoziny S. Tato
priamka sa otidca v smere hodinovych ruciciek okolo pivota P, az kym po prvykrat
neprechadza dalsim bodom mnoziny S. Tento bod, ozna¢me ho @, sa stdva novym
pivotom, t.j. priamka sa dalej otd¢a v smere hodinovych ruci¢iek okolo bodu Q, az
kym neprechddza dalsim bodom mnoziny S. Uvedeny proces pokracuje donekonecna.
Dokézte, Ze sa dd vybrat bod P € S a priamka [ prechddzajica bodom P tak, Ze pre
prislusny veterny mlyn je kazdy bod mnoziny S pivotom nekonecne vela krat.

(Velk4 Britania)

Uloha 3.
Nech f:R — R je funkcia z mnoziny realnych éisel do mnoziny realnych ¢sel spliiajica

flz+y) S yf(e) + f(f(2))

pre vSetky redlne ¢isla z a y. Dokazte, ze f(z) = 0 pre vSetky = < 0. (Bielorusko)

Uloha 4.

Nech n > 0 je celé ¢islo. K dispozicii mame rovnoramenné vahy a n zavazi s hmotnos-
tami 20, 2%, ... 2771, Jednotlivé zdvazia méame v nejakom poradi ukladat na misky
vah tak, aby obsah pravej misky nebol v Ziadnom okamihu fazsi ako obsah Tavej misky.
V kazdom kroku vyberieme jedno zo zavazi, ktoré este nie je na vahach, a polozime
ho bud na Tavt alebo na pravi misku vah. Tak postupujeme, kym neminieme vSetky

zévazia. Urcte, kolkymi sposobmi to celé moZzeme urobit. (Irédn)

Uloha 5.

Nech f je funkcia z mnoziny celych ¢isel do mnoziny kladnych celych ¢isel. Predpokla-
dajme, Ze pre Tubovolné dve celé ¢isla m a n je rozdiel f(m) — f(n) delitelny é&islom
f(m—n). Dokazte, ze pre kazdé dve celé ¢isla m a n také, ze f(m) < f(n), je éislo f(n)
delitelné ¢islom f(m). (Irédn)

Uloha 6.

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC a kruznica I' jemu opisand. Nech [ je dotyé¢nica
kruznice I" a nech l,, Iy, I, s obrazy priamky [ v osovych simernostiach podla priamok
BC, CA, AB. Dokézte, ze kruznica opisana trojuholniku uréenému priamkami I, I,
l. sa dotyka kruznice T (Japonsko)
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RieSenia aloh IMO

Uloha 1.
(Podla Natdlie Kardskovej.) Kedze dvojic (i,7) splajicich 1 < i < j < 4 je iba Sest,
urcite ny < 6.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Zze a; < az < asz < ay4. Potom plati 0 <
< aj + az < asg + ayq, z ¢oho po pripocitani vyrazu as + a4 dostaneme

as +ag < sa < 2(az + as), Gize %SA<a3+a4<5A.

Z toho priamo vyplyva, Ze ag + a4 { sa.
Podobne mame 0 < a; + a3 < as + a4 a po pripocitani as + a4 dostaneme

as +ag < sa < 2(az + ay), dize %5A<a2+a4<s,4,

z ¢oho vyplyva as + a4 f sa.

Ukézali sme, Zze minimalne dva zo su¢tov a; 4+ a; nedelia s4, teda ny < 4. Predpokla-
dajme, Ze pre mnozinu A plati n4 = 4 a zaoberajme sa jej vlastnostami. Kedze as + aq4
ani az + a4 nedelia s 4, uréite musia byt delitelmi s 4 vSetky zvysné Styri sucty a; + as,
a1+ as, ai + aq, as + as. KedZe zrejme ani jeden z nich nie je rovny s4, musi byt kazdy
z nich mensi alebo rovny %s A

Keby v niektorej z nerovnosti a; + as < 154, ag + az < s, platila ostra nerovnost
(t.j. neplatila by rovnost), ich s¢itanim by sme dostali a; + az + a3 + a4 < sa, €o je
spor. Preto nutne a; + a4 = as + ag = %SA.

Dalej vieme, ze a1 + az < a3 + a3 < az + a4 = %SA, dize a; + ag < %SA.
Predpokladajme, Ze a; + a3 < %SA. Kedze a1 + a3 | sa, tak a1 + ag < %SA, a tiez
a;+as <ap+az < %SA. S¢éitanim dostaneme

a1 tas+ar+as S tsa+1sa=13sa=as+as,
teda 2a; < 0, o je spor. Takze musi byt a; + a3 = %SA.
7 predoslého vieme, Ze a1 +as < a; +az = ésA a zarovell a1 +as | sa, t.j. a1 +ag =
= s4/x pre nejaké celé &islo x 2 4. Ked prvé dve z troch rovnosti

1 1
== == == 1
aj + as I8A7 a1 + as 38A, as + as 28A (1)
sCitame a tretiu od nich od¢itame, dostaneme
9 (1 +1 1) (1 1) y 1<1 1) (2)
a1 =(—+-—=)sa=(——=)sa, Jooar=<(——=)sa.
AR Y A R VA T o\ T )M

Kedze a; > 0, musi byt 1/2 —1/6 > 0, ¢ize © < 6. Vzhladom na poévodné ohranicenie
x 2 4 ostavaji len moznosti = 4 a « = 5. Pre kazdd z oboch hodnot dosadenim do (2)
vyjadrime a; a nasledne z rovnosti (1) vyjadrime aj as, as, a4:
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Ak z =4, tak
_1(1 1) _1
“=35\1 76/ T
,(1 1) _5
“2=\g T w)%A T
,@,i) 7
@ =N\3 7 9g)% T ot
1

_ (1 ) 1
=g 7 9q)% T gy
teda A = {k,5k,7k,11k} pre nejaké prirodzené ¢&islo k. Lahko overime, Ze pre kazdu
takito mnozinu naozaj nyq = 4.

Ak z =5, tak
1(1 1) 1
a1 =—-(=-—=)sa=—5
179\ "6/ 60"
a —(Li)s L
2=\5 60/ T 60
(1 1) 19
a3 = |5 — == )sa=—=s
3T\ 760/ T 607
1 1 29

teda A = {k, 11k, 19k, 29k} pre nejaké prirodzené ¢islo k. Aj pre takito mnozinu plati
ng = 4.

Odpoved. Najviicsia mozn4d hodnota na je 4 a nadobida sa pre mnoZiny A tvaru
{k,5k, 7k, 11k} a {k,11k, 19k, 29k}, kde k je Iubovolné prirodzené ¢islo.

Uloha 2.
Priamka [ deli rovinu na dve ¢asti. Jednu z nich ofarbime sivou a druhu bielou farbou.

Vsimnime si, Ze ked sa vo veternom mlyne meni pivot z bodu T na bod U, po zmene
sa T nachadza na tej istej strane priamky [/, na ktorej sa pred zmenou nachadzal bod U
(obr. 44). Takze podet bodov z S nachadzajtcich sa v sivej Casti ostava stale konstantny
(ak neuvazujeme okamihy, v ktorych sa meni pivot); to isté plati samozrejme aj pre
bielu ¢ast.

— — —N
U U U
T T ol
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Uvazujme najskor pripad, ked S obsahuje neparne vela bodov, t.j. |S| = 2n + 1 pre
nejaké prirodzené n. Tvrdime, Ze kazdym bodom T € S moZno viest ,rozpolujicu®
priamku, t.j. priamku, ktordA mé na kazdej strane prave n bodov z S. Existencia
rozpolujtcej priamky vyplyva z jednoduchej tvahy: Vedme cez T Tubovolni priamku
neprechadzajucu ziadnym dalsim bodom mnoziny S. Nech na jednej jej strane je n+r
a na druhej n — 7 bodov z S. Ak r = 0, nasli sme hladant priamku. Ak r # 0, tak pri
postupnom otacani priamky stéle okolo bodu T' sa pocet bodov na jej stranich zmeni
pri kazdom pretnuti bodu z S o 1. Pritom po otoceni o 180° sa po¢ty zrejme vymenia,
takze na prvej strane bude n — r bodov a na druhej n + r bodov. Je jasné, ze v istom
momente pocas otacania musel byt pocet bodov na oboch stranich presne n.

Zvolme teda bod P € S Iubovolne a za priamku [ zoberme k nemu prislichajicu
rozpolujicu priamku. Veterny mlyn s takymto zadiatkom musi navstivit pocéas otdcania
o prvych 180° kazdy bod z S ako pivota. Pre kazdy bod T € S totiz existuje rozpolujica
priamka t. Rozpolujica priamka ziadneho iného bodu z S nemdze byt rovnobeznd s ¢
(pretoze kazdé rovnobezné posunutie priamky ¢ do iného bodu zmeni pocty bodov na
jednotlivych strandch). Takze v momente, ked je priamka veterného mlyna rovnobeznd
s t, musi to byt prave ¢ (z ivodnej tivahy vieme, Ze priamka veterného mlyna musi byt
stéle rozpolujica).

Zaoberajme sa dalej pripadom, ked § ma parne vela bodov, ¢ize |S| = 2n. Teraz
budeme za ,rozpolujicu® povazovat takt orientovani priamku vedtcu niektorym bo-
dom T € S, ktord mé na sivej strane n — 1 bodov a na bielej strane n bodov z S. Taka
priamku mozno viest kazdym bodom T, pretoze (podobne ako v neparnom pripade) pri
otoceni pevne zvolenej priamky o 180° okolo T sa zmeni pocet bodov z n — 1 4+ r na
n — r, pricom zmena je pri prechode kazdym bodom z § vzdy o 1 (zrejme v zavislosti
od znamienka r plati budn —1+r<n—-1<n—-ralbon—-1+r=2n—-12n-r,
takze hodnota n — 1 sa v niektorom momente musi nadobudnit).

Aj v tomto pripade zvolime P € S Iubovolne a za priamku [ zoberieme rozpolujicu
priamku, pri¢om v sivej ¢asti bude n—1 bodov z §. Tvrdime, ze veterny mlyn s takymto
zaGiatkom navstivi pocas otacania o prvych 360° kazdy bod z S ako pivota. Pre kazdy
bod T € S totiz existuje rozpolujica priamka ¢ s n— 1 bodmi v sivej ¢asti a rozpolujica
priamka ziadneho iného bodu s 1ou nie je rovnobezna a zaroven rovnako orientovana.
TakZe v momente, ked je priamka veterného mlyna rovnobezna s ¢ a ma aj rovnakt
orientaciu, musi to byt ¢.

Ukézali sme, Ze veterny mlyn sa dé zvolit tak, aby prechadzal kazdym bodom ako
pivotom (pocas otoCenia o prvych 180°, resp. 360°). Z uvedeného je tiez zrejmé, Ze pri
otacani o dalSie ndsobky 180°, resp. 360° bude mlyn prechddzaf tymi istymi pivotmi,
takze kazdy bod bude pivotom nekonecne vela krat.

Uloha 3.

V zadanej funkcionalnej nerovnici sa ako argumenty funkcie objavuji vyrazy x +y a x.
Aby sme sa zbavili saétu v argumente, pouZzijeme substiticiu y = ¢ — z. Pre vSetky
redlne Cisla x, t potom plati

f@) =tf(x) =z f(z) + f(f(2))- 1)
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V dalSom kroku eliminujeme ¢len f(f(z)) tak, ze do (1) dosadime najskor ¢t = f(a),
x = b a potom t = f(b), z = a. Dostaneme

f(f(@)) = f(f(0) = fa)f(b) — b (D),
FF®) = f(f(a)) = fa) f(b) — af(a).

Sc¢itanim dostavame, Ze pre vsetky a, b plati

2f(a)f(b) 2 af(a) +bf(b).

Volbou b = 2f(a) dosiahneme, ze lav4 strana poslednej nerovnosti bude rovnaka ako
druhy séitanec na pravej strane. Po ich od¢itani tak ostane nerovnost af(a) < 0, ktord
musi byt splnend pre vietky a € R. Preto

f(a) 20 pre vSetky a < 0. (2)

Ak by pre nejaké x platilo f(z) > 0, bola by pre takuto hodnotu pravd strana
nerovnosti (1) v premennej ¢ rastcou linedrnou funkciou, teda by nadobtdala na obore
zapornych ¢isel uréite aj zaporné hodnoty. Potom by vsak zaporné hodnoty na obore
zapornych ¢éisel musela nadobudntt aj Tava strana, ¢ize funkcia f, ¢o je v spore s (2).
Preto

f(x) £0 pre vietky = € R. (3)

Spojenim (2) a (3) ihned mame f(x) = 0 pre v8etky = < 0. Ostéva uréit hodnotu f(0).
Ak v (1) polozime t = z < 0, dostaneme 0 < 0 — 0 + f(0), ¢ize f(0) = 0. Vzhladom na
(3) uz potom nutne f(0) = 0.

Uloha 4.

(Podla Natdlie Kardskovej.) ZévaZzia, ktoré mame k dispozicii, maji nasledujtcu vlast-
nost: Najfazsie zdvazie je fazsie ako vSetky ostatné dokopy, ba dokonca vSeobecnejsie —
kaZdé zdvaZie je taZsie ako siucet hmotnosti vsetkych od neho lahsich zdvai.

Z toho dovodu sa nikdy nemoZe stat, Ze by stdet nejakych lahsich zavazi prevazil taz-
Sie zévazie. Inymi slovami, nutnd a postacujica podmienka, ktort musime pri ukladani
zévazi splnit, je, ze v kazdom okamihu najtazsie zdvazie spomedzi vSetkych dovtedy
uloZenych musi byt na Tavej strane.

V skutocnosti teda nezédlezi na tom, kolko zdvazia vézia. Ak ozna¢ime P(k) pocet
sposobov, kolkymi vieme ulozit zdvazia s hmotnostami 2°, 21, ..., 2*~1 tak aj hocak§ch
ingrch k zévazi splhajicich vlastnost uvedent kurzivou v prvom odseku vieme ulozit P(k)
sposobmi.

Pocet P(n) teda mozeme uréit ,induktivne“. Pre n = 1 je zrejme jedind moznost
(zévazie musime ulozit nalavo), t.j. P(1) = 1.

Predpokladajme, Ze pozndme hodnotu P(k). Skiimajme, kolkymi spésobmi vieme
ulozit k + 1 zavazi. Najprv sa rozhodneme, ktorych k zavazi spomedzi vSetkych &k + 1
umiestnime najskor. Bez ohladu na to, ktoré vezmeme, vieme ich vzdy ulozit P(k)
sposobmi (kedZe maju avizovanu vlastnost). Kazdy z tychto spdsobov mozeme doplnit
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poslednym zévazim. Ak ako posledné ukladdme najfazsie zévazie (s hmotnosfou 2%),
musime ho dat nutne na lavi misku. Ak ukladdme jedno z k Tahsich zavazi, najtazsie
je uz urdite vlavo, a teda bez ohladu na to, kam ddme posledné zavazie, ostane lava
strana tazsia. V tomto pripade mame preto dve rozne moznosti. Dostdvame

P(k+1) = P(k) + k- P(k)-2 = P(k) - (2k +1).

Plati teda

P(n);P(n—1)~(2n—1):1-3-5-...~(2n—1),

Odpoved. Hladany pocet spdsobov je rovny stéinu prvych n neparnych ¢isel (skrétene
sa tento vyraz niekedy oznacuje (2n — 1)!!).

Uloha 5.

(Podla Ondreja Kovdca.) Podla zadania pre lubovolné celé éisla a, b plati

fla—=1b) | f(a) = f(b). 1)

Volbou a = ¢, b = 0 dostavame f(c) | f(¢) — f(0), odkial f(c) | f(0) pre kazdé celé c.
Z volby a = 0, b = —c vyplyva f(c) | f(0) — f(—c), a kedze f(c) | f(0), nutne f(c) |
| f(—c). To vSak plati pre lubovolné celé ¢islo ¢, takze zaroven aj f(—c) | f(c), z ¢oho
vzhladom na kladnost funkcie f vyplyva f(c) = f(—c) pre vSetky celé c.

Predpokladajme, ze f(m) < f(n). Ak f(m) = f(n), tak trividlne plati f(m) | f(n)
a nemame &o dokazovaf. Dalej sa preto obmedzime na pripad f(m) < f(n).

Dosadenim a = n, b = m do (1) dostaneme f(n —m) | f(n) — f(m), teda existuje
kladné ¢islo k také, ze

F(n) = F(m) = f(n —m) -k = f(m —n) -k (2)

(rovnost f(n —m) = f(m — n) vyplyva z tvodného odseku; kladnost k vyplyva
z predpokladu f(m) < f(n) a z kladnosti funkcie f).

Dosadenim a = m, b = m—mn do (1) dostaneme f(n) | f(m)— f(m—n), teda existuje
celé cislo | také, Ze

fn) 1= f(m)— f(m—n).

Ostatna rovnost prenasobime ¢islom k a vyuzijeme (2):

f@) Uk = (f(m) = f(m —n))k = f(m) -k~ (f(n) — f(m)) = f(m)(k +1) - f(n).
Z toho po jednoduchej tiprave mame

(kl+1)- f(n)=(k+1)- f(m).
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KedZe vyraz na pravej strane je kladny, musi byt kladny aj ¢initel kI + 1, ¢ize [ = 0.
Z nerovnosti f(n) > f(m) a z poslednej rovnosti potom vyplyva kl + 1 < k + 1, ¢ize
1 < 1. Jedinou pripustnou hodnotou je teda [ = 0, odkial f(n) = (k + 1)f(m), z ¢oho
uz priamo vyplyva f(m) | f(n).

Uloha 6.
Bod dotyku priamky [ a kruznice I" ozna¢me T" a vrcholy trojuholnika uréeného priam-
kami l,, Iy, I, oznacme A’, B, C' tak ako na obr.45. Nech A” je taky bod na kruZnici

Obr. 45

T, 7ze A je stredom obluka T'A” (t.j. |TA] = |AA”|). Podobne st definované body
B, C". V celom rieseni budeme kvoli stru¢nosti predpokladat, Ze situdcia vyzerd tak,
ako na obr.45. V rieSeni pre kazdu ini moznu polohu by sme postupovali podobne —
s vyuzivanim analogickjch tivah.!

Ak oznac¢ime M prieseénik priamok [ a B”C” a D priese¢nik priamok [ a I,
s vyuzitim tsekovych uhlov a toho, ze B, C st stredy oblukov TB”, TC"”, méame

|{TMC"| = 180° — |[LTC" M| — |£MTC"| = |LTC"B"| — 2|4MTC| =
= 2(|4TC"B| — |{MTC|) = 2(|£TCB| — |{MTC|) = 2|{TDC| = |{TDC"|.

Takze priamky [, a B”C” st rovnobezné. Podobnymi tvahami moZno odvodit
Iy || A”C" al. | A”B". Z toho vyplyva, ze trojuholniky A’B'C’, A”B"C" st bud
rovnolahlé?, alebo je jeden posunutim druhého. V dalsom dokaZeme, Ze s rovnolahlé,
a ze stred ich rovnolahlosti K lezi na kruznici I'. Z toho uz bude vyplyvat, Ze ich opisané
kruZnice su tiez rovnolahlé so stredom rovnolahlosti K, a preto sa v fiom dotykaj.

Dokazeme dve pomocné tvrdenia.

1 Osobitne treba uvazovat najmé polohu, ked je I rovnobezna s niektorou stranou trojuholnika ABC.
2 Hovorime, ze dva trojuholniky st rovnolahlé, ak existuje rovnolahlost, ktora zobrazi jeden na druhy.
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Turdenie 1. Priese¢nik X priamok B”C, BC" lezi na priamke [,.

Dokaz. Bod B je stredom obluka TB”, teda |{BCT| = |{BCB"| a priamka B"C je
obrazom priamky 7'C' v osovej stmernosti podla BC'. Podobne je priamka BC" obrazom
priamky BT. Takze X je obrazom bodu T v tejto simernosti, t.j. lezi na [,. O

Twrdenie 2. Priese¢nik I priamok BB’, CC’ lezi na kruznici I.

Obr. 46

Dékaz. Oznatme E = AC NI, F = ABNI (obr.46) a velkosti vnutornych uhlov troj-
uholnika ABC' ozna¢me standardne «, 3, 7. Zo zadanych osovych simernosti vyplyva,
%e bod B je priese¢nikom osi uhlov pri vrcholoch D, F v trojuholniku FDB’. Preto je
B stredom kruznice vpisanej tomuto trojuholniku a lezi aj na osi uhla pri vrchole B’.
Maéame tak
|{BB'C’'| = %(180O —|4B'FD| —|4£FDB'|) = 90° — |[{BFD| — |{BDF| = 90° — B.
Podobne je bod C' stredom kruznice pripisanej k strane FC’ trojuholnika FDC’, odkial
|£CC'B'| = $(|4EDC’| + |4DEC’|) = |{EDC| + |£CED| — 90° = 90° — .
Dopoc¢itanim tretieho uhla v trojuholniku B’C’I dostédvame
|LB'IC"| = 180° — (90° — B+ 90° —~) = B+ 7 = 180° — a,

teda bod I lezi na kruznici I'. O

Ozna¢me K druhy prieseénik priamky B’ B’ s kruznicou I'. Dokaz dokon¢ime pouZi-
tim Pascalovej vety pre Sesticu bodov K, B”, C, I, B, C" na kruznici I'. Podla nej lezia
body B’ = KB"NIB, X = B"CNBC" a S = CINC"K na jednej priamke. Preto S =
= (', ¢ize body K, C”, C' lezia na jednej priamke. Bod K je potom priese¢nikom
priamok B'B”, C'C", z ¢oho vyplyva, ze K je stredom rovnolahlosti zobrazujucej
A'B'C’ na A”B"C" a lezi na kruznici I.



5. Stredoeurdpska matematicka olympiada

Na piatom ro¢niku MEMO, ktory sa konal 1.-7. septembra 2011 v mestecku Va-
razdin v Chorvétsku, sa ztcastnilo 60 sttaziacich z 10 krajin. Slovenska republiku
reprezentovali

Kldra Fickovd, Gymnazium Postova, Kosice, 3.ro¢nik,

Soria Galovicovd, Gymnéazium Jura Hronca, Bratislava, 3. roc¢nik,
Viktor Lukdcek, Gymnézium sv. Moniky, Presov, 3. ro¢nik,
Vladimir Macko, Gymnazium L. Sttra, Zvolen, 2. ro¢nik,

Matej Molndr, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3.roc¢nik,

Miroslav Stankovié, Gymnazium Postova, Kogice, 1. ro¢nik.

Vedtcim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (odborny asistent na FMFI
UK Bratislava), zastupcu vediceho a pedagogicky dozor vykonaval RNDr. Jan Mazak
(doktorand na FMFI UK Bratislava).

Stutaz mala tradi¢ne dve nezavislé Casti. V sutazi jednotlivcov sme ziskali dve bron-
zové medaily a dve ¢estné uznania (tie sa udeluju sttaziacim, ktori neziskaji medailu
a aspoil jednu zo Styroch tloh vyriesia na plny pocet, teda 8 bodov). V sutazi druzstiev
(t.j. v satazi, v ktorej vSetci nasi Siesti Studenti pracovali pri rieSeni tloh spolo¢ne
a odovzddvali spolofné rieSenie) sme skoncili na piatom mieste. Najviac sa darilo
druzstvu Polska — vyhralo stfaz druzstiev a v sufazi jednotlivcov ziskalo tri zlaté
medaily. Nasi podali v stfazi vykon, s ktorym mozeme byt spokojni — v celkovom
stcéte bodov v sttazi jednotlivcov nds okrem tradi¢ne silnych krajin (Polsko, Madarsko,
Nemecko) predbehli iba Chorvatsko a tesne CR a v stfazi druzstiev sme boli este
o miesto vysSie.

Vsetci tcastnici aj veduci boli pocas celého pobytu ubytovani v internate hotelového
typu (Studentski dom Varazdin). Stfaz prebiehala na Prvom gymnéaziu vo Varazdine.
Zasadnutia jury, na ktorych sa pripravovali tlohy, boli na Fakulte organizacie a in-
formatiky patriacej pod Zahrebskt univerzitu. Popri sttazi pripravili organizatori pre
studentov vo volnom ¢ase exkurzie po okolitych kulttrnych pamiatkach a rozne Sportové
aktivity. V pondelok sa konala pre vSetkych prehliadka hlavného mesta Chorvatska
Zéhrebu, v utorok sme navstivili zdmok Trako$¢an a muzeum neandrtalskeho ¢loveka
v Krapine.

Vysledky sufaze boli vyhldsené v sldvnostnej séle patriacej Varazdinskému kraju.
Slavnostného vyhodnotenia sa zucastnili zastupcovia chorvatskeho ministerstva skols-
tva, Varazdinského samospravneho kraja, Zahrebskej univerzity a Prvého gymnazia vo
Varazdine.

6. ro¢nik MEMO sa bude konaf vo Svajéiarsku v meste Solothurn, nasledovat by
malo v roku 2013 Madarsko.
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Vysledky druzstva SR v stutazi jednotlivcov:

Meno I1 | 12 | I3 | I4 | Stcéet | Cena
Klara Fickova 3 0 8 0 11 HM
Soria Galovicova 0 1 8 0 9 HM
Viktor Lukacek 8 7 0 0 15 bronz
Vladimir Macko 2 2 0 0 4
Matej Molnar 0 6 0 0 6
Miroslav Stankovic¢ 8 8 0 0 16 bronz
Prehlad vysledkov vSetkych krajin v sutazi jednotlivcov:
Por. Stat Z S B CU Y [Por. Stat 7 B CU Y
1. Polsko 321 150| 6. Slovensko 2 2 61
2. Madarsko 2 3 1 147| 7. Rakusko 2 55
3.  Nemecko 1 3 1 1 125| 8 Litva 1 50
4. Chorvatsko 2 2 95| 9. Slovinsko 1 1 41
5.  Ceska rep. 2 2 64| 10. Svajciarsko 1 31
Vysledky stutaze druzstiev:
Stat T1|{T2|T3|T4|T5|T6|T7|T8|>
1. | Polsko 8 8|8 |8 |8|8 |8 | 8|64
2. | Madarsko 8/ 0|8 |3|8|8|8] 8|51
3. | Nemecko 8| 0[8]0|8|8| 8| 8|48
4.|Chorvatsko | 2 | 8 | 8 | 0 | 3 |8 | 8| 0|37
5. | Slovensko 17080 |8|6|8]0]31
6. | Litva 6 /0|8 |0[8|0|8]0]30
7. | Slovinsko 2108|043 |8]0]25
8. | Ceska rep. 211[4]0]0|5|8]|3]|23
9. | Rakusko 1106|005 ]2]8|0]22
10. | Svajciarsko | 2 |0 | 6 | 0| 0| 0| 8|0 |16




5. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, ZADANIA 117

Zadania aloh MEMO

Sttaz jednotlivcov

Uloha I-1.

Na zadiatku je na tabuli napisané ¢islo 44. Celé ¢islo a na tabuli mozeme nahradit Styrmi
navzajom roéznymi celymi ¢islami aq, ae, as, a4 takymi, zZe ich aritmeticky priemer
i(al + as + as + a4) je rovny ¢&slu a. V kazdom kroku naraz nahradime vSetky ¢isla na
tabuli vyssie opisanym spdsobom. Po 30 krokoch bude na tabuli n = 430 celych éisel
b1,ba, ..., b,. Dokazte, ze

bI+b3+...+b2

L > 2011.
n
(Chorvitsko)
Uloha I-2.
Dané je celé ¢islo n = 3. Janko a Marienka hrajt nasledujicu hru: Najskor Janko oznaci
strany pravidelného n-uholnika ¢islami 1,2, ... ,n v Iubovolnom poradi, pricom kazdé

¢islo pouzije prave raz. Potom Marienka rozdeli uvedeny n-uholnik na trojuholniky
pomocou n — 3 uhlopriecok, ktoré sa vnuatri n-uholnika nepretinaju. Vsetky tieto
uhlopriecky oznac¢ime ¢islom 1. Dovnutra kazdého trojuholnika napiSeme stéin cisel
na jeho stranach. Nech S je stcet tychto n — 2 st¢inov. Urcte, akd bude hodnota S, ak
Marienka chce, aby bolo S ¢o najmensie, Janko chce, aby bolo S ¢o najvicsie a obaja
hraju najlepsie ako sa d4. (Chorvitsko)

Uloha I-3.

V rovine sa kruznice ki, ke so stredmi I;, Iy pretinaji v dvoch bodoch A a B.
Predpokladajme, Ze uhol I; Aly je tupy. Dotyénica ku k; vedend bodom A pretina
kruZnicu ky znova v bode C a dotyénica ku ks vedend bodom A pretina kruZnicu ky
znova v bode D. Nech k3 je kruznica opisana trojuholniku BC'D. Ozna¢me E stred
oblika C'D kruznice k3 obsahujiceho bod B. Priamky AC a AD pretinaju kruznicu k3
znova postupne v bodoch K a L. Dokézte, ze priamky AE a KL st na seba kolmé.

(Slovinsko)
Uloha I-4.
Nech k a m st kladné celé &isla, pricom k > m a &islo km(k? — m?) je delitelné ¢islom
k® — m®. Dokézte, Ze (k —m)3 > 3km. (Polsko)

Sttaz druZstiev
Uloha T-1.
N4jdite vSetky funkcie f:R — R také, Ze rovnost

v f(@) + 2 f(y) +ay = ayf(z +y) +2® + 3

plati pre vSetky dvojice z,y € R, pricom R je mnozina vsetkych realnych cisel.
(Chorvitsko)
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Uloha T-2.
Nech a, b, ¢ st kladné redlne &sla spliiajice rovnost

a+b+672
14a 140 1+c¢

Dokazte, ze
Va+vb+ /e LIS
2 va Vb

1\

Sl

(Chorvitsko)

Uloha T-3.

Pre celé ¢islo n 2 3 ozna¢me M mnozinu {(z,y); z,y € Z,1 <z < n,1 <y <
< n} pozostévajacu z bodov roviny. (Symbol Z ozna¢uje mnozinu celych ¢isel.) Aky je
najviacsi mozny pocet prvkov podmnoziny S C M, ktord neobsahuje ziadne tri body
leziace vo vrcholoch pravouhlého trojuholnika? (Madarsko)

Uloha T-4.

Nech n = 3 je prirodzené &islo. Sutaze podobnej MEMO sa zt&astnilo 3n ucastnikov,
ktori dokopy hovoria n roznymi jazykmi. Kazdy ucastnik ovlada prave tri z tychto
jazykov. Dokazte, ze vieme vybraf aspoii [2n] zo spominangch n jazykov tak, aby
ziadny ucastnik neovladal viac ako dva z nich. (Symbol [z] oznacuje najmensie celé
Cislo, ktoré nie je mensie ako z.) (Chorvitsko)

Uloha T-5.

Konvexny pituholnik ABCDE mé vSetky strany rovnako dlhé. Uhlopriecky AD a EC
sa pretinaja v bode S tak, ze |[{ASE| = 60°. Dokdzte, Zze pituholnik ABCDE mé
niektoré dve strany rovnobezné. (Michal Szabados)
Uloha T-6.

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Ozna¢me postupne By a Cy pity vysok z vrcholov
B a C. Bod X lezi vnutri trojuholnika ABC tak, Ze priamka BX sa dotyka kruznice

opisanej trojuholniku AXCj a priamka CX sa dotyka kruznice opisanej trojuholniku
AX By. Dokéazte, ze priamky AX a BC st na seba kolmé. (Cesk4 rep.)

Uloha T-7.

Nech A a B st disjunktné neprazdne mnoziny také, ze AUB = {1,2,3,...,10}. Dokazte,
7e existujt prvky a € A a b € B také, 7e ¢islo a® + ab® + b? je delitelné 11.  (Polsko)
Uloha T-8.

Kladné celé ¢islo n nazveme udzasnym, ak existuji kladné celé &isla a, b, ¢ spliiajice
rovnost

n = nsd(b, ¢) - nsd(a, be) + nsd(c, a) - nsd(b, ca) + nsd(a, b) - nsd(c, ab).

Dokazte, ze existuje 2011 po sebe idicich kladngch celych ¢isel, ktoré st tzasné.
(Litva)
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Riesenia iloh MEMO

Uloha I-1.
priemer druhych mocnin ¢isel na tabuli. DokadZeme, Ze toto zvic¢Senie je dostatoc¢ne
velké. Za¢neme pomocnym tvrdenim.

Lema. Ak ay, as, as, aq st $tyri navzadjom rozne celé Cisla také, Ze ich aritmeticky

priemer a = %(al + as + az + a4) je tiez celé ¢islo, tak plati

af+aj+aj+ai
UrhraTe
4

v
| ot

Dokaz. Lava strana dokazovanej nerovnosti sa da prepisat takto:

a?+al+a2+a? _a27a%—&—a%—&—a%+ai—2a(a1+a2+a3+a4)+4a2
4 B 4

_(a —a)? 4+ (a2 — a)? + (a3 — a)?® + (a4 — a)?

= 1 .

Cisla a; — a, az — a, ag — a, a4 — a s navzajom rozne celé &sla so suétom 0. Ak Ziadne
z nich nie je nulové, bude sticet ich tvorcov aspoii 12 + (—1)2 4 22 + (—2)2 = 10. Ak
jedno z nich je nula, musi aspoii jedno z nich mat absolttnu hodnotu aspon 3; v tomto
pripade stdet Stvorcov bude asponi 32412+ (—1)2 = 11. V oboch pripadoch je platnost
tvrdenia lemy evidentna.

Vrdtme sa k dokazovanému tvrdeniu. Ozna¢me Sj aritmeticky priemer druhych
mocnin ¢&isel na tabuli po vykonani k krokov. Ked pouZijeme dokdzant lemu pre Stvorice
isel vzniknuté nahradenim kazdého zo 4 &isel, ktoré st na tabuli po k krokoch,
dostaneme, ze Syy1 — Sk = 5/2 pre kazdé k = 0. Preto

5
S3Ogso+30-§:442+75:2011.

Uloha I-2.
Ukézeme, ze S = (n?+3n —6)/2 pre vietky n = 3. Pre n = 3 je to zjavne pravda, dalej
budeme uvazovat n > 3.

Pozrime sa na situdciu najprv z pohladu Marienky. V kazdej triangulacii, ktort
vytvori, bude presne n — 2 trojuholnikov. Kazdy trojuholnik z triangulacie ma najviac
dve strany na obvode pévodného mnohouholnika a trojuholniky obsahujtice dve strany
povodného mnohouholnika musia byt asponl dva. UkdZeme, Ze pre Marienku je najlepsie
zvolit triangulaciu, v ktorej st spominané trojuholniky prave dva.

Nazvime trojuholnik zlg, ak vSetky jeho strany st diagonalami povodného trojuhol-
nika. UkéZeme, ze Marienka chce zvolit triangulaciu bez zlych trojuholnikov. Predpokla-
dajme, ze to tak nie je, t. . existuje triangulacia optimélna pre Marienku, ktora obsahuje
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zly trojubolnik (budeme takéto trianguldcie volat zl¢). Pre kazda zla triangulaciu T
oznaéme d(T) dlzku najkratSej moznej strany zlého trojuholnika v T'. Zo vsetkych zljch
triangulacii s najmensim moznym poctom zljch trojuholnikov vezmime trianguléciu Tp,
pre ktort je hodnota d(7") minimélna.

Obr. 47

Nech ABC je zly trojuholnik v Tj taky, ze |AB| = d(Tp). V Tp méme tiez trojuholnik
ABD pre D # C. Strana AB je v trojuholniku ABC najkratsia, ¢ize uhol ACB je
najmensi a teda ostry. Body A, C, B, D lezia na kruznici v tomto poradi, preto uhol
ADB je tupy a teda AD aj BD su kratSie ako AB. Zmenme triangulaciu Ty na T3
tak, ze trojuholniky ABC' a ABD nahradime trojuholnikmi ACD a BCD (obr.47).
Ohodnotenia tseciek AD a BD nech st a a b. Zmenu hodnoty S vieme vyjadrit ako

S(T)—-STp)=a+b—ab—1=—(a—1)(b—1) £0.

Avsak trianguldcia Ty bola optiméalna, preto aj T) musi byt optimdlna. Pritom podet
zlych trojuholnikov v Ty bol najmensi mozny, a teda aspon jedna z tseciek AD a BD
je diagonalou. KedZe st obe tieto tisecky kratsie ako AB, dostédvame spor s volbou Tj.

V triangulacii bez zljch trojuholnikov st prave dva trojuholniky obsahujice po dve
susedné strany pévodného mnohouholnika; vsetky ostatné trojuholniky obsahuja presne
jednu stranu povodného mnohouholnika. Vzhladom na nerovnost ab > a+ b, platnt pre
kazda dvojicu prirodzenych ¢isel a, b vicsich ako 1, sa Marienka uZ Tahko rozhodne,
ktoré dva trojuholniky buda obsahovat dve strany povodného mnohouholnika: jeden
z nich bude obsahovat stranu ohodnotent 1 a susedni stranu roznu od 2, druhy zase
naopak stranu ohodnotena 2 a susednu stranu réznu od 1. Tymto spésobom Marienka
vie zarudit, ze hodnota S nikdy nebude viic¢sia ako 3 +4+ ...+ (n—2)+1-(n—1)+
+2n = (n?+3n—6)/2.

Na druhej strane Janko vie donttit Marienku k volbe aspoii takejto hodnoty S tym,
Ze vo svojom tahu oznadi strany mnohouholnika postupne ¢islami

1,n—1,4,n-3,5,n—4, ..., n—2, 3, n, 2.
Uloha I-3.

Priamka AD je doty¢nicou ku ks, preto tsekovy uhol DAB m4 taku istt velkost ako
uhol BC'A. Podobne |{ADB| = |{BAC]|. Preto

|4DBC| = 360° — |{DBA| — |{CBA| = 2|4DAB| + 2| £CAB| = 2|4 DAC|.
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Body D, L, E, B, C, K lezia na kruznici k3. Aby sme sa vyhli diskusii viacerych

Obr. 48

pripadov moénéhg_\poradia tychto bodov na kruznici, budeme pouZzivat orientované
uhly. Symbolom XY ozna¢ime velkost uhla X ZY takého, ze bod Z lezi na kruznici ks
a body X, Z, Y st pozdlz kruznice ks usporiadané proti smeru hodinovych ruéiciek.
KedZe bod FE je stredom oblika CD, plati

1 — 1 == 1
|{AKE| = §DC = 5(180O - CD) = 5(180o — |£DBC|) = 90° — |£DAC.
Preto priamka KF je kolma na AD (obr.48). Podobne priamka LE je kolma na AC,
preto bod F je priese¢nikom vySok trojuholnika K LA a teda priamka AFE je kolma na
priamku K L, ¢o bolo treba dokazat.

Pozndmka. Ciastocne iné riesenie tejto tlohy je mozné zaloZit na pozorovani, ze bod E
je stredom opisanej kruznice trojuholnika AC'D. K rieSeniu taktiez vedie pouZitie kruz-
nicovej inverzie so stredom v bode A; ak obraz bodu X v takejto inverzii ozna¢ime X',
bude Stvoruholnik AD’B’C’ rovnobeZnik a $tvoruholnik AC’E’D’ deltoid.

Uloha I-4.
Ozna¢me d najvicSieho spolocéného delitela ¢isel & a m. Pre vhodné celé ¢isla a a b plati
k = da, m = db, pricom a a b st nestdelitelné a a > b. Cislo

km(k* —m?)  d'ab(a® —b?)  dab(a +b)
Bomd | B ) @ rabib?




122 60. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

je podla predpokladu zo zadania celé, preto a? + ab+b* | dab(a +b). Z nestdelitelnosti
&isel a, b vyplyva, ze a® +ab+b? je nestdelitelné s a, b aj a+b; prvé dve nestdelitelnosti
st evidentné, na dokaz tretej moézeme pouzit Euklidov algoritmus:

nsd(a + b, a® + ab + b?) = nsd(a + b, a(a + b) 4 b?) = nsd(a + b, %) = 1.
Z toho dostévame a® + ab+b? | d. Preto d = a2 +ab+b*> = (a —b)? + 3ab > 3ab. Takze

(k—m)®=d*(a—0)2d®> d* 3ab = 3km.

Uloha T-1.

Po dosadeni y = 0 dostaneme 22 f(0) = 22 pre kazdé reélne é&islo z, preto f(0) = 1.
Zavedme novi funkciu g : R — R taku, ze g(z) = f(z) — 1. Zadana rovnica po

prepisani s g namiesto f prejde na tvar

y2g(x) + 2°g(y) = 2y gz + ), (1)

pri¢om vieme, ze g(0) = 0.
Kazda funkcia v tvare g(z) = cx pre lubovolni redlnu konstantu c je rieSenim nasej
rovnice. Ozna¢me h(z) = g(x) — g(1)x. UkdZeme, Ze h(x) = 0 pre kazdé redlne ¢islo z.
Funkcia h splita pre kazda dvojicu redlnych ésel @, y rovnost

y*h(x) + *h(y) = zy h(z + y); (2)

navyS$e vieme, ze h(0) = h(1) = 0. Po dosadeni z = y = 1 do (2) dostaneme h(2) = 0,
z dosadenia = —1, y = 1 mame h(—1) = 0.

Predpokladajme, Ze existuje redlne ¢islo a také, ze h(a) # 0 (zjavne a # 0).
Dosadenim z = 1, y = a + 1 do (2) dostaneme h(a + 1) = (a + 1)h(a + 2). Dosadenim
x =2,y = a do (2) dostaneme 2h(a) = ah(a + 2). Z tychto dvoch roznych vyjadreni
hodnoty h(a + 2) dostavame

hEla—:rll) _ 2}1,(5(1,). 3)
Pritom z dosadenia x = 1, y = a do (2) vyplyva, Ze h(a) = ah(a + 1), ¢o spolu so
vzahom (3) déva a = —3%. Aviak dosadenie z = y = —3 do (2) ndm po vyuziti
h(—1) = 0 prezradi, ze h(—%) =0, a to je spor s volbou ¢isla a.

Jedingmi rieSeniami st teda funkcie f(x) = cx + 1 pre lubovolné redlne ¢islo ¢; ich
spravnost Tahko overime skuskou.

Iné rieSenie. Tak ako v prvom rieSeni zavedieme funkciu g a dokazeme, ze g(0) =0 a
g(—z) = —g(z). Po dosadeni y = 1 a y = —1 do rovnice (1) dostaneme

g(x) +2%g(1) =z g(z +1), (4)

g(@) +2g(~1) = —a g(z - 1). (5)



5. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, RIESENIA 123

Ked vztah (5) prepiSeme s = + 1 miesto z, dostaneme spolu so vzfahom (4) sustavu
dvoch rovnic s nezndmymi g(z + 1), g(z). Zo sustavy vyjadrime g(z):

g(@) (2 +x+1) = g(Da(a” + = + 1).

Kedze ¢&islo 22 +x + 1 je vidy kladné, jedinou moznostou je g(x) = g(1)z a teda f(z) =
= cx + 1. Sktgkou overime, Ze takato funkcia f vyhovuje pre kazdé redlne cislo c.

Uloha T-2.
Zavedme substiticiu a = 2z, b = 2y, ¢ = 2z. Chceme dokdzat nerovnost

1

Vet y+vzz VARV

T

-
S8

pri¢om plati rovnost
1 1 1

=1
1+2x+1+2y+1+22 ’

ktord vyplyva zo zadanej podmienky po trojndsobnom vyuziti vztahu

2t 1

=1———7-.
142t 1+2¢

Dokazovand nerovnost je symetrickd, preto moZeme predpokladat, ze x = y = z
Lahko nahliadneme, Ze
1’71231712,271. (1)
20+1 7 2y+1 7~ 2z+1

Taktiez plati
20 +1 > 2y +1 > 2z+1

NCEE Y- Bl (2)

Lahko to dokdZeme z ekvivalentného tvaru tychto nerovnosti: (z — y)(dxy — 1) = 0
a (y — z)(4yz — 1) 2 0. Keby bolo 4zy < 1, bude

1 n 1
14+2x 142y

> 1,

a to by bol spor s vizbou.
Vdaka vzfahom (1) a (2) mdzeme pouzit Cebysevovu nerovnost®:

r—1 r—1 2x+1 1 r—1 2¢+1
Z Jz :Z(2$+1. NG )EEZQJ-HZ Nz =0.

cykl. cykl. cykl. cykl.

3 Pod skratenym zapisom Z V(z) rozumieme ,,cyklicky“ sucet V(z) + V (y) + V(2).
cykl.
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Iné rieSenie. (Ndznak.) Po substiticiiz = 1/(a+1),y =1/(b+1), z = 1/(c+1) plati
x4+ y+ 2z =1 a povodné premenné vieme vyjadrit ako a = (y + 2)/x, b = (v + 2)/y,
¢ = (z 4+ y)/z. Chceme dokézat nerovnost

/a:—i—y /y+z zta \/235 \/ 2y \/ 2z
\/ = y—l—zJr z+9:+ y+ax
Tato nerovnost plati pre vSetky trojice kladnych redlnych &isel z, y, z: Spravime
substiticiu p = t+y, ¢ = y + 2, r = z + . Cisla p, ¢, 7 st potom dlzkami stran
trojuholnika a mézeme pisat p = 2Rsinw, ¢ = 2Rsin3, r = 2Rsin~, pri¢om R je
polomer opisanej kruznice a o + 5 + v = 7. Pouzitim zakladnych vzorcov pre pracu
s goniometrickymi funkciami vieme ukazat, Ze

/x+y sin &
VQ+7’— 251112sm'Y

Podobne sa daji upravit vsetky ¢leny na lavej aj pravej strane dokazovanej nerovnosti;
po dalsich ekvivalentnych tipravach redukujeme tilohu na dokaz nerovnosti

2
sin%+sin§+sm% > (sin%Jrsinngsin%) — (sin2%+sm26+sm 2).

Kedze funkcia sinus je na intervale (0, 7) konkdvna, podla Jensenovej nerovnosti plati

3
sin§+sin§+sing g?;sin% =3

Na dokoncenie dokazu si sta¢i uvedomif, Ze podla nerovnosti medzi aritmetickym
a kvadratickym priemerom plati

n? % + sin? g + sin?

mm

1 2
> 3 ( %Jrsinngsing) .
Uloha T-3.

Mnozina

= ({1 x{2,...,nHU({2,... ,n} x {1})

mé 2n — 2 prvkov a neobsahuje ziadne tri body tvoriace vrcholy pravouhlého trojuhol-
nika. Ukézeme, zZe kazda vyhovujica mnozina S mé najviac 2n — 2 prvkov.

Vezmime vyhovujiicu mnozinu S. Ozna¢me S, mnozinu tych bodov (x,y) z S, ktoré
maji unikdtnu z-ovia stradnicu, éize v S nie je Ziaden bod (x,y’) pre y’ # y. Podobne
oznac¢me Sy mnozinu bodov z S s unikdtnou y-ovou stradnicou.

Najprv sporom dokdzeme, ze S = S, U S,. Keby nejaky bod P patril do S, ale
nepatril by ani do Sz, ani do Sy, tak k nemu vieme najst bod P, s rovnakou z-ovou
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sturadnicou aj bod P, s rovnakou y-ovou stiradnicou. Potom vsak body P, P,, P, tvoria
pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole P.

Ak |S;| = n, tak S = S,, potom v8ak mnozina S ma n prvkov, a to je pre kazdé
n = 3 menej ako 2n — 2. Podobne vybavime mnoziny, pre ktoré |S,| = n. V kazdom
inom pripade vSak |S;| £ n —1a|Sy| £ n— 1, teda mnozina S mé nanajvys 2n — 2
prvkov.

Uloha T-4.
Jazyky budeme volit ndhodne a ukdZeme, Ze pravdepodobnost priaznivej volby je
kladné. Z toho potom hned vyplyva, Ze existuje poZzadovana volba jazykov.

Nech p € [0,1]. Kazdy jazyk bude zvoleny s pravdepodobnostou p; volby pre
jednotlivé jazyky st nezévislé. (Formaélne, elementdrnou udalostou je n-tica w =
= (ay,az,... ,a,), kde a; = 1, ak i-ty jazyk bol zvoleny, inak a; = 0; pravdepodobnost
elementarnej udalosti w je rovna p*(1 — p)"~*, kde k je pocet jednotiek v w.)

Budeme sktimat dve ndhodné premenné A a B, kde A oznaduje pocet zvolenych
jazykov a B pocet ucastnikov, ktorych vSetky tri jazyky boli zvolené. Vypocitame
stredné hodnoty tychto dvoch premennych.

E(A) = Z 1- P(zvolili sme jazyk l) = np
jazyk 1

E(B) = Z P(vietky jazyky studenta s st zvolené) = 3n - p3.

Student s

Dalej vyuzijeme nerovnost

P(X 2 E(X)) >0,

ktora evidentne plati pre kazdu ndhodnt premennt X . V naSom pripade pre X = A—B
dostavame

P(A— B =np—3np®) > 0.

Z toho vyplyva, ze existuje volba jazykov (t.j. elementdrna udalost w) takd, Ze
A(w) — B(w) 2 np — 3np3. Pre thto volbu jazykov vieme odstranit spomedzi zvolenjch
jazykov jeden jazyk za kazdého tucastnika, pre ktorého boli zvolené vsetky tri jazyky,
ktorymi hovori, a stéle ostane aspont A— B jazykov. Pre p = % viak A— B = %n, a teda
sme dokazali, ¢o sme potrebovali.

Uloha T-5.

Ozna¢me « velkost uhla EAD. Taka ista velkost mé aj uhol ED A, a zo zadanej velkosti
|£ASE| = 60° Tahko dopoéitame |[{AEC| =120°—a a |[{DEC| = 60° — . Ozna¢me F'
obraz bodu A v osovej stimernosti podla priamky C'E. Uhol FED mé velkost (120° —
—a)—(60°—a) = 60°, akedze |EF| = |EA| = |ED|, je trojuholnik DEF rovnostranny.
Trojuholniky ABC a FDC st teda zhodné podla vety sss.
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Obr. 49a, Obr. 49b

Ak sa bod D nachddza mimo trojuholnika ACF (obr.49a), tak body B a D su
stmerné podla priamky CFE, ¢ize |EB| = |ED| a §tvoruholnik BCDE je kosostvorec.
Potom BC' || DE.

Ak bod D lezi v trojubolniku AC'F (obr.49b), st body C a F stmerné podla osi AD,
pretoze uhly ADC aj ADF maju velkost 60° 4+« (vyuzili sme, ze |[{ECD| = |[{CED| =
= 60° — «). Potom v8ak |AF| = |AC| a trojuholniky ABC a AEF st zhodné. Bod E
musi lezat mimo trojuholnika ACF, inak by pétuholnik ABCDE nebol konvexny, ¢o
je v rozpore so zadanim. Zo zhodnosti trojuholnikov ABC a AEF potom vyplyva, Ze
body B a E st stmerné podla priamky AD. Preto |DB| = |DE|, ¢ize Stvoruholnik
ABDE je kosostvorec a plati AB || DE.

Uloha T-6.

Dotyk priamky s kruznicou vieme popisat pomocou mocnosti bodu ku kruznici. V na-

Som pripade z mocnosti bodu B ku kruZnici opisanej trojuholniku AXCy dostaneme

|BX|? = |BA| - |BCy|. Podobne |[CX|? = |CA| - |CBy|. Oznaéme Aq pitu vysky
C

Ao

By

Obr. 50
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z vrcholu A. Stvoruholnik ACAyCy je tetivovy, preto pre mocnost bodu B k jemu
opisanej kruznici plati |[BA| - |BCy| = |BAy| - |BC|; podobne dostaneme |C'A| - |CBy| =
= |C'Ay| - |CB]J. Celkovo dostavame

|BX|? + |CX|* = |BA| - |BCo| +|CA| - |CBo| = |BAo| - |BC| + |CAo| - | BC| = |BCP?,

¢ize uhol BXC je pravy (obr.50). Okrem toho plati |[BX|?> = |BAo| - |BC| a preto
z Euklidovej vety o odvesne v pravouhlom trojuholniku BXC vyplyva, ze bod Ay je
pitou vysky z vrcholu X na preponu BC'. Inak povedané, priamky AAy; a XAy st
totozné, preto je priamka AX kolmd na priamku BC.

Iné rieSenie. Z mocnosti bodu ku kruZnici dostdvame
IBXP = [BA|-|BCol,  |CXJ? = |CAl-|CBy|.

Pre dany trojuholnik ABC tieto rovnosti jednozna¢ne urcuji vzdialenosti bodu X
od bodov B a C. Do uvahy teda prichddzaja len dva mozné body X, avSak jeden
z nich vzdy lezi mimo trojuholnika ABC. Preto je bod X pre dany trojuholnik ABC
jediny. Ukazeme, ze tento bod X je totozny s bodom Y, ktory je priesecnikom Télesovej
kruznice nad priemerom BC' a vysky trojuholnika ABC' z vrcholu A. To zjavne bude
stacit na dokaz zadaného tvrdenia.

C

Obr. 51

Stvoruholnik BCB,Y je tetivovy, preto |{CBBy| = |£CY By|. Potom |{CAY| =
=90°—|LACB| = |{CBBy| = |£CY By|, a podla vety o isekovom uhle sa priamka CY
dotyka kruznice opisanej trojuholniku AY By (obr.51). Analogicky vieme ukazat, ze sa
priamka BY dotyka kruznice opisanej trojuholniku AY Cy, a teda X =Y.

Uloha T-7.
Staci ukédzat, ze existuji a € A a b € B také, ze a = 2b (mod 11), pretoze pre takéto a,
b plati

a®+ab? +b° =80 +20+ 6% =0 (mod 11).
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Predpokladajme, Ze k nejakému b € B mnozina A neobsahuje ziadne vyhovujuce a.
Potom vsak ¢islo so zvyskom 2b po deleni 11 musi byt v mnozine B (vyuZzivame, ze ak b
nie je delitelné 11, ani jeho dvojndsobok nebude). Ak ani k 2b nevieme néjst vyhovujice
a € A, tak aj ¢islo so zvyskom 4b je v B. A tak dalej, postupne ddjdeme k zéveru, zZe
¢isla so zvyskami b, 20, 4b, ..., 2°b st vietky v B. Tieto &isla vSak davajt navzajom
rozne zvysky po deleni 11 a preto mnozina B obsahuje 10 c¢isel. Potom vSak mnozina
A je prazdna, a to je spor s predpokladom zo zadania.

Uloha T-8.
Zvolme najprv &isla x1, xa, ..., w2011 tak, aby d&isla
yi =23 (x1+2), y2=a3(x2+2), ..., Y2011 = To11 (%2011 +2)

boli navzdjom nestdelitelné. Mozeme zvolit napriklad 77 = 1 a z; = y1y2...yi—1 — 1
postupne pre kazdé i € {2,3,...,2011}. Takto zvolené éislo z; zabezpeli, Ze y; je
nesudelitelné s y1, y2, ..., Yi_1.

Podstata nasej volby ¢isel z; spo¢iva v tom, Ze kazdé ¢islo delitelné ¢islom v tvare
22(z+2) je (zasné. Naozaj, ak n = x2(z +2)m, tak n = nsd(b, ¢) -nsd(a, bc) +nsd(c, a) -
-nsd(b, ca) + nsd(a, b) - nsd(c, ab) pre a = mz?, b = mz, c = z.

KedZe ¢isla y1, y2, - - ., Y2011 S navzajom nestudelitelné, podla éinskej zvyskovej vety
existuje kladné celé ¢islo k také, ze

k=—i (mody;) pre kazdé i€ {1,2,...,2011}.
Preto ¢islo k + i je delitelné ¢islom y; pre kazdé ¢ € {1,2,...,2011}. Takze éisla k + 1,

k+2, ..., k+2011 st vSetky zasné a tvoria hladanych 2011 po sebe iducich Gzasnych
Cisel.



Korespondenény seminar SKMO

Korespondenény seminér Slovenskej komisie Matematickej olympiddy (KSSKMO)
vznikol ako jeden z prvych matematickych korespondenénych seminarov (vtedy este ako
Ceskoslovensky semindr) preto, aby bolo umoznené venovat individudlnu starostlivost aj
tym studentom, ktori nenavitevovali triedy so zameranim na matematiku. Ulohy tohto
seminara svojou naro¢nostou prevysuju akikolvek init matematickt sitaz na Slovensku
pre stredoskoladkov, seminér je preto dolezitou sucastou pripravy aj na medzindrodnt
matematickd olympiadu.

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Od 53.ro¢nika MO
jeho organizovanie prebrali veduci koreSpondenéného seminara KMS a odvtedy bol
KS SKMO jeho kategériou GAMA a KMS sa stal oficidlnym seminarom SKMO. V po-
slednych rokoch vsak kategéria GAMA mala len méalo pravidelnych riesitelov, z ktorych
istt Cast tvorili aj studenti z CR. Tento fakt bol jednym z motivov na zmenu organizicie
seminara KS SKMO: od 61.ro¢nika MO je organizovany v spolupréci vedacich KMS
s vedicimi ¢eského korespondenéného seminara sidliaceho v Prahe na MFF UK a pod
menom iKS je prezentovany ako medzinarodny seminéar. Zmenila sa tiez Struktura jeho
aloh.

V tomto roku teda mal KSSKMO posledny raz strukttru, ktord bola zavedena
v Skolskom roku 2003/2004: za rok Sest sérii (tri zimné prebiehajice od septembra
do decembra a tri letné prebiehajtce od februdra do maja), v kazdej sérii 5 tloh.

Celkové poradie KS SK MO 2010/2011

1. Martin Vodicka, 2.ro¢nik, Gymnéazium Alejova, Kosice, 164 bodov

2. Anh Dung Le, 1.roénik, Gymnazium Tachov, CR, 106 bodov

3. Matej Balog, 4.ro¢nik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 76 bodov
4. Josef Svoboda, 2.roénik, Gymnéazium Frydlant, CR, 69 bodov

5. Dominik Csiba, 4.roénik, SpMNDaG Skalické, Bratislava, 62 bodov

Uvadzame vSetky priklady tohto ro¢nika stutaZe spolu s rieseniami. Priklady boli
vyberané z narodnych olympidd ¢ inych sutazi.
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Zadania sataznych aloh KS SKMO

PRVA SERIA

Néjdite vSetky kone¢né postupnosti nezapornych celych ¢isel s nasledujicou

vlastnostou. Oznaéme ¢leny postupnosti g, z1, ..., s, pricom n = 0. Pre
vietky j (0 £ j = n) plati, Ze z; vyjadruje pocet vyskytov ¢isla j v tejto
postupnosti. (ndvrhy na IMO, 2001)

V 40 hrncoch bolo (nerovnomerne) porozlievané cesto na palacinky. Hanka sa
rozhodla, ze hladinu cesta v hrncoch bude vyrovnavat nasledovnym spésobom.
Zobrala vzdy n hrncov a poprelievala medzi nimi cesto tak, aby vo vsetkych
n hrncoch bolo rovnako vela cesta. Toto opakovala dovtedy, kym nebola vo
vSetkych 40 hrncoch rovnaka hladina cesta. Aké najmensia moze byt hodnota
n, aby sa Hanke podarilo vyrovnat hladiny bez ohladu na poc¢iato¢né rozloZzenie
cesta v hrncoch?

V trojuholniku ABC sa vpisand kruznica dotyka stran AB, BC, C'A postupne
v bodoch K, L, M. Dokazte, ze priesecnik vysSok trojuholnika K LM, stred
vpisanej kruznice trojuholnika ABC a stred opisanej kruznice trojuholnika
ABC lezia na jednej priamke. (Irdn, 1995)

Prvocislo p dava zvySok jedna po deleni styrmi. Zjednoduste vyraz

> {0}

Symbolom {z} oznacujeme desatinnt ¢ast éisla z, t.j. {z} = 2 — |z], kde |z|
je dolnd celd cast cisla x. (Hongkong, 2002)

Kladné realne ¢sla a, b, ¢, x, y, z spliiaju vatahy cy + bz = a, az + cx = b,
bz 4+ ay = c. Urcte minimalnu hodnotu vyrazu
2 2 2
T y z
+ + :
r+1 y+1 =z2+1

(Cina, 2005)
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Dany je trojuholnik ABC' a jeho vnuatorny bod P taky, ze |{BPC| = 90°
a |[{BAP| = |{BCP|. Ozna¢me M a N postupne stredy stran AC' a BC.
Predpokladajme, ze | BP| = 2|PM|. Dokazte, ze body A, P a N lezia na jednej
priamke. (India, 2009)

V trojuholniku BUS st body K a L postupne stredmi stran US a BS. Bod P
lezi vnutri trojuholnika BU S tak, ze uhly UBP, PSB a KBS maja rovnaki
velkost. Dokazte, Ze uhly PLB a BKU maji rovnaka velkost.

(Ukrajina, 2009)

Definujme vzdialenost dvoch kruhov v rovine ako redlne ¢&islo, ktoré vznikne
odé¢itanim polomerov oboch kruhov od vzdialenosti ich stredov. V rovine je
danych n bodov, pricom n = 1. Dokézte, Ze vzdy vieme ndjst konecne vela
kruhov, ktoré pokryji vSetkych n bodov, navyse je stcet ich priemerov mensi
ako n a vzdialenost lubovolngch dvoch z nich je vicsia ako 1. (Cina)

Postupnost redlnych &isel (ax)3e, splita 1 < a; < 2 a pre kazdé prirodzené k
plati ag+1 = ay, + k/ay. Dokézte, Ze existuje najviac jedna taka dvojica (i, ),
ze i < j a zaroveil a; + a; je celé ¢islo. (Rusko)

Mnozina X méa 56 prvkov. N&jdite najmensie prirodzené n také, ze plati
nasledovné tvrdenie: Ak vyberieme Iubovolnych 15 podmnozin X takych, Ze
pocet prvkov zjednotenia lubovolnych sedem z nich je aspoii n, tak z tychto 15
podmnozin vzdy vieme vybrat tri s neprazdnym prienikom. (Cina, 2006)

TRETIA SERIA
Najdite vietky funkcie f:R — R spliiajtce

f@® +yf(2)) = af(2) + 2f(y)
pre Iubovolné reélne éisla x, y, z.

Nech n 2 2 a k st prirodzené ¢isla. V rovine umiestnime n kruznic tak, ze kazdé
dve kruznice sa pretinaja prave v dvoch réznych bodoch a ziadne tri kruznice sa
nepretinajia v jednom bode. Kazdy prieseénik musi byt ofarbeny préve jednou
z m ro6znych farieb. Kazd4 z n farieb musi byt pouzitd aspon raz a na kazdej
kruznici mozu lezaf len prieseéniky prave k roznych farieb. Najdite vSetky
dvojice (n, k), pre ktoré existuje takéto rozmiestnenie a ofarbenie kruznic.
(ndvrhy na IMO, 2004)
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Vietky hrany v kvadri K maji v metroch prvoéiselnt dlzku. Jeho povrch
vyjadreny v metroch Stvorcovych je mocnina prvocisla. Dokéazte, ze prave jedna
z troch dlzok hran kvadra K je tvaru 2™ — 1 metrov, kde m je prirodzené &slo.

(KéMalL)

Stcet obsahov koneéného poctu stvorcov je 4m2. Ukéite, Ze tieto Stvorce vieme
umiestnif v rovine tak, aby dohromady pokryli §tvorec so stranou 1m. Stvorce
sa mozu aj prekryvat. (Brazilia, 2002)

Nech O je bod vnutri trojuholnika ABC' taky, ze uhly AOB, BOC a COA

maji rovnaku velkost. Dokazte, Ze

|[AO]> | [BO]? |COJ? _ |AO|+|BO|+|CO|
|BC| — |CA]  |AB| V3 '

(Ukrajina, 2009)

STVRTA SERIA
Rozhodnite, ¢ pre pre kazdé prvocislo p a prirodzené ¢islo k existuje také

prirodzené ¢islo t, Ze ¢islo pt m4 niekde v desiatkovom zépise aspon k nil za
sebou. (www.artofproblemsolving.com)

Dané je postupnost nezdpornych celych ¢isel ap, as, ..., asgii. Pre kazdé
prirodzené i, j také, ze ¢ + 7 < 2011, plati

az-—&-a]-gaiﬂgai—i-aj—kl.

Dokéazte, ze existuje nekonecne vela redlnych ¢&isel x, pre ktoré plati a,, = [nz]
pre vSetky n =1,2,...,2011. (www.artofproblemsolving.com)

Ozna¢me K, L, M, N styri body v trojrozmernom priestore. Dokazte, ze
|KL|?> + |MN? < |KM? + |LN* + |[KN|* + |LM .
(USA, 1975)
Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré sa trojuholnik dé4 rozrezat na n

mensich trojuholnikov tak, Ze ziadne tri z vrcholov (vratane pévodnych troch)
nelezia na jednej priamke a zaroven kazdy vrchol patri rovnakému poctuz n+1
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oblasti, ktoré vznikli (n mensich trojuholnikov a vonkajsia oblast).
(Brazilia, 2004)

Kruznice k1 a ko so stredmi S; a Sy sa navzajom dotykaji zvonka v bode D.
Kruznice k1, ko sa navyse zvnutra dotykaja kruznice k& postupne v bodoch Ej,
E5. Priamka t je spolond dotyénica kruznic ki, ko v bode D. Nech AB je
priemer k kolmy na t taky, ze body A, S1, E leZia v tej istej polrovine vytatej
priamkou ¢. Dokazte, ze priamky AS, BS2, E1E> a t sa pretinaju v jednom
bode. (ndvrhy na IMO, 2006)

PIATA SERIA

Dané je kruznica k a bod A leziaci mimo nej. Pre rovnostranny trojuholnik
PQR vpisany do kruznice k oznac¢ime U, V, W postupne priesecniky priamok
AP, AQ, AR s kruZnicou k rozne od P, @, R. Dokézte, ze hodnota vyrazu

|AP|  |AQ| | |AR|
[AU] " JAV] T [AW]

nezavisi od polohy trojuholnika PQR.
(D. Monk: New Problems in Euclidean Geometry)

Dany je trojuholnik ABC'. Ozna¢me k vpisant kruznicu trojuholnika ABC a I
jej stred. Nech p je priamka dotykajica sa kruznice k v bode L tak, Zze p nie
je rovnobeZné so Ziadnou stranou trojuholnika ABC. Nech A’ je bod na p, pre
ktory je uhol AT A’ pravy. Podobne uréime body B’ a C’. Dokazte, %e priamky
AA’, BB a CC’ sa pretinaji v jednom bode.

Nech a, b, ¢ st kladné realne &isla spliiajice a + b + ¢ = abe. Dokaite, 7e

1 n 1 n 1 <3
Vita® Vi+B i+ T2

a zistite, kedy nastava rovnost. (Juznd Korea, 1998)

Nech n > 2 je prirodzené ¢islo a A,, je mnozina tych neprazdnych podmnozin
mnoziny {1,2,... ,n}, ktoré maju aritmeticky priemer svojich prvkov celé ¢islo.
Dokézte, ze |Ay,| —n je parne cislo. (Putnam)

Funkcia f je definovana na prirodzenych c¢islach predpisom

=23+ )+ 120
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a) Dokézte, ze f(n+ 1) > f(n) plati pre nekonecne vela hodnot n.
b) Dokazte, ze f(n + 1) < f(n) plati pre nekone¢ne vela hodnét n.
(ndvrhy na IMO, 2006)

SIESTA SERIA

Na kazdej strane rovnostranného trojuholnika 7' oznacime 5 bodov tak, ze
tychto 5 bodov rozdeli stranu na 6 rovnakych casti. Takto uréenych 15 bodov
pospajame tseCkami rovnobeznymi so stranami trojuholnika 7. Tymito tsec-
kami sme trojuholnik 7" rozdelili na 36 malych rovnostrannych trojuholnikov.
Na kazdy z 28 vrcholov malych trojuholnikov polozime prave jednu zabu.
V kazdej sekunde kazda zaba sko¢i na susedny vrchol. Navyse vieme, Ze ak
zoberieme tri pozicie Tubovolnej Zaby za sebou (v ¢asoch ¢, t + 1 a t + 2),
tak tieto pozicie nelezia na jednej priamke (takze zaba sa nemoze vracat, ani
pokracovat vo svojom smere). Dokazte, Ze v nejakom ¢ase budd nejaké dve
zaby v rovnakom vrchole.

Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢isla. Dokazte, ze

a 4 b 4 c < 9
202+ b2+ ¢c2 202+ +a? 224+ a2+02 T 4(a+b+e)

(Ukrajina, 2009)

Nepréazdna mnozina M mé n prvkov. Ozna¢me P(M) mnozinu vsetkych pod-
mno%in mnoziny M. Dalej nech f:P(M) — R je funkcia, ktord ma nasledujtice
vlastnosti:
(i) f(M—A) = [f(A),
(ii) f(AUB) < max{f(A), f(B)} pre vietky A, B € P(M).
Dokézte, ze funkcia f moze nadobudat maximéalne n réznych hodnot.

(MSC, 2001)

Nech EFGH, ABCD, E,F,G1H, st tri konvexné stvoruholniky zarovei splia-
juce obe nasledujice podmienky:
(i) Body E, F, G, H lezia postupne na strandch AB, BC, CD, DA tak, zZe
plati
|AE| |BF| |CG| |DH| _
|EB| |FC| |GD| |HA|

(ii) Body A, B, C, D lezia postupne na strandch H,Ey, E1F1, F1G1, G1H;.
Navyée EF ” E1F1, FG || FlGl, GH || GlHl, HE || HlEl

Oznatme f = |E1A|/|AH,|. Vyjadrite pomer |F;C|/|CG1| ako funkciu pre-

mennej f. (Macao, 2004)

1.
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6.5 Pre dané kladné redlne ¢isla 7 a s najdite vSetky funkcie f:(0,00) — (0,00),
pre ktoré plati
s(r+s)z =rf(x)+ f(f(x))

pre vietky z € (0, 00). (ndvrhy na IMO, 1992)
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RieSenia sutaznych dloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1
Postupnost zo zadania mé n+ 1 ¢lenov. Skisme dosadit za zg ¢islo nula. V postupnosti
je teraz aspon jedna nula. Plati teda zo = 1. Dostdvame spor s tym, Ze zo = 0,

preto 29 > 1. Clen postupnosti x; vravi, kolkokrat sa v postupnosti vyskytne i. Clenov
postupnosti je n+ 1, preto g + x1 + - - - + ,, = n + 1. Uvedeny vztah mozeme upravit

na tvar
n

> (@i—1)=0. (1)
i=0
Rozdelme ¢isla v postupnosti na tri mnoziny: V mnozine A bude ¢&islo z9. V mnozine
B budt vsetky ¢&isla x;, ktoré st rovné nule. Vyssie sme ukazali, ze z¢o ¢ B. V mnoZine C
budi vsetky ¢isla z postupnosti, ktoré nie stt v mnozine A ani v mnozine B.
Pre velkost mnoziny B plati | B| = . Rovnicu (1) teraz mozeme rozpisat nasledovne:

n

0=Z(wi71):(x071)+ Z(Ii*1)+ Z(:vjfl):

=0 z;,€EB z;eC
=(wo— 1)+ (=1)-mo+ > (x;— 1)
z,;€C

V druhom riadku sme vyuzili vlastnost mnoziny B, Ze stlet jej prvkov je nula. Pre
prvky mnoziny C' teda dostaneme

> o@i-1=1

Vi, x;€C

Vsetky prvky v mnozine C st kladné celé ¢isla. Preto pre kazdy jej prvok x; plati
nerovnost z;—1 2 0. V mnozine C' sa teda nachddza prave jedna dvojka a okrem nej nie-
kolko jednotiek. (Rozmyslite si, preco.) Inak povedané, pre vietky i = 1 je z; € {0,1,2}.
Podme teraz preskimat, akému ¢&slu sa moze rovnat prvy ¢len postupnosti xg.

Ak xg = 1, potom 1 # 0. Clen x; sa neméZe rovnat &slu 1, lebo potom by sme mali
v postupnosti uz dve jednotky (zo a z1). V mnoZzine C' st len jednotky a jedna dvojka,
preto na vyber x; mame jedint moznost x; = 2. Potom nutne 23 = 0. Dostdvame prvé
rieSenie: postupnost 1, 2, 1, 0.

Ak z¢ = 2, potom x5 = 2, lebo prave jedna dvojka je v mnozine C' a jedna je xg. Ak
1 = 0, tak dostdvame dalSie rieSenie: §tvorprvkovi postupnost 2, 0, 2, 0. Ak z; = 1,
tak dostdvame riesenie 2, 1, 2, 0, 0.

Ak 29 = k, k = 3, potom pre i = 2 plati x; < 2, lebo inak by v C boli asponi dve
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postupnosti po poradi si k, 2 a 1. Clen z}, sa musi rovnat 1, lebo x¢ = k. Zvy$né &leny
postupnosti st nulové. Vyslednd postupnost je potom k, 2, 1, 0,0, ..., 0,1, 0,0, 0
(s k — 3 nulami medzi dvoma jednotkami).

Spolu sme teda nasli nasledovné riesenia:

(1,2,1,0), (2,0,2,0), (2,1,2,0,0), (k, 2, 1,0, ..., 0, 1, 0, 0, 0), pricom k = 3.
——

k—3 nal

1.2

Sktisime najst akékolvek n, ktoré vyhovuje a nésledne hladaf mensie. Uplne trividlne
je n = 40, ked Hanka vyrovnd vsetky hladiny naraz. Podari sa to aj pre n = 20: Hanka
vie vytvorit dve skupinky po 20 s rovnakym objemom, potom zobrat 10 z jednej a 10
z druhej skupiny a vyrovnat tieto. Napokon zoberie zvy$né z jednej aj z druhej skupiny
a aj tie vyrovna. Takto dostane vSade rovnako vela cesta. Obdobnym spdsobom vie
pre n = 10 dostat 20 hrncov s rovnakym objemom a nésledne vyrovnavat dve (uz
vyrovnané) dvadsatice vyberanim piatich hrncov z kazdej.

Dokéazeme, ze pre n < 10 objemy v hrncoch vzdy vyrovnat nemozno. Predstavme
si, Zze v jednom hrnci je cesto inej farby, jeho mnozstvo ozna¢me a litrov. Budeme
sledovat, kolko ho bude v jednotlivych hrncoch po niekolkych preliatiach. Pod prelie-
vanim rozumieme, ze do kazdého zo zucastnenych hrncov nalejeme n-tinu z kazdého zo
zucastnenych hrncov. Oznaéme mnozstvo cesta inej farby v zucastnenych hrncoch hia,
hoa, ..., hya. Po preliati bude v kazdom z nich n-tina z kazdého:

M_’_’Lﬂ_’_.“_‘rh”a: h1+h2+...+h"w
n n n n

Vsimnime si, Ze na zaciatku sme mali v jednom hrnci 1-a a v ostatnych 0 - a litrov inej
farby. Koeficienty pred a boli racionalne. Pri kazdom preliati ich len s¢itame a vydelime
n, CiZe raciondlnymi aj zostani. Dosadme teda vSade h; = p;/q;:

hl+h2+"'+hna:q1+qz+ +qn,a:qw2mqna: Vv a
n n n q192---qn - M

Na zaciatku mame koeficienty %a a %a. V menovateli je teda 1, ¢o je o¢ividne mocnina n
(na nultt). Do menovatela sa pri prelievani dostane si¢in menovatelov zGastnenych
hrncov vynéasobeny n. Ak boli predtym vSetky menovatele mocninou n, budi aj potom.
A kedZze na zacdiatku boli, tak budi aj po kazdom dalSom preliati. Teda na konci bude
v kazdom hrnci n—bk - a litrov inej farby pre nejaké celé nezaporné ¢isla b, k.

Na dokézanie, Zze minimum je n = 10, je dobré zobrat nejaké Specidlne rozlozenie na
zaciatku. Skimali sme, o sa stane s cestom z jedného hrnca. Jeden by sa teda mohol od
ostatnych 1i8it — napriklad byt iraciondlny. Jednoduchsie vSak je dat do jedného hrnca
1 liter a ostatné nechat prazdne. Do kazdého sa teda musi dostat % z toho jedného.
Teda

Gize 40b = n*.
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Z toho méame 40 | n¥*, ¢o znamené, Ze v rozklade n na prvoéisla musia byt prvoéisla
z rozkladu ¢isla 40, t.j. 2 a 5. Najmensim takym cislom je n = 10.

1.3

(Podla Josefa Svobodu.) Ozna¢me H prieseénik vySok trojuholnika K LM, I stred
kruznice vpisanej do ABC a S stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC. Stredy
oblikov AB, BC, C A kruznice opisanej, na ktorych nelezia postupne body C, A, B,
oznafme S., Sy, Sp. V nasledujicom texte ukédzeme pravdivost nasledujticeho tvrdenia:
Rovnolahlost, ktora zobrazuje vpisand kruznicu na opisana kruznicu, zobrazuje (i) I na
S a (ii) H na I. (Existuja dve také rovnolahlosti.)

Ak toto tvrdenie plati, tak I, S a H leZia na jednej priamke, ¢o chceme dokazat.

Cast (i) je zrejmd, lebo stred kruZnice sa zobrazi na stred druhej kruznice. Za-
oberajme sa preto uz len Gastou (ii). Najprv si uvedomme, kam sa zobrazi trojuhol-
nik K LM. Doty¢nica opisanej kruznice rovnobeznd s AB sa dotyka tejto kruznice
v bode S.. Preto sa bod K (ako bod dotyku dotyénice AB s kruznicou vpisanou) zobrazi
na S.. Rovnako sa zobrazia body L na S, a M na S. Takze obrazom trojuholnika K LM
je trojuholnik S.S,Ss.

Obr. 52

KedZe rovnolahlost zachovéava ortocentrum trojuholnikov, staci ukazat, Ze ortocen-
trum trojuholnika S,S5;,S. je I. Ako vieme, stredy oblikov opisanej kruznice lezia na
osiach uhlov trojuholnika ABC'. Takze S,, I, A lezia na jednej priamke (podobne pre
B a (). Stadi teda dokazat, ze AI L S,S. (podobne pre BI, CI). Na to pouZijeme
dalsiu zndmu vlastnost stredov obliukov kruznice opisanej (obr. 52):

19aB] = |SaC| = |Sal],  [Sp Al = [SyC| = |SpI],  |ScAl = |SeB| = [Se1].
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Z toho vyplyva, ze ASyIS. je deltoid (dve a dve strany st rovnaké). Deltoidy maji
uhlopriecky na seba kolmé, a preto AI 1 SpS. a podobne plati BI 1 S;S. a CI L
1 5,8p.

1.4

(Podla Anh Dung Le.) Najprv si viimnime, ze (—k)? = (p — k)2 = k? (mod p). Taktiez
ak 22 = y? (mod p), pricom 1 < z,y < 251, tak (z — y)(z +y) = 0 (mod p). Ale
1 <z+y<p,apreto x =y. Z tychto tvah vyplyva, ze medzi ¢islami

{12, 22 .., (”21>2} (1)

sa nachadzaja vsetky kvadratické zvysky modulo p. Navyse vieme, ze vSetkych spomi-
nanjch £ (p — 1) &isel dva rozne zvysky po deleni p.
Podla Eulerovho kritéria pre p = 1 (mod 4) mame*

(—71) =(-1)zPD =1 (mod p),

a hned dostévame, Ze —1 je kvadraticky zvySok. Kedze (’7”) = (’71)(1—’1), je bkvadraticky
zvySok préve vtedy, ked —b = p — b (mod p). Preto mnozina (1) sa skladd z parov
{a1,p—ai,a2,p—az,... ,a1(,1),p — a1 (,_1)} modulo p.

Napokon kedze 1 < a; a p — a; < p, tak

(s fr5) -
p p p

a hladany stcet je (p — 1).

1.5

(Podla Anh Dung Le a Josefa Svobodu.) Zadand véizba ma tvar ststavy troch linedrnych
rovnic s tromi kladnymi redlnymi nezndmymi z, y, z a tromi kladnymi redlnymi
parametrami a, b, c. Z tejto sistavy mozno trividlne vyjadrit

b? + 2 —a? +a® -0 a?+b -2
:77 = —m- =

2bc 2ca ’ 2ab

Podla zadania x,y,z > 0, a teda aj b* + ¢ — a% > 0.

4V rieseni pouzivame tzv. Legendreov symbol, teda vyraz (%)7 pricom a je celé ¢islo a p je neparne
prvoéislo. Nadobtda hodnoty 0, 1, —1 podla toho, ¢i a je nasobkom p, alebo a je nenulovy kvadraticky

zvysok, alebo a nie je kvadraticky zvysok.
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Ked odvodené vztahy dosadime do zadaného vyrazu, tak trividlnymi dpravami
vyrazov, kde pouZivame iba $tandardnii tipravu zlomkov, postupne dostavame®

2
Z (W) Z (6% + % — a?)?
2be(

Pic—a® || B2+ 2 — a?) + 422

cykl. 2bc cykl.

Takyto vyraz sa tazko odhaduje nejakou konstantou (¢o nakoniec vlastne chceme), preto
ho skiisme odhadnif nie¢im ingm. Z Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti mame

<z+§+%)(/€+z+m)z(\/@+\/}+\/§)2 (1)

pre e, f,9,k,l,m > 0. KedZe v naSej situdcii mame kladné ¢itatele aj menovatele,
mozeme (1) pouzit a dostaneme

Z (0% + ¢ — a?)? - (a% + 1 + 2)?2 )
&5 2be(b? + 2 — a?) +4b2c? T 30 2bc(b? + % — a?) + 4b%c?’

Tym sa ndm podarilo z troch zlomkov spravit jeden. Chceme zistif jeho minimum. ¢asto
sa stava, ze sa nadobtda pri rovnosti v8etkych premennych. Ked do povodného vyrazu
dosadime a = b = ¢ = 1, ¢omu prislachaji z =y =z = %, dostaneme vysledok %, teda
tito hodnotu vyraz naozaj nadobtida. Skiisme teraz dokazat, Ze zlomok na pravej strane

tlohu na nerovnost

1
(a>+ 0% +c%)?* 2 3 Z 20c(b? 4 ? — a?) + 4b%c?,
cykl.

ktord je ekvivalentné s
at + b+t —aPb—ab® — bPc— b — Aa — ca® + abe + ab’e + abc® = 0.

Posledna nerovnost je $pecidlny pripad zndmej Schurovej nerovnosti pre k = 2.

DRUHA SERIA

2.1
Bod P splitajici podmienky zo zadania vo vieobecnosti nemusi vobec existovat — dé sa
néjst len v niektorych Specialnych trojuholnikoch. (Prikladom je trojuholnik so stranami

5 Pod skratenym zapisom Z V(a,b, ¢) rozumieme ,cyklicky“ sacet V(a,b,c)+ V(b,c,a) + V(c,a,b).
cykl.
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|AB| = 6, |BC| = 8 a |AC| = v/46. Bod P je umiestneny v tomto trojuholniku tak, ze
|AP|=1a |CP|=6.)

Vsimnime si, ze bod N dost mélo stvisi so zvySkom obrazka a vieme sa ho Tahko
zbavit. Je pre nas vlastne zaujimavy len z jediného dovodu — potrebujeme dokazat, Ze
lezi na priamke AP. To je ekvivalentné tvrdeniu, zZe uhol APN je priamy. Ozna¢me «
velkosti uhlov BAP a BCP, ktoré su podla zadania rovnaké. Z pravouhlého trojuhol-
nika CPB vieme, ze aj |[{CPN| = «, teda dokazované tvrdenie je ekvivalentné s tym,
7e | APC| = 180° — a. Dalej uz v dékaze bod N nebudeme vobec potrebovat.

Pokracovat moZeme dvoma spdsobmi. V prvom z nich sa zameriame na zadané
vlastnosti uhlov. Mohli by sme sa pokusit postupne vyjadrovat velkosti vSetkych uhlov
na obrazku, daleko sa vSak nedostaneme. Poloha uhlov BAP a BCP by nam vSak mala
pripomentt vetu o obvodovom uhle. Ulohu tetivy tu hra tisecka BP. Jeding problém je
v tom, Ze body A a C sa nachadzaju v opa¢nych polrovindch vzhladom na priamku BP.
Preto skisime bod C' zobrazit v osovej simernosti podla BP na bod C’. V tom, Ze to je
dobré rozhodnutie, by nas mal podporit fakt, Ze podla zadania je pétou kolmice z bodu
C' na priamku BP prave bod P. Novovzniknuty bod C’ tym paddom bude mat aj dalsie
dobré vlastnosti — lezi spolu s bodmi P a C' na jednej priamke a je rovnako vzdialeny
od bodu P ako bod C. Teraz uz mozeme pouzit vetu o obvodovom uhle. Podla nej leZia
body B, P, A a C' na jednej kruznici, pretoZe tetive BP zodpoved4 v bode A aj v bode
C’ ten isty obvodovy uhol . Teraz sa ndm zidu dobré vlastnosti bodu C’. V&imnime si,
ze tsecka PM je strednou prieckou v trojuholniku AC’'C. Preto |AC'| = 2|PM| = |BP],
teda tetivovy $tvoruholnik AC’ BP je navySe aj rovnoramennym lichobeznikom. Vdaka
jeho osovej stimernosti vieme, ze |[{APC'| = |[{PAB| = a, z ¢oho uz vieme vypoditat
|£APC| = 180° — [£APC’| = 180° — @, ¢o sme chceli dokazat.

2.2

Velkost zadanych troch zhodnych uhlov ozna¢me ¢. Uhly K BU a SBP st oba doplnkom
uhla ¢ do uhla SBU, preto nasou tlohou je dokazat, Ze trojuholniky BUK a BPL st
podobné. O trojuholniku BPL toho vela nevieme, ale niika sa iné pozorovanie. Usecka
LP je taznicou trojuholnika BPS, ktorého uhly pozname. Usecka UK bude potom zod-
povedajtcou taznicou v zodpovedajicom trojuholniku BU B’, pricom B’ bude obrazom
bodu B cez stred stimernosti K. Nie je tazké si uvedomit, Zze zodpovedajuci trojuholnik
BUB’ je podobny s trojuholnikom BPS, z ¢oho uz vyplyva tvrdenie tlohy.

2.3

Nazvime Iubovolnti mnozinu n bodov a k kruhov ako (n,k)-pokrytie, ak maji tuto
vlastnost: k kruhov pokryje n bodov a stucet priemerov tych k kruhov je menej ako
n—k+ 1. Specidlne nech kompletné (n, k)-pokrytie je také pokrytie, Ze kazdé dva kruhy
maji vzajomnu vzdialenost viac ako 1.

Priamou konstrukciou ukdzeme, Ze pre lubovolnych n bodov existuje kompletné
(n, k)-pokrytie.
Krok 1. Kazdy z n bodov pokryjeme kruhom s priemerom mensim ako 1/n. Tychto n
kruhov vytvéra (n,n)-pokrytie, kedze stcet priemerov je mensi ako 1.
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Procediira 1. Ak existuju v pokryti C; dva kruhy ki, ko, ktorych vzdialenost z spliia
0 < x < 1, tak ozna¢me Sy, Sz stredy a dy, do priemery kruhov ki, ks. UvaZujme
priamku 57152 a jej prieseCniky P;, P, s kruznicou k; a priesecniky (1, Q)2 s kruznicou
ko také, ze |P2Sa| = |P1Sa| a |Q251| 2 |Q151]. Nech R je stred tsecky P»S;. Potom
kruznica k3 s polomerom |RP>| = |RQ2| sa dotyka zvonka kruhov ki a ko. Teda kruh
ks obsahuje vsetky body, ktoré obsahuja k; a ko. Priemer kruhu ks je d3 = di +
+dy + 2 < dy +dy + 1. MnoZina kruhov, ked namiesto k; a ks berieme k3, potom tvori
s povodnymi n bodmi nové pokrytie Cy. Tento krok sice zvysi sicet priemerov nanajvys
o 1, ale znizi pocet kruhov o 1. Kedze C; bolo pokrytie, tak aj Cs je pokrytie.

Procedira 2. Opakujeme procediru 1, kjm je splnend podmienka.

Zhrnutie. Do Procedtry 1 vstipime s pokrytim z Kroku 1. Je jasné, ze Procedura 1
sa nemdze opakovat donekonecna, lebo klesa pocet kruhov (klesajica postupnost na
prirodzenych é&slach je koneénd). Podla matematickej indukcie je vystup Procediry 1
vzdy pokrytie. Po vykonani Procedury 2 v pokryti nie st kruhy so vzdialenostou =z < 1,
¢o znamend Ze vysledné pokrytie je kompletné. Kedze vo vyslednom pokryti je aspori
jedna kruznica, tak stcet priemerov kruhov pokrytia je mensi ako n.

2.4

(Podla Anh Dung Le.) Dokazeme niekolko tvrdeni, z ktorych dostaneme, ¢o potrebu-
jeme. Prvé tvrdenie: aj, > k pre kazdé prirodzené cislo k. Dokazeme ho matematickou
indukciou so zdkladom a; > 1, pretoze

k ag k k41 akk*
=+ —2(k+1)- Ty k+1
ar i + ar 2 (k+1) s >k+1,

g1 =ar+—=F

pri¢om ay > k podla indukéného predpokladu.

Dalej méme ayy1 — ap = k/ap < 1. Spolu s tym, ze 1 < a; < 2 a aj, > k hned
lahko indukciou dostaneme, Ze k < ar, < k+ 1 pre k =1,2,3,... a tieZ, Ze postupnost
{ar — Kk}, je zhodné s postupnostou{ar — |ar]}72; a je klesajuca. (Rozmyslite si,
preco.)

KedZe mame . ( 2@ ) 5 s

a; — ap —
ag—a1+a—T+§<§,
z predchadzajticeho tvrdenia vyplyva ay — |ax] < % pre vietky k > 1. Teda ak a; +a; je
celé, potom i = 1 a z monoténnosti spominanych postupnosti vyplyva, ze taka dvojica
existuje nanajvys jedna.

2.5

Ukézeme, ze hladanou hodnotou je n = 41.
Zoberme mnoziny Ay, As, ..., A5 C {1,2,...,56} také, ze

|A;, U...U A | > 41. 1)
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Dokéazeme sporom, ze ziadne tri nemaji spolo¢ny prienik. Predpokladajme, ze kazdy
prvok X je maximalne v dvoch mnozindch A;. Takéto mnoziny budeme volat
sporné. Ked je nejaky prvok z € X v prave jednej mnoZine A;, tak jeho prida-
nim do inej podmnoziny A; podmienka (1) zostdva v platnosti. Takisto mnoZziny
Ay, Ag, ... AjUx, ... A5 sG nadalej sporné. Podobne to vieme urobit s prvkom
y € X ktory nepatri do Ziadnej A;. Tymto postupom sme ,nakonfigurovali“ spornt
mnozinu tak, Ze kazdy prvok z X je v prave dvoch A;.

Skonstruujeme nasledujici multigraf G (t.]. graf, ktory moze mat ndsobné hrany).
Vrcholy {1,2, ... ,15} reprezentujt mnoziny A;. Pre kazda dvojicu A;NA; # 0 pridame
do G hranu medzi ¢ a j. Takze pocet hran G je prave 56. Vieme z (1), Ze pre kazdych
7 vrcholov, je pocet hran s aspon jednym koncom v tychto 7 vrcholoch aspon 41. Z toho
vyplyva, Ze pre kazdych 8 vrcholov je pocet hran takych, Ze oba konce st v tychto
8 vrcholoch, maximalne 56 — 41 = 15. Zoberme Iubovolny vrchol v € G. Ozna¢me
deg(v) stupen tohto vrcholu. Odhadneme pocet hran vo zvy$nych vrcholoch:

() 15 ;) 48,75

(s) (.

Z toho vyplyva, ze deg(v) = 8. Ako sme prisli na nés odhad? Zobrali sme kazdy 8-
vrcholovy podgraf G, tych je (184). V podgrafe s 6smimi vrcholmi moéze byt z nasho
predoslého odhadu maximalne 15 hran. Kazdt hranu sme ale zaratali tolkokrat, kolko
je 8-vrcholovych podgrafov G obsahujucich oba koncové vrcholy hrany, tych je (162).

Ked je ale stupent kazdého vrcholu aspori 8, tak pocet hran v G je asponi 15-8/2 =
=60 > 56. A mame spor s po¢tom hran G. Takze n = 41 vyhovuje zadaniu.

Sporna mnozina pre n = 40 je uréené kompletnym bipartitnym grafom B s particiami
so 7 a 8 vrcholmi. V kratkosti si povedzme, preco B vyhovuje. B ma 7 -8 = 56 hran
(a teda kazdej hrane moZeme priradit prvok z X). To, Ze Ziadne tri podmnoziny nemaji
spoloény prienik, je ekvivalentné s tym, e v B neexistuje trojuholnik. To, ze B spliia
(1) vyplyva z toho, Ze pocet hran s aspoil jednym koncom v Iubovolnych 7 vrcholoch
je aspoii 40 (lebo sme nezaratali maximélne a - (8 — a) hrén pre a € {0,1,...,7}).

56 — deg(v) £ 15 -

TRETIA SERIA

3.1

Pre jednoduchsi zépis sa dohodnime, Ze (x,y, z) budeme brat ako usporiadant trojicu
premennych a teda ak chceme dosadit za * = a, y = b, 2z = ¢, tak napiSeme iba
(z,y,2) = (a,b,c).

Ak dosadime (z,y, z) = (0,0,0), dostaneme f(0) = 0. Lahko mozno overit, ze funkcia
f(z) = 0, teda funkcia konStantne rovna nule, vyhovuje zadaniu. Preto ju mozeme
prehlésit za jedno z rieSeni a budeme dalej hladat iba rieSenia, v ktorych existuje také
x, ze f(z) #0.

Nech pre nejaké k # 0 plati f(k) # 0. Potom dosadime do povodnej rovnice (z,y, z) =
= (0, k, z), odkial

[k~ f(2) =2 f(k). (1)
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Zo vztahu (1) sa dd uz celkom jednoducho ukdzat, ze funkcia f musi byt prosté:
Predpokladajme, Ze pre nejaké a, b plati f(a) = f(b). Potom urcite aj k - f(a) =
= k- f(b), a teda f(k- f(a)) = f(k- f(b)). Dosadenim (1) za lavi aj prava stranu
dostavame a - f(k) = b f(k). Kedze f(k) # 0, tak to plati jedine ak a = b.

Dosadme dalej do povodnej rovnice (z,y, z) = (—x, —z, z). Dostdvame

f(a® = 2f(z)) = —zf(—2) + 2f(—2) =0 f(-2) = 0.

KedZe vieme, 7e f(0) = 0 a Ze hladan4 funkcia je prostd, musi platit 22 — zf(x) = 0,
Z ¢oho pre z # 0 jednoduchou tpravou dostaneme f(z) = z. Pretoze aj f(0) = 0,
dostali sme, Ze ak funkcia f nie je konstantna nula, tak f(z) = x pre vSetky = € R.

Posledn4 vec, na ktort nesmieme zabudnat, je overenie, ze f(x) = x naozaj vyhovuje
zadaniu. Po dosadeni zistime, Ze vyhovuje. RieSenim zadanej funkcionélnej rovnice st
funkcie f(z) =z a f(z) = 0.

3.2

(Podla Martina Vodicku.) Umiestnenie n kruznic tak, aby sa kazdé dve pretinali v prave
dvoch bodoch, existuje pre kazdé prirodzené n. Vyhovuje napriklad také umiestnenie,
ked stredy lezia na jednej priamke, kruznice maji rovnaky polomer a vsetky maji
navzajom rozne vzdialenosti mensie ako priemer (tychto konstrukeii je nespocitatelne
vela).

Sporom mozno lahko dokazaf, ze hladané dvojice spliiaju k # 1 a k < n. Dokazeme,
ze ak n 2 4, tak k # 2. Kazda kruznica mé priese¢niky prave dvoch (réznych) farieb.
Nech jedna z kruznic ma farby f; a fo. Potom kazda z kruznic méa aspon jednu farbu
z f1 a fo. Ak napiSeme za sebou farby, ktoré pouzivaju jednotlivé kruznice, tak sa tam
bude vyskytovat fi; a fo dokopy aspoil (n + 1)-krat. Potrebujeme pouzif eSte aspoii
n — 2 farieb. Kazda z nich bude v postupnosti aspon dvakrat (raz za jednu kruznicu
a raz za druha) a celd postupnost ma 2n ¢lenov. Vznikne nerovnost 2n = (n + 1) +
+2(n—2)=3n—3, ¢ jesporsn=4.

Pre (n,k) = (2,2), (3,2) a (3,3) mozno polahky skonstruovat vyhovujtice riesenie.

Odteraz sa budeme zaoberat len pripadom n 2 4. Mame nutné (trividlne) ohrani¢enie
n 2 k 2 3. Ukazeme, 7e kazda dvojica spliiajica tito podmienku vyhovuje.

Pre (n,3) vieme skonstruovat rieSenie spliiajice podmienku:

(1) Kazda kruznica k; mé priesecniky farieb f; a fi.

Najprv ofarbime vSetky priesecniky fi. Potom, ak je priesecnik na k; a k;y1, tak
ho ofarbime f;;1. Nakoniec prieseéniky k1 a k, ofarbime napriklad farbou f3. I ked
pre dvojicu (3,3) sme (1) nemuseli splnit, lahko sa d4 v tomto Specidlnom pripade
skonstruovat také rozmiestnenie, ktoré bude podmienke vyhovovat.

Dalej ukézeme, Ze z niektorych rozmiestneni vieme skonstruovat iné vyhovujice
rozmiestnenia.

(2) Ak (n, k) vyhovuje a spliia (1), tak existuje rozmiestnenie (n + 1,k + 1), ktoré
tiez spliia (1).

Priddme nova kruznicu k1. Prave jeden z prieseénikov k; (1 < n+ 1) a kpt1
ofarbime f, ;1. Druhy z priese¢nikov ofarbime f; ak ¢ = k, inak f;. To, Ze k,4+1 mé
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k+ 1 farieb, vyplyva z ofarbenia f,; a pouzitia farieb f; az fr. Nové ofarbenie naozaj
vyhovuje. Ostatnym kruzniciam sme pridali prave jednu nova farbu f, 1. Prva cast
(1) plati, lebo sme pouzili f,1 pre kni1. Druhd cast takisto, lebo k,1 méa priese¢nik
farby f1 napriklad s kruznicou k;.

Kedze pre vsetky (n,k), n = 4 a k =2 3 existuji a, b také ze (n, k) = (b + a,3 + a),
tak a-nasobnym aplikovanim (2) na (b, 3) mame konstrukciu pre (n, k).

Odpoved. Rozmiestnenie existuje pre (2,2), (3,2) a (n, k) pricomn =2k =3 an = 3.

3.3
Podla zadania
S = 2(p1p2 + p2ps + pap1) = p",

pri¢om pi, pa, p3, p st prvodisla. Z toho nutne p = 2, a teda zatvorka musi mat parny
stucet. Pri skimani parity zatvorky dospejeme rozoberanim moznosti k tomu, Ze prave
dve z &isel p1, pa a ps st parne prvocisla. Po spétnom dosadeni mame 2" = 2(4 + 4ps),
z ¢oho 2773 — 1 = p3. KedZe p3 je zo zadania celé &islo, mame, ¢o sme chceli.

3.4

Kazdy tvorec so stranou a zmensime na 2% tak, aby 2 < ¢ < 27t! a € Z. Obsah
kazdého Stvorca sme zmensili nanajvys styrikrat, a teda celkovy obsah novych Stvorcov
je aspont 1m?.

ich budeme umiestiiovat od najviiéSieho. Ked umiestiiujeme novy Stvorec so stranou
27", tak rozdelime Stvorec 1 x 1, kam umiestiiujeme na mriezku 2% x 2* a umiestnime
novy Stvorec na hocijaké volné miesto v mriezke (tak, aby pokryl prave cely Stvoréek
mriezky). Ked uz nie je volné miesto, tak sme hotovi. Ked uz nemame kam dat novy
$tvorec, tak sme hotovi preto, lebo sme doteraz umiesttiovali asponi tak velké stvorce ako
novy Stvorec, a teda neméze zostat nepokryta cast mriezky mensia ako novy Stvorec.
To, ze takato situicia nastane, vyplyva z toho, Ze celkovy obsah je aspon jedna.

Este sa ale treba pohrat s nekone¢nom, lebo nas algoritmus pokryvania by mal byt
kone¢ny. Mame > ° a; = . Trividlne z = 1. Nemdze nastat = = 1, lebo to by sme
museli kazdy Stvorec zmensit prave Styrikrat, ¢o nevyhovuje nasej konstrukcii. Takze
x> 1. Cheeme ukazat, Ze neexistuje n také, Ze Y . ; a; = 1. To by ale znamenalo, Ze
pre kazdé n je 211:1 a; <1, ¢o je spor s x > 1.

3.5

(Podla Anh Dung Le.) Uhly AOB, BOC a COA st rovnako velké a kedze dokopy maji
360°, tak kazdy z nich ma 120°. Z kosinusovej vety mame

|BC| = /|BO|2 + |COJ2 = 2|BO| - |CO| cos 120° = /|BO|? + |CO|2 + |BO| - |CO]

a analogicky

|AC| = \/|AO|2 +|CO? + |AO| - |CO, |AB| = /|AO|2 + |BO|? + |AO| - | BO.
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Ak dosadime uvedené vztahy do zadania s pouZitim substittcie |AB| = a, |AC| = b,
|BC| = b, dostaneme ekvivalentni nerovnost

a? >a+b+c

> P+c2+be - V3

cykl.

Oznac¢me lava stranu P. Z Holderovej nerovnosti mame

Z a2 4+ 2 +be) | P22> (a4 0% + )3
cykl.

Preto nasim cielom bude dokéazat

3(a® + b2+ )P 2 Z a>(B* +c? +be) | (a+b+c)?,

cykl.

¢o zrejme vyplyva z nasledujtcich nerovnosti:
e Cauchyho-Schwarzova nerovnost 3(a? +b%+¢?) = (1+1+1)(a®> + % +¢%) = (a+
+b+c)?
e Muirheadova nerovnost

Z at 2 Z a’be, z ktorej vyplyva  (a® + b2 + c2)% > Z a®(b? + 2 + be).
cykl. cykl. cykl.

Rovnost nastéava, ked a = b = ¢, t.j. |AO| = |BO| = |CO|, ¢ize |AB| = |BC| = |CA|.
Skuskou zistime, Ze je to naozaj pripad rovnosti.

STVRTA SERIA

4.1
Skor, ako pristipime k samotnému dokazu, dokdzeme nasledujice pomocné tvrdenie.
Lema. Ak a, b st nestdelitelné &isla, tak existuje prirodzené &islo ¢ > 1 také, ze b | at —1.
Dokaz. Kedze moznych zvyskov &isla a™ po deleni ¢islom b je konecne vela a mame
nekoneéne vela ¢isiel tvaru a”, tak existuju® prirodzené ¢isla x < y takeé, Ze b | a¥ — a®.
Upravou dostavame b | a®(a¥~* —1). Ked%e nsd(a, b) = 1, tak b | a¥~% — 1. Ak polozime
t = y—u, tak sme dokazali nase pomocné tvrdenie. Poznamenajme, Ze vyplyva trividlne
aj z Eulerovej vety. O
Polozme b = 10**1. Potom z lemy mame 10! | pt — 1 (ked%e nsd(p, 10) = 1). Ako
ale vyzerd ¢islo p'? O jeho prvych cifradch vela nevieme, ale to nas nezaujima. Vieme,

6 Pouzili sme Dirichletov princip. Vietky &isla nemézu davaft rézny zvysok po deleni b. Cize dve z nich
musia davat rovnaky zvy$ok, a preto ich rozdiel je delitelny b.
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ze kon¢i k nulami a jednou jednotkou, ¢o je presne to, ¢o sme chceli. VSimnite si, ze ¢
z lemy a t zo zadania st rovnaké. Toto bolo riesenie pre pripad, ked p je nestudelitelné
s 10.

Pozrime sa teraz na pripad p = 2. Myslienka bude podobnd, len na konci ¢isla
nebudeme mat 1, ale nieco iné. Podla lemy existuje n také, ze 5% | 2" — 1. Prendsobenim
2% dostdvame 107 | 2"+ — 2%, Zamyslime sa, ako vyzerd poslednych x cifier ¢isla 2712,
Je to niekolko, povedzme m nil a potom cifry ¢éisla 2%. PouZime substiticiu z = 2k.
Potom 2% = 22F = 4% < 10*. Teda 2% m4 nanajvys k cifier. Z toho vyplyva, ze m > k.

Podobnym spdsobom mozno vysetrit pripad p = 5 (substittciou = = 4k).

4.2

Vztah a,, = |[nz| mozno prepisat podmienkou

an, Snxr <ap+1, Gize — Sz <
n

]n:<%7a”+1).
n n

Pre kazdé n = 1,2,...,2011 vieme uréif interval takjch x, ktoré splitaji a, = |nz]
a zhodou okolnosti je nim I,. Prienikom vSetkych takychto intervalov budu tie z,
o ktorych mame podla zadania povedaf, Ze ich je nekonecne vela. Prienik intervalov
moze byt bud prézdny, jeden bod alebo interval. Prdzdna mnoZina a jeden bod st
odividne koneéné, no interval obsahuje nekonecne vela redlnych ¢isel. Potrebujeme teda
ukézat, Ze prienik vSetkych intervalov I,, je zasa interval.

V tomto momente bude fajn uvedomit si, kedy je prienikom intervalov interval.
Ked na ¢iselnii os znézornime zaciatky a konce intervalov, tak prienik zaéina tam, kde
zadina posledny z intervalov a konéi tam, kde konéi prvy z nich. Odtialto uz nie je
daleko k nasledujiicemu tvrdeniu: Prienik kone¢ného poctu intervalov je intervalom
prave vtedy, ked vSetky zaciato¢né body lezia nalavo od vSetkych koncovych bodov.

Ako dokézat, Ze prienikom naSich 2011 intervalov je interval? Nakolko méme zo
zadania informéciu o (¢ + j)-tom intervale z i-teho a j-teho, tak sa pontka skusit
indukciu. Jej prvy krok je trividlny. Predpokladajme dalej, Ze prienikom vSetkych
intervalov I;, pre [ < n, je interval. To znamena, ze aj kazda dvojica I;, I; pre i,j <n
ma prienik interval. Zvolme i, j tak, Ze i+ j = n. UkdZme, Ze zaciatoény bod I,, je pred
koncovym bodom I;, a naopak. Zapisme to do nerovnosti

Teda x patri do intervalu

a; a, +1 [ a; +1

[ n n %

Zo zadania mame odhady pre a, = a;;. Do prvej nerovnosti dajme dolny a do druhe;j

horny odhad, tym zmensime viicsiu (resp. zviicSime mensiu) stranu nerovnosti. Ak to
bude platit s tymito odhadmi, tak to bude urcite platit aj bez nich:

ai<ai+aj+1 ai+a]~+1<ai+1.

g i+j i+j i

)
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Z oboch nerovnosti po par Gpravach dostaneme (len vymenené i, j)

a; aj+1

i j
Intervaly I; a I; maja z predpokladu prienik interval, takze ich zaciato¢né body lezia
pred koncovymi a presne toto hovori t4 nerovnost. O¢ividne teda plati. Robili sme len
ekvivalentné tpravy, ¢ize sa vieme spétne dostat k tomu, ¢o sme chceli ukdzat. Nakolko
vieme pre kazdé ¢ < n zvolit j tak, aby platilo 7 + j = n, tak mozeme tento dokaz
aplikovat na vSetky i < n. Potom pre vSetky i < n plati, Ze I,, za¢ina skor ako I; konéi
a I; zaéina skor ako I,, konéi. Zaciatoény bod I,, je teda pred vsetkymi koncovymi
bodmi, a naopak. Pre ostatné intervaly I;, i < n uz boli z predpokladu zaciatocné body
pred koncovymi, tak teraz to plati uz pre vSetky I;, i < n. Z toho vyplyva, Ze prienikom
vSetkych intervalov I;, ¢ < n je interval. Indukcia je ukoncené.

4.3

Polozme pociatok stradnicovej sustavy do bodu K. Ozna¢me vektor prislichajici bodu
X tiez X a dalej ozna¢me X? skaldrny stéin vektorov X - X. Chceme dokazaf, Ze

L+ (N-M)?<M?+(N—-L)?+ N>+ (M- L)
Po roznasobeni a preusporiadani dostaneme
0<(L—-M—N)>2

Rovnost nastane prave vtedy, ked L — M = N = N — K, teda ked je MLNK
rovnobeznik.

4.4

V rieSeni budeme vyuZivat pojmy z tedrie grafov. KedZze Ziadne tri vrcholy neleZia
na priamke, kazd4 oblast ma prave tri vrcholy (aj hrany). To, Ze kazdy vrchol susedi
s rovnakym poctom oblasti, znamend, ze kazdy vrchol ma rovnaky stupeni d. V dalsom
texte bude f pocet oblasti (okrem vonkajSej), v poéet vrcholov (vratane pévodnych)
a e poCet hran (vratane povodnych). Takze f = n, e = (3n +3)/2 = 3(n + 1)/2,
v = 3(n + 1)/d. Tieto hodnoty musia byt celé ¢isla, a teda n je uréite nepéarne.

Vysktsajme malé pripady. Bez toho, aby sme ¢okolvek robili, rozostavenie vyhovuje
pre f = 1. Ked priddme jeden vrchol do stredu a spojime ho s povodnymi, tiez to
sedi (f = 3). Takisto, ak priddme novy trojuholnik a pospdjame tak, aby boli len
trojuholnikové oblasti, tak to sedi (f = 7). Z Eulerovej vety pre planirne grafy mame
v+ f —e=1.Z toho vyplyva, ze d = 6(n + 1)/(n + 5). Vieme, Ze n je neparne. Nech
n=2k+1. Potom d = 6(k+1)/(k+3). Ak je k parne, tak nsd(k+1,k+3) =1, a teda
k+3|6.Z toho vyplyvan € {1,7}. Ked k = 2¢+ 1, tak d = 6(¢ + 1)/(q + 2) a vieme,
7e nsd(q + 1,¢q + 2) = 1. Podobne ako pred chvilou ¢ + 2 | 6, a teda n € {3,7,19}.

Skonstruovat situdcie pre tieto n nie je tazké. Pre n € {1,3, 7} sme to uz spomenuli.
Pre n = 19 vpiSeme Sestuholnik do povodného trojuholnika, doitho eSte trojuholnik
a vhodne pospédjame.
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4.5

Rovnolahlost so stredom Ej, ktord zobrazuje ki na k, zobrazuje tiez D na B. Preto
body B, D, E; st kolinearne, analogicky aj body A, D, E3. Ozna¢me C priese¢nik
priamok AFE; a BE,. Vidime, ze AF; a BE; st vysky v trojuholniku ABC, teda D je
jeho ortocentrum, odkial mame, ze C' lezi na priamke ¢. Zostrojme bod M ako priese¢nik
priamok AC a S1S2. Zrejme S je stred M D, a tiez S152 || AB. Ked teraz ozna¢ime
P prieseénik CD a EyFEs, tak treba ukazat, ze A, S1, P st kolinedrne (analogicky sa
potom ukéze to isté o bodoch B, Sa, P). To je vSak podla Menelaovej vety vzhladom
k trojuholniku M DC' ekvivalentné s tym, ze

(CA| |MS,| |DP|

: : =1.
|AM| |S.D| |PC]|

Kvoli rovnobeznosti plati |CA|/|AM| = |CK|/|KD|, pricom K je péta vysky v troj-
uholniku ABC' z bodu C. Okrem toho je zrejmé, ze |MS;|/|S1D| = 1. Teda nés ciel je
ukézat, ze |CK|/|KD| = |CP|/|PD|, €o uz je jednoduché cvicenie.

PIATA SERIA

5.1

Stred kruZznice k budeme oznacdovat S a jej polomer r. Mocnost bodu A ku kruznici
k je také ¢islo m, ktoré sa d& napisat ako sucin vzdialenosti bodu A od priesecnikov
kruznice k s jej ITubovolnou se¢nicou prechadzajicou bodom A. Toto ¢islo nijako nezavisi
od smeru se¢nice. To znamena

m = |AP| - |AU| = |AQ| - |AV| = |AR| - |AW|.

Vo vyraze zo zadania sa dlzky nenachadzaji v stdine, ale v podiele. Ked viak rozsirime
vSetky zlomky ¢itatelom, v menovateli dostaneme spravny suéin:

[AP| |AQ|  [AR| _ |AP[-|AP|  |AQ|-|AQ| |AR[-|AR| _
|[AU| — [AV] - [AW] - |AP|-[AU]  [AQ[ - [AV]  |AR[-|AW]
_ |APP +AQP + |ARP

m

Menovatel posledného zlomku nezavisi od polohy trojuholnika PQR. Staci teda ukazat,
Ze ani Citatel nie je zavisly od jeho polohy.

Druh4 mocnina dizky tsecky sa da vypocitat z kosinusovej vety. Usecky vystupujice
vo vyraze sa nachadzaji v trojuholnikoch” ASP, ASQ a ASR. Na kosinusovii vetu
potrebujeme dve strany a kosinus uhla medzi nimi. Jedna strana je vo vsetkych troj-
uholnikoch AS, druha je polomerom kruznice k. Oznacme |{ASP| = a. Uhol ASQ je

7 Niektory z nich méze byt degenerovany, to vsak nevadi, lebo kosinusovéa veta plati aj tak.
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To, ¢o sme si prave povedali, nie je uplne pravda. V podstate poc¢itame uhly od
polpriamky SA proti smeru hodinovych rucic¢iek. Nejaky z tych uhlov by mohol vyjst
viac ako 180°. Vtedy je ten skutoény uhol doplnkom do 360°. Mohlo by sa vsak staf aj
to, Ze by uhol vysiel viac ako 360°. Zachranime to odpocitanim 360°. Nam vsSak staci
kosinus uhla a ten sa tymito operaciami nemeni. Teda plati

|AP]? = |AS|* + 1% — 2|AS|r cosa,
|AQJ? = |AS|* + r* — 2|AS|r cos (a + 120°),
|AR|> = |AS|* + r* — 2|AS|r cos (a + 240°) .

Dosadme tieto vztahy do vyrazu, ktory nas zaujima, a kosinusy upravme pomocou
suctovych vzorcov. Postupne dostavame

|AP* + |AQP* + |ARJ® =
=3 (JAS|® +1%) — 2|AS|r (cos & + cos (o + 120°) + cos (a + 240°)) =
=3 (JAS|® +1?) — 2| AS|r(cos a + cos a cos 120° — sin a sin 120° +

+ cos acos 240° — sin asin 240°) =

1 3 1 3
=3 (|AS|? + %) — 2|AS|r <cosa —gcosa— gsina —gcosat {sina) =

=3 (|AS]> +17).

Tym je tloha vyrieSend, pretoze tento vyraz ocividne nezavisi od polohy trojuholnika
PQR, ¢ize nebude zavisiet ani po vydeleni m.

5.2

Zavedieme pojmy pél a poléra. Majme kruznicu k s polomerom 7 a jej stred S. Dalej
majme bod P a priamku p kolmi na priamku SP. Ozna¢me r; = |SP| a vzdialenost
priamky p od bodu S oznaéme 3. Potom P je pélom polary p, ak r1 /7 = r/rs. Specidlne,
ak poléara pretina kruznicu v bodoch A; a As, tak pdlom je prieseénik dotycénic ku
kruznici k£ v bodoch A; a As.

Nasledujiice tvrdenia ponechdvame bez dokazu, ako cvidenia pre Citatela:

e PSly A, B a C lezia na priamke prave vtedy, ked sa k nim prislichajtce polary

pretinaju v jednom bode.

e Priesecnik poléar prislachajuci k bodom A a B je pélom polary AB.

Oznacme postupne Z, X a Y dotykové body vpisanej kruznice na stranich AB, BC'
a CA. Dalej, nech ¢ je priamka rovnobezna s priamkou AI prechadzajica bodom L.
Nakoniec ozna¢me X' priesecnik ¢ a priamky Y Z. Bod A’ je pdlom polary ¢. Je to tak
preto, lebo priamka I'A’ je kolmé4 na polaru ¢ a priamka LA’ je doty¢nicou kruznice
v bode L. To je uz spominany Specidlny pripad polary prechadzajicej kruznicou. Kvoli
druhému tvrdeniu je X’ pdlom polary AA’. Este si uvedomime, ze X’ je pitou kolmice
na priamku Y Z. Podobne ako sme skonstruovali bod X', skonstruujeme body Y’ a Z’.
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Body X', Y/ a Z’ lezia na Simsonovej priamke. KedZe tieto pdly lezia na priamke,
k nim prislachajice polary sa pretinaji v jednom bode. TakZze priamky AA’, BB’ a CC’
sa pretinaju v jednom bode.

5.3

Pokial mdme nerovnost pre kladné redlne ¢isla, oplati sa nahradzat premenné nejakou
funkciou, ¢o ich prebieha vsetky, to znamena, ze vSetky kladné redlne ¢isla patria do
oboru hodnét tejto funkcie. Najvhodnejsim kandidatom je funkcia tangens. Pre tangens
pozname viaceré vzorce, ktoré pri goniometrickych substitticidch treba ¢asto pouzivat.
Aby sme mali jednozna¢né vyjadrenie, teda bijekciu na R™, zoberme tangens definovanj
na intervale (0,%71'). Polozme a = tg A, b = tgB, ¢ = tgC, kde A, B,C € (0,%7‘().
Dostdvame tg A +tg B +tgC = tg A - tg B - tg C, odkial po tuprave obdrzime

—(tg A+ tgB)
= AT ) _e(n—A-B
tgC 1 teAtg B tg(m )s

z ¢oho vyplyva A+ B + C = 7. Ked prepiSeme zadant nerovnost v premennych A, B,
C, vidime, ze mame dokazat

cos A+ cos B+ cosC <

N W

Toto je uz $tandardny priklad na Jensenovu nerovnost. Vyuzijeme konkévnost funkcie
kosinus na intervale (0, %71’), na ktorom st premenné A, B, C definované. Rovnost
nastéva prave pre A= B =( = %7‘!’, teda ked a = b= c= /3.

5.4
NajjednoduchSou n-prvkovou podmnozinou 4, je mnozina obsahujica mnoZiny {1},
{2}, ..., {n}, ktorti ozna¢ime 7. Dalej oznaéme s(B) aritmeticky priemer prvkov

mnoziny B. Rozdelime mnozinu F = A,, — T na mnoziny F; a Es tak, ze v mnozine F;
budd tie mnoziny, pre ktoré s(E;) € E; a v mnozine E5 buda ostatné. Evidentne
EiNEy=0aE;UEy; =E. (Teda {E1, F2} je rozklad mnoziny E.) Bijekciu v medzi
E; a E5 skonstruujeme teraz uz jednoducho: u(X) = X — {s(X)}, a teda |E1| = |Es|.
Kedze sa E da rozlozit na dve rovnako mohutné mnoziny, ¢islo |E| = |A,|—n je parne.

5.5
Oznacme n n n

g =[]+ 5]+ [ =nsm).
Zrejme ak k deli n, tak vyraz [n/k|—|(n — 1)/k] je rovny 1, inak je rovny 0. Dostdvame
teda g(n) = g(n — 1)+ d(n), pricom d(n) oznacuje pocet prirodzenych delitelov éisla n.
Ked definujeme ¢(0) = 0, méme

g(n) =d(1)+d(2)+---+d(n).
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Vsimnime si, ze f(n) je aritmeticky priemer éisel d(1), d(2), ..., d(n). Ak dokazeme,
7e d(n+ 1) < f(n) plati pre nekone¢ne vela hodnot n a tiez d(n + 1) > f(n) plati pre
nekone¢ne vela hodnét n, tloha bude vyrieSend. AvSak naozaj, d(n + 1) < f(n) plati
pre vSetky n také, Ze n + 1 je prvocislo. Ndjdenie nekonecne vela hodnot n, pre ktoré
d(n+1) > f(n), ponechdvame na Citatela.

SIESTA SERIA

6.1

Podla zadania treba ukéazat, ze zaby nemozu skdkat tak, aby nikdy neboli nejaké dve
na rovnakom vrchole. Ako prvé si uvedomime, Ze ak je v nejakom ¢ase niektoré policko
prazdne, tak sme hotovi (lebo vtedy podla Dirichletovho principu existuje policko, na
ktorom su aspoii dve Zaby).

Obr. 53

Uvazujme Zaby na ¢iernych poli¢kach (obr.53) v ¢ase t. Zo zadania vieme, %e v na-
sledujtcich dvoch sekundach (v éasoch t + 1 a ¢ + 2) tieto Zaby nebudd na Ziadnom
z Ciernych poli¢ok. Ale nejaké zaby na ¢iernych polickach v tychto dvoch sekundach
museli byt. Je zrejmé, ze ziadna zaba nemohla byt dvakrat na nejakom ¢iernom policku
v casocht+1at+2.

Ak to zhrnieme, tak vieme, Ze v ¢ase t bolo na ¢iernych polickach 10 Ziab, ktoré tam
neboli v éasoch t+1 at+2. A aj v ¢asoch t+1 a t+2 boli na ¢iernych polickach odlisné
zaby. Z toho vyplyva, ze v kazdom z Casov ¢, t + 1 a t + 2 bola na kazdom z ¢iernych
poli¢ok iné zaba. TakZe dokopy musi existovat asponi 10 + 10 4+ 10 = 30 roznych ziab.
To je ale spor s po¢tom ziab v zadani. TakZe nas predpoklad, Ze zaby tak mozu skékat,
je nespravny.

Iné riesSenie. (Podla Michala Totha.) DokaZeme sporom, Ze Zaby nemozu skakat medzi
dvoma poli¢kami tak, ako je zvyraznené na obr. 54. Nech nejaka zaba takto skocila v ¢ase
t. Potom je uz v Tavom dolnom rohu jednozna¢ne uréené, ktora zaba do rohu skocila
a kam zaba z rohu vyskocila. Po chvili uvazovania zistime, ze v Case t 4+ 1 neexistuje
sposob, ako mohla Zaba skocit do toho rohu.
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Obr. 54

Ako inak by este mohla danéd Zaba skakat? Kde mohla doskakat v Case ¢t + 2?7 Po
chvili uvaZovania zistime, Ze mohla doskdkat len na dve poli¢ka. Podobnou tivahou pre
vSetkych 6 ziab na sivych polickach (obr. 55) zistime, Ze tieto Zaby museli skonéit prave
na Ciernych polickach. Ale potom zaba v tplnom strede v ¢ase ¢t + 1 nemd kam skodit,
lebo vsetky okolité policka st uz obsadené. Tymto spésobom sa dostavame k sporu.

6.2

Nerovnost vynasobme kladnym vyrazom a + b + c¢. Dostaneme ekvivalentny tvar

a® + ab+ ac b + be + ba +ca+ch
202 +b2+c2  202+c2+a? 22+ a?+b?

A

9
T

7 AG-nerovnosti vyplyva ab < (a2+b2)/2. Podobne vieme odhadniit aj ac a be. (Vieme,
ze a,b,¢ > 0.) Pouzijeme tieto odhady na lavi stranu nerovnosti a vyndsobime celt
nerovnost dvoma, aby sme ju odstranili z menovatela. Dostaneme

40> + 2 + 2 AP + 2 +a? 4c2+a2+b2<§
202 +b24+c2 202+ c2+a?  2c24+a?2+02 T 2

To sa d4 zapisat aj ako

402 +202 + 22 -2 — 2 A +2c2 +2a% — 2 —a?  4c® +2a% + 207 — a? — b? 9
2a2 + b2 4 2 202 4 2 4 a2 2c¢2 4+ a? + b2 2

IIA

Teraz rozlozime kazdy zlomok lavej strany na dve Casti:

b2 4 2 2, 2 2 g2
2_# + 2_& + Q_L
2a2 + b2 + ¢2 202 + 2 + a2 2¢2 + a? + b2

7 toho méame

A

9
2

v + c? ?+a? a? 4+ b?
202 + 02+ 202+ c2+a® 22 +a? + b2

>3
=9
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v ¢om uz modzeme vidiet Nesbittovu nerovnost. Tato nerovnost plati pre vietky kladné
realne Cisla, jej zakladny tvar je nasledovny:

T Y z
+ +
y+z z+x xT+y

1\

3

5"

Od nerovnosti, na ktort sme redukovali zadant tlohu, sa lisi len substiticiou
=02+ ¢, y=c2+a2, z=a?+b%

Takéto z, y, z st ofividne kladné, ¢ize pre ne bude nerovnost platit.

Iné riesSenie. Nakolko je nerovnost homogénna, moézeme bez ujmy na vseobecnosti
predpokladat, Ze a® + b% + ¢ = 1. Na Tavej strane potom dostaneme podobné vyrazy,
ktoré st vlastne funkénymi hodnotami funkcie

_ T
T2 41

f(z)

v bodoch a, b, c. Funkcia f je na intervale (0, 1), na ktorom sa pohybujeme, konkavna.
Odhadnime Tavi stranu pomocou Jensenovej nerovnosti, zostane dokézat nerovnost

a+b+c
3 9

(a+§+c)2+1 4(a+b+c)

3

A

Na to uZ sta¢i len vyrazy upravif, prendsobif menovatelmi, vyuzit podmienku a2 4 b2 +
+ ¢? = 1 a pouzit jednoduchtt AG-nerovnost.

6.3
Ozna¢me

m = max{f(A): A e P(M)}.

Nech C je takd mnozina, pre ktort plati C' € P(M) a f(C) = m. Ak C = (), tak podla
(i) aj f(M) = f(M — M) = f(0) = f(C) = m vyhovuje podmienkam pre C. Teda
mozeme predpokladat, Ze C' je neprazdna mnozina. Prvky C oznadime x1, xa, ..., Zp.
Potom aplikovanim (ii) dostdvame vztah

m = f(C) = max{f({z1}), f(C —{m})} =
S max{f({z1}), max{f({z2}), f(C —{x1,z2})}} = ---

IIN

m.

Preto existuje x; také, ze f({z;}) = m. Preznac¢me ho na z, (teda f({z,}) =m).

Pre n =1 a n = 2 vieme platnost zadania trividlne overif. Teraz by sme radi vyuZili
indukciu, ale nardzame na problém, Ze nemédme dobry dolny odhad funkcie f. Tento
problém ¢asom vyrieSime, ale najprv sa pozrieme na vlastnosti funkcie f na mnozine,
kde budeme vyuzivat indukény predpoklad.
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Ozna¢me M’ = M — {x,}. VSimneme si, Ze pre kazdé A € P(M’) plati

Fan}) = FOL = {wa}) = FM') = FAU (M’ — 4)) <
max{f(A), f(M' — A)} = max{f(A), f(M — (M~ 4))} =
— max{ f(A), f(AU {a,})} < m.

m

A

Z toho dostavame
max{f(A), f(AU{zn})} = m. 1)
Keby sme vedeli vyjadrit minimum z ¢isel f(A), f(AU{z,}), tak by sme vedeli hodnoty
funkcie f v tychto bodoch. Zavedieme preto funkciu g: P(M’) — R, pricom g(A) =
=min{f(A), f(AU{z,})} pre kazdé A € M'.
Za¢nime ju sktimat. KedZe pre kazdé A € P(M') plati

f(AU{zn}) = f(M' = A),

dostavame
9(A) = min{f(A), f(M' — A)} (2)
pre kazdé A € P(M').
Ked spojime (1) a (2), ziskame novy vztah

9(A) +m = min{f(A4), f(AU{zn})} + max{f(A), f(AU{z. })} = f(A) + f(AU{zn}).

S jeho vyuzitim dostavame

g(]V[l—A)-‘rm:f(AM[/—A)J"f((M/_A)U{xn}) =
=f(M — (M= A))+ f(M - (M= A)U{z,})) =
= f(AU{zn}) + f(A) = g(A) + m,

z ¢oho g(4) = g(M' — A).

Uz predosly krok sme robili s tym, Ze chceme ukdzat podobné vlastnosti funkcii g
a f. KedZe nestoji velki ndmahu overit (ii) pre g, tak to urobime. (Ak to vyjde, mame
funkciu pre indukény predpoklad).

Nech teda A, B € P(M’). Chceme ukazat, ze g(A U B) < max{g(A),g(B)}. Ak by
g(A) = m alebo g(B) = m, tak by ten vztah trividlne platil. Preto v dalsom predpo-
kladdme, zZe g(A), g(B) < m. Z definicie funkcie g je jedno z ¢éisel f(A) a f(AU {z,})
mensie ako m a to isté plati pre B. Nech X je t4 mnozina z mnozin A a AU {z,}, pre
ktort f(X) = g(A) < m, podobne Y pre B. Poznamenajme, ze (XUY) € {AUB, AU
UBU{z,}}. Z toho uz vyplyva

9(AUB) = min{f(AU B), f(AUBU{z,})} = f(XUY) =
< max{f(X), f(Y)} = max{g(A),g(B)}.

Na funkciu g sa vztahuje indukény predpoklad a teda nadobtida maximéalne n — 1
roznych hodnot. NavySe podla toho, ako sme skonstruovali g, vieme, ze ¢isla f(A)
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a f(AU{z,}) maji hodnoty prave g(A) a m. Z toho trividlne vSetky funkéné hodnoty
f st bud g(A), alebo m. Preto f nadobida maximalne n réznych hodnot.

6.4
Rozoberme najprv jednoduchsi pripad, teda ked FF | AC. Potom |BE|/|EA| =
= |BF|/|FC| a pouzitim (i) dostdvame |DH|/|HA| = |DG|/|GC|. Odtial HG | AC,
¢o dokopy déva EyFy || AC || H1G1. To znamena, ze |F1C|/|CG1| = |E1Al/|AH:| = f.
Zostalo vyrieSit moznost, ze EF nie je rovnobeznd s AC. Priamky EF a AC nech
sa pretnu v bode T. Podla Menelaovej vety plati
|CF| |BF| |AT| _
|FB| |EA| |TC] 7
¢o pouzitim (i) prevedieme na
|CG| |DH| |AT|
|GD| |HA| |TC|
Z opacnej implikacie Menelaovej vety zase vyplyva, ze body T, H, G st kolinearne.
Predpokladajme, Ze priamky TF a T'G pretnt priamku F;H; v bodoch M a N.
Vsimnime si, ze z EBy || EF obdrzime |E1 A| = |AM|-|BA|/|EA|. Podobnym sposobom
dostaneme |HyA| = |[AN|- |AD|/|AH|. Potom
|ErAl  |AM| |AB| |AH|
|H Al [AN] |AE| |AD[’

Na druhej strane
|AM)| _ |EQ)| _ Saec _ Sasc |AE]| ) |AD|
|[AN|  |QH| Samc Sapc |AB| |AH|
Nakoniec z predchadzajtucich dvoch rovnosti
|ExAl _ |EQ| |AB| |AH| _ Sasc
|HiA|  |QH| |AE| |AD|  Sapc
Takisto aj |F1C|/|CG1| = Sapc/Sapc, o dokopy déva |F1C|/|CG1| = |E1Al/|AH: | =

6.5

Vytvorme postupnost predpisom 41 = f(z,), priom za zy zoberme Iubovolné pevne
dané nezdporné reélne ¢islo. Pre kazdé také zp je nekonefnéd postupnost, ktort sme
zaviedli, dobre definované, lebo definiény obor a obor hodnét st rovnaké mnoziny. Pre
n-ty €len dostdvame vyjadrenie z, = —rz,—1 + s(r + s)xp_2. Z tedrie o linedrnych
rekurentnych relacidch vieme, ze potom plati x,, = as™ +b(—r — s)™ pre nejaké a,b € R
(pretoze s a —r — s st korefimi kvadratickej rovnice 22 = —rz + s(r +s)). Kedze ,, = 0
pre vSetky n, musi byt b = 0. Dosadime vSetko do vztahu a postupne mame zy = a,
f(zo) = 1 = as = sxp. AvSak x¢ bolo lubovolné nezaporné, preto jedinym moznym
rieSenim zostava f(z) = sz. Lahko overime, Ze tento vysledok skuto¢ne vyhovuje
povodnej rovnici.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem Matematickej olympiddy s pre Studentov zakladnych aj strednych §kol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sttaze. Patria medzi ne predovsetkym
koreSponden¢né seminédre. Tieto sttaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zdkladné
¢rty maji spolo¢né. Pocas skolského roka prebiehaji dve casti (letnd a zimna), ktoré
pozostavaju zvicsa z troch sérii tloh rozosielanych rieSitelom do $kol alebo domov.
RieSenia stfaziaci vypracovévaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych diioch aZ tyzdiloch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktiseni riesitelia zvic¢Sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti sufaze st priblizne tridsiati
najispesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdiiové ststredenie, ti¢ast na ktorom byva Casto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomentut, Ze takjto

reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapéjala do viacerych z tychto seminédrov.

Nizsie uvedené korespondencné seminare (KS) st uréené Studentom strednych $kol,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a asto maji aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je vSak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sttaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského korespon-
denéného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré do 51. ro¢nika MO prebie-
hali samostatne. Organizovany je Studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma4 dve kategdrie. Zac¢inajicim a mladsim riesitelom je urc¢ena kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategérii umoziiuje bojovat o miesta
na sustredeni aj nesktsenym sStudentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk

web: http://kms.sk
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Stutaz talentovanych riesitelov oblubujiicich matematiku — STROM

Korespondenény seminar STROM je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného
seminéra v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
rokoch sa na organizovani semindra okrem koSickej skupiny podielaji aj Studenti
FMFI UK pochadzajtci z vychodného Slovenska. Riesitelskt zakladiiu mé prevaZne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5
041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
web: http://www.strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo semindrov zapojit, najrozumnejsie je zadania
a pravidld ndjst na internete zac¢iatkom septembra alebo zafiatkom januéra, pripadne
v tomto obdobi poziadat e-mailom o zaslanie Gloh prvej série.
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