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A-I1lI-1 OrieSkova ¢okolada

Napriek tomu, Ze sa hra méze vyvijaf viacerymi sposobmi, celkovy pocet roznych pozicii je len rs + 1. Spe-
cidlnou poziciou je celd zjedena ¢okolada. Kazda ina pozicia poc¢as hry mé tvar obdlznika, a ten je jednoznaéne
urceny suradnicami jeho pravého dolného rohu.

V Tubovolnej takejto hre (tzv. symetrickej hre s iplnou informéciou) si moéZzeme pozicie rozdelif na dva typy:
vyhrdvajice a prehrdvajice. Pozicia je vyhrédvajaca, ak pre hraca, ktory je v nej na tahu, existuje stratégia, ktorej
ked sa bude drzat, tak uréite vyhra. Pozicia je prehrédvajica, ak takato stratégia existuje pre jeho protihraca.

Préazdna cokolada a tie pozicie, z ktorych neexistuje ziaden povoleny fah, st prehravajice pozicie.

Pre zvysné pozicie rozhodneme ¢i si vyhravajice alebo prehravajace na zaklade jednoduchého rekurzivneho
vzfahu. Aby sme vyhodnotili nejaka poziciu, staci sa pozriet na pozicie, do ktorych sa z nej d4 dostat jednym
tahom. Ak existuje z aktudlnej pozicie tah do nejakej prehravajicej pozicie, tak je aktudlna pozicia zjavne
vyhravajica (a dotyény tah je prvym fahom jednej moznej vyhrévajucej stratégie). A naopak, ak vSetky fahy
vedt do vyhrévajucich pozicii (teda pozicii, v ktorych bude nas protihra¢ nasledne mat vyhrévajicu stratégiu),
tak je aktualna pozicia nutne prehravajica.

Zostéva iba zistitf, ktoré fahy st z danej pozicie povolené. Potrebujeme teda vediet zistit, ¢i je v poslednom
riadku/stipci konkrétneho obdlznika parny pocet orieskov. Priamodiare riesenie na to pouzije cyklus: prejdeme
cely riadok a cely stipec a oriesky si spoéitame. Takéto riesenie teda kazdi konkrétnu poziciu spracuje v Gase
O(r + s). Celkova ¢asova zlozitost tohto algoritmu je teda O(rs(r + s)), jeho pamétova zlozitost je O(rs).

Pokuisme sa vylepsit vyssie uvedeny algoritmus. Pre kazdé policko (i, j) si okrem toho, ¢i ide o vyhravajacu
alebo prehravajicu poziciu, budeme pamitat dve &isla x; ; a y; ;: stifet poctov orieskov v spodnom riadku a v
pravom stlpci zodpovedajtceho obdiznika.

Ked sa teraz pozrieme na nové policko (i,7), hodnotu z; ; vieme vypocitat v konStantnom case: z; ; =
Z;j—1 + pi ;. (Teda sa pozrieme na podobny sacet pre o 1 uzsi obdlZnik, a prirdtame poli¢ko ktoré v spodnom
riadku pribudlo. Pritom predpokladame, zZe x;o = 0.)

Podobne vieme hodnotu y; ; urcit z y;_1 ; pripo¢itanim p; ;. No a parita hodnét x; ; a y; ; nAm rovno povie,
ktoré fahy st v danej situécii platné a ktoré nie.

Takto dostdvame algoritmus s ¢asovou aj paméitovou zlozitostou O(rs).

Listing programu (Python)

# nacitame vstup
R, S = [ int(x) for x in input () .split() ]
P = [ [ int(x) for x in input().split() ] for r in range(R) ]

# predpoditame sudty v riadkoch a vo stlIpcoch
rowsum = [ [ O for s in range(S+1l) ] for r in range (R+1)
colsum = [ [ O for s in range(S+1l) ] for r in range (R+1)
for r in range (R):
for s in range (S):
rowsum[r+1] [
colsum[r+1] [

1
1

rowsum[r+1] [s] + P[r][s]

)
s
s colsum[r] [s+1] + P[r][s]

+1] =
+1] =
# o kaZdej pozicii zistime, ¢i je vitazna alebo nie
winning = [ [ False for s in range(S+1l) ] for r in range (R+1l) ]
for r in range(1l,R+1):
for s in range(1l,S+1):
if colsum[r][s]%2==0 and not winning[r][s-1]: winning[r] [s]
if rowsum[r] [s]%2==0 and not winning[r-1][s]: winning[r] [s]

True
True

print ('Anicka’ if winning[R] [S] else ’'Baska’

Na zaver uz len podotkneme, ze ked hodnoty x; ;, y; ; a informécie o vyhravajucich/prehravajacich poziciach
pocitame postupne po riadkoch, sta¢i si vzdy pamétat len jeden predchadzajuci riadok. Takto teda vieme bez
zhorSenia Casovej zlozitosti zlepsit pamétova zlozitost na O(s).
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A-111-2  Jarné upratovanie

Ako bolo v zadani velakrat spomenuté, v tejto tilohe ste mali narabat Sikovne so sitbormi. Prvé, ¢o ste mohli
spravit je postupne pre kazdé ¢islo raz prejst cely stibor a overif, ¢ sa v 1iom vyskytuje. Za takéto rieSenie ste,
samozrejme, vela bodov ziskat nemohli — a ani za jeho drobné vylepSenia, ktoré napriklad naraz kontrolovali
vidy 1000 ésel.

Pre sofistikovanejsie riesenia uz budeme musiet pouzit dalSie subory.

Delenie intervalov

Zékladnou myslienkou lepsSieho riesenia je Sikovné rozdelovanie problému na mensie. N4S problém vyzera
nasledovne: Mame stbor, v sibore su ¢isla z nejakého intervalu, a nejaké z nich chybaju. Pévodny ,velky*
interval si rozdelime na niekolko novych ,malych“ intervalov tak, aby boli vSetky malé intervaly (asporti zhruba)
rovnako velké. Pre kazdy maly interval si spravime stbor, do ktorého budeme zapisovat ¢isla, ktoré don patria.
A navySe si pre kazdy maly interval budeme v pamiiti udrziavat pocitadlo hovoriace kolko ¢isel z neho sme uz
videli.

Celé takéto prerozdelenie velkého intervalu na malé vieme zjavne spravit v éase nanajvys priamo timernom
dlzke velkého intervalu.

Ako nam takéto delenie intervalu pomdze? Tak, Ze v fiom teraz vieme pokracovat rekurzivne dalej. V
niektorych maljch intervaloch ni¢ nechyba — pocet &isel, ktoré sme do nich dali, je rovny ich dizke. Tie mozeme
spokojne odignorovat. No a kazdy maly interval, v ktorom nie¢o chyba, je teraz novy problém, ktory mozeme
riesit samostatne, nezavisle na inych.

Delenie na polovicu

Vo vyssie popisanom rieseni sme Gmyselne neuviedli jeden detail: na kolko maljch intervalov chceme delit
velky? Pozrime sa najskor na moznost, kedy pocet malych intervalov bude 2. Inymi slovami, aktudlny interval
vzdy rozdelime na polovice, zistime, kolko éisel chyba v ktorej z nich, a potom sa zavolame na kazdu, v ktorej
chyba aspon jedno.

Akt najhorsiu ¢asovi zlozitost moze mat toto rieSenie?

Na zaciatku méame jeden stibor so zhruba n ¢islami. Ten rozdelime na dva sibory so zhruba n/2 ¢slami,
¢o ndm zaberie O(n) krokov vypoétu. Kazdy z nich dalej rozdelime na dva sibory s n/4 ¢islami, ¢o ndm opét
dokopy zaberie O(n) krokov vypoétu. A tak dalej.

Ked uz budeme maf dostatoéne malé intervaly, nastane vytizend situécia, ked niektoré z nich budi kom-
pletné. Tie nemusime spractvat a moézeme ich odignorovat, ¢im uSetrime cas.

Lenze ak nam chyba k ¢isel a tie st rozmiestnené zhruba rovnomerne, tak pocas prvych log, k deleni nasho
intervalu ndm budi vznikat samé mensie intervaly, v ktorych stéle este niedo chyba.

(Napriklad ak by bolo k = 16, tak najhorsie, ¢o sa ndm moze stat, je, Ze rozdelime sibor na polovice,
polovice na Stvrtiny, Stvrtiny na osminy, osminy na Sestnastiny, a eSte stale v kazdej Sestnastine chyba prave
jedno z ¢isel.)

Dokopy teda v takomto najhorSom pripade urcite spravime aspon radovo nlogk krokov vypoctu. Da sa
dokézat aj silnejsie tvrdenie: toto rieSenie mé v najhorSom pripade ¢asovi zlozitost ©(nlogk).

Za zmienku este stoji, ze keby sme vobec nerobili optimalizaciu s tym, Ze intervaly, v ktorych ni¢ nechyba,
netreba spracuvat, dostali by sme ¢asovi zlozitost ©(nlogn).

Kosaté delenie

Ked ndm teda nestaci binarne delenie, ¢o takto delenie na k intervalov? Ukazuje sa, Ze to sa ndm stale zmest{
do obmedzenia na pocet suborov, ak budeme Sikovni.

V Tubovolnom okamihu budeme maf na disku niekolko siiborov, ktoré predstavuji najvzajom disjunktné
intervaly v ktorych nieco chyba. Kedze dokopy chyba k ¢isel, tychto siborov bude v fubovolnej chvili nanajvys k.

V kazdej iterécii si jeden Iubovolny stbor zoberieme a prerozdelime ho na k mensich intervalov. Na toto
nam bude stacit k¥ pomocnych stiborov. Do nich prerozdelime povodny interval. Nésledne tie z nich, ktoré st
plné, zmaZeme, a tie, v ktorych nieco chyba, priddme medzi intervaly ¢akajice na dalSie spracovanie.
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(Kedy to celé kon¢i? Ked sa dostaneme k stiboru predstavujicemu interval dizky 1, v ktorom ale nelezi ziadne
z Cisel zo vstupu, nedelime ho dalej — ale jednoducho prave ndjdené chybajtce ¢islo priddme do vystupného
pola.)

Pozrime sa, ¢i n4m to pomohlo s poc¢tom ¢itani a zapisovani. Pri prvom deleni potrebujeme nacitat aj zapisat
vetky ¢isla, teda spravif n ¢itani zo stiboru a n zépisov do stiboru. T§m nam vzniklo k intervalov, kazdy dlzky
n/k. Potom, v najhorSom pripade, potrebujeme este raz postupne prerozdelit vSetky tieto intervaly na mensie,
¢im nam vzniknd intervaly dizky n/k2. Aj toto prerozdelovanie dokopy vyZzaduje n ¢itani a n zapisov.

Spomedzi tychto intervalov dizky n/k? vSak iba nanajvys k mé nejaké chybajice ¢islo. Dalej teda pokra-
¢ujeme s intervalmi, ktorych sucet dizok je nanajvys k - (n/k?) = n/k. Ich dalsie prerozdelenie si teda dokopy
vyziada uz len n/k ¢itani a n/k zépisov. Podobnt tvahu vieme spravit aj po dalej iterdcii delenia, tentoraz
dostaneme intervaly, ktorych stcet dlzok je nanajvys n/k%. A tak dalej.

Dokopy teda nas program spravi ¢itani aj zapisov cisel
n n

s+ o5+ < 3n

n
— + 3

n—i—n—i—k A

a teda jeho ¢asovd zlozitost je linedrna. (VysSie uvedeny odhad plati za predpokladu, Ze k je aspoii 2. Pre k =1
pouzijeme linedrny algoritmus z doméceho kola.)

Listing programu (C++)

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAXK 100

/* Sprdva suborov, ktord je tu hlavne na to, aby sme zarucili neprekracdovanie pocltu suborov */
static unsigned num_tmp_files;

static FILE *file_pool[2 * MAXK];

static unsigned file_pool_size;

static FILE * get_temporary_file (woid) {
FILE *ret;
if (file_pool_size > 0) {

ret = file_pool[-—-file_pool_size];
rewind (ret);
} else {

char tmpname[10];
sprintf (tmpname, ”“tmp%d”, num_tmp_files++);
ret = fopen (tmpname, "wt+”);

}

return ret;

}
static void release_tmp_file (FILE *f) { file_pool[file_pool_size++] = £; }

static void remove_temporary_files (woid) {
unsigned i;
for (i = 0; i < num_tmp_files; i++) {
char tmpname[10];
sprintf (tmpname, “tmp%d”, 1i);
remove (tmpname);

}
typedef struct { unsigned f, t, c¢; FILE *s; } interval;
/% Zoznam intervalov, ktoré este potrebujeme spracovat x/

static interval ke_zpracovani [MAXK];
static unsigned int_ke_zprac;

/% Spracuj interval <f,t>, v ktorom je c¢ &isel, nachddza sa v subore s a delit ho budeme na d Casti */
static void zpracuj_interval (unsigned f, unsigned t, unsigned c, FILE *s, unsigned d) {

FILE *tmpfs[MAXK];

unsigned pocet [MAXK];

unsigned m = t - £ + 1;

unsigned i, plen, a, aij;

for (i = 0; i < d; i++) pocet[i] = 0;

/* Urcime si velkosti jednotlivych intervalov a priradime im pracovné subory, ak spracuvame krdtky interval,

x rozdelujeme ho na podintervaly dizky 1 */

if (m > d) {
for (i

=0; 1 < d; i++)
tmpfs[i] =

get_temporary_file ();

strana 3 z 6 tloha A-III-2



30. ro¢nik (2014/2015)
rieSenia celostatneho kola, den 1
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

plen = (m + d - 1) / d;
} else {

plen = 1;
}

/% Porozdelujeme ¢isla do podintervalov x*/
for (i = 0; 1 < c; i++) |

fscanf (s, "%u”, &a);

ai = (a - f) / plen;

pocet [ai]++;

if (m > d)

fprintf (tmpfs[ail, "%d\n", a);
}

/% Intervaly, v ktorych chyba aspori jeden packet zaradime do zoznamu intervalov na spracovanie, pripadne
% ich vypiSeme, ak v nich chybaju vsetky packety */
for (i = 0; 1 < d; i++) {
unsigned 1 = f + plen * i, u = 1 + plen - 1;
interval nint;
if (u > t) u = t;
if (pocet[i] == u - 1 + 1) {
if (m > d)
release_tmp_file (tmpfs[i]);

continue;

if (pocet[i] == 0) {
unsigned j;
for (j = 1; j <= u; j++)
printf (”sd.”, J);

release_tmp_file (tmpfs[i]);

continue;
}
nint.f = 1;
nint.t = u;
nint.c = pocet[i];
rewind (tmpfs[i]);
nint.s = tmpfs[i];
ke_zpracovani[int_ke_zprac++] = nint;

}

int main (void) {
FILE *fin = fopen (”pakety.txt”, "r”);
unsigned n, k, d;

fscanf (fin, ”%u%u”, &n, &k);

d=%k <2 7?22 : k;

int_ke_zprac = 0;

zpracuj_interval (1, n, n - k, fin, d);

while (int_ke_zprac > 0) {
interval a = ke_zpracovani[--int_ke_zprac];
zpracuj_interval (a.f, a.t, a.c, a.s, d);
release_tmp_file (a.s);

}

remove_temporary_files ();

return 0;

A-111-3  Magické siete

Postupne si ukdzeme riesenia vsetkych troch poduloh v poradi, v akom boli zadané.

Simulacia CH pomocou ONE

Ako prvé si mozeme v8imnit, ze podmienkou ONE(n,n, j) si vieme vynutit, ze n musi byt 0 a j musi byt 1.
Vieme teda matf v naSej sieti pomocné premenné ktoré maja zaruéene hodnotu nula a jedna.

Tieto premenné moZeme teraz dalej pouzivaf. Napriklad ndm bude uzitoéna podmienka ONE(z, 2/, n). Kedze
uz vieme, ze n = 0, musi mat hodnotu 1 prave jedna z premennych x a x’. Inymi slovami, 2’ je negéciou x.

Dalsia uzitoénd podmienka, ktorti vieme pomocou ONE simulovat, je podmienka NANDy(y, z) (binarny
NAND, teda not-and). Tato podmienka je splnend, ak aspon jedna z premennych y a z nadobtida hodnotu 0.
Ako na to? Jednoducho: zoberieme si novii pomocnii premennt p, ktord nie je pouZzita nikde inde, a potom nam
staci jedind podmienka: ONE(y, z, p). Pre pevne zvolené y a z vieme najst vyhovujuce p prave vtedy, ak neplati
y=2z=1.
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Tym uz mame vlastne polovicu konstrukcie obmedzenia CH hotovi. Ostéava nam eSte zabezpecit, aby aspon
jedna z premennych x a y mala hodnotu 1.

Ale aj to spravime lahko. Totiz podmienka ,aspoii jedna z premennych = a y méa hodnotu 1“ je ekvivalentna
s podmienkou ,aspoii jedna z premennych =’ a 3’ ma hodnotu 0%, pricom z’ a y’ s negacie = a y. No a tie
vieme vyrobit a tak tito podmienku zapisat.

Vysledna siet simulujica CH(z,y, z) teda obsahuje nasledujiice obmedzenia:

NE(n,n, j) (nje0ajjel)
E(y ,D) (aspoii jedno z y a z je 0)
ONE(z, 2’ n) (2’ je negaciou x)
E(y ,m) (¢’ je negéciou y)

NE(2',y ,q) (aspoti jedno z 2’ a y’ je 0)

Nemoznost simulacie ONE pomocou CH

Na dékaz tohto tvrdenia zafunguje technika, ktort ukazuje priklad 3 v Studijnom texte. UkdZeme teda, Ze
pre Tubovolnu siet zloZenti len z obmedzeni typu CH vieme zobratf viaceré platné ohodnotenia a skombinovat
ich do iného, ktoré na jednej strane tiez musi byt platné, ale na druhej strane nebude zodpovedat obmedzeniu,
ktoré sa snazime simulovat.

Pripomertime si pomocnt funkciu majs; pouzita v priklade 3. Tato funkcia (nazvand podla anglického slova
,majority*) vracia na vystup t z hodndét 0 a 1, ktord je na vstupe cCastejsie. Teda napr. majs(1,1,1) =
maj;(1,0,1) = 1, ale maj;(0,0,1) = 0.

Vsimnime si, ako funguje obmedzenie CH. Predpokladajme, Ze trojice premennych (ay,b1,c1), (az,b2,c2) a
(as,bs, c3) splhaji toto obmedzenie.

Vypodéitajme teraz a = majs(ai,aq,as), b = majs(b1,be,b3) a ¢ = majs(c1,co,c3). Tvrdime, Ze trojica
(a,b,c) tiez nutne splita obmedzenie CH.

Preco je tomu tak?

Kedze nage povodné trojice premennych spliiaji obmedzenie CH, mame asponi jednu 1 medzi a; a by, aspoii
jednu medzi as a by a aspon jednu medzi a3 a b3. Potom ale musi platit, Ze aspon jedna z premennych a a b
m4 hodnotu 1. (Ak by totiz bolo a = b = 0, tak moZe mat hodnotu 1 najviac jedna z premennych a; a najviac
jedna z premennych b;.)

Analogicky vieme ukézat, Ze aspoil jedna z novych premennych b a ¢ bude mat hodnotu 0.

Predstavme si teraz, Ze méame siet zlozent len z obmedzeni typu CH, ktord simuluje obmedzenie ONE(z, y, 2).
Obmedzenie ONE je splnené pre tri rozne kombindcie hodnét =, y a z: (0,0,1), (0,1,0) a (1,0,0). Pre kazdu z
tychto kombinacii hodnét teda existuje aspon jedno pripustné ohodnotenie vSetkych premennych v nasej sieti
(vratane pomocnych).

Vyberme si teraz tri takéto ohodnotenia premennych tak, aby kazdé zodpovedalo inej pripustnej kombinacii
hodnét z, y a z. Pomocné tvrdenie, ktoré sme si dokdzali vyssie, ndm teraz hovori, Ze vieme zostrojit nové,
Stvrté pripustné ohodnotenie vSetkych premennych — a to tak, Ze pre kazdt premennt zoberieme maj; hodnét,
ktoré nadobuda v prvych troch ohodnoteniach.

V takto zostrojenom ohodnoteni vSak plati x = y = 2z = 0, a to je spor s predpokladom, Ze nasa siet simuluje
obmedzenie ONE.

Simulacia fubovolného obmedzenia pomocou ONE

Pripomenme si zo $tudijného textu, ze slabé obmedzenie Sy, 5, je také obmedzenie, ktoré je splnené
pre vSetky ohodnotenia premennych okrem jediného — ohodnotenia hq,...,h,. Teda napr. slabé obmedzenie
So01(z,y, z) je splnené vidy okrem pripadu kedy z =0,y =0a z = 1.

Zjavne kazdé obmedzenie X vieme simulovat pomocou vhodnej sady slabych obmedzeni: jednoducho po-
stupne ,,vymenujeme“ vSetky kombinacie premennych, pre ktoré nase obmedzenie X nemd byt splnené.

strana 5 z 6 tloha A-III-3



30. ro¢nik (2014/2015)
rieSenia celostatneho kola, den 1
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

Na dokaz nasho tvrdenia ndm teda staci dokézat, Ze pomocou ONE vieme simulovat Tubovolné slabé obme-
dzenie.

Kedze si pomocou obmedzenia typu ONE vieme vyrobif negéaciu lubovolnej premennej, staéi nam dokonca
vediet simulovat len slabé obmedzenia typu Si1.. 1. Kazdé iné slabé obmedzenie vieme totiz Tahko previest na
takéto. Ukézeme si to na priklade.

Predpokladajme napriklad, Ze chceme simulovat obmedzenie Sp110(a, b, ¢, d), teda obmedzenie, ktoré je spl-
nené vzdy okrem situécie kedy (a,b,¢,d) = (0,1,1,0). Pomocou obmedzeni ONE(a, a’,p1) a ONE(d,d’, p2) si
vieme vynutit, ze a’ a d’ st negicie premennych a a d. No a teraz ndm staci vediet odsimulovaf obmedzenie
Si111(a’, b, ¢, d').

Analogicktu konstrukciu vieme zjavne spravit pre lubovolny pocet premennych a Iubovolné iné slabé obme-
dzenie.

Ostéva ndm teda posledny krok: pre Iubovolné k > 1 potrebujeme ukézat, ako pomocou ONE simulovat
slabé obmedzenie ktoré hovori, Ze danych k premennych nesmie mat ako hodnoty samé 1.
Rucne vyriesime malé pripady:

e Si(a) vieme simulovat obmedzenim ONE(a, a,p), kde p je nova, doteraz nikde nepouzitd premennd
e Si1(a,b) vieme analogicky simulovat obmedzenim ONE(a, b, p).

e S111(a, b, ¢) vieme simulovat nasledovnou sietou: Si1(a, d), S11(b,€), S11(c, ), ONE(d, e, f).

Ako toto funguje? Posledné obmedzenie si vynuti, Ze prave jedna z pomocnych premennych d, e a f je
rovnéd 1. Nech je to napriklad d. Potom z podmienky S11(a,d) dostdvame, Ze a musi byt 0, zatial ¢o b a
¢ mozu byt Tubovolné. Jediné ohodnotenie (a, b, ¢) pre ktoré neexistuju Ziadne pripustné (d, e, f) je teda
ohodnotenie (1,1, 1), ¢o je presne to, o sme chceli.

No a pre k > 4 teraz uvedieme vSeobecnt konstrukciu indukciou. Predpokladajme, %e sme uz zostrojili siet
simulujicu slabé obmedzenie S11. 1(x1,...,2x—1) s k — 1 vstupmi.

Uvazujme teraz sief tvorent nasledovnymi obmedzeniami: S11. 1(z1,...,2g_2, 2), S111(Tk—1, Tk, 2’), a navyse
ONE(n,n, j) a ONE(z, 2/, n). T4to siet simuluje slabé obmedzenie, ktoré hovori, ze spomedzi 21 az xj; musi mat
niektoré hodnotu 0.

Ako funguje? Posledné dve obmedzenia uz pozname: hovoria, e n = 0, j = 1 a 2’ je negaciou z. Prvé

obmedzenie ndm hovori, Ze premenné z1,...,T,_ 2,z nesma byt vSetky naraz rovné 1. Inymi slovami, ak st
T1,...,%n_o vietky 1, musi z byt 0. Analogicky z druhého obmedzenia dostavame, Ze ak xy_1 aj xx st 1, musi

byt 2z’ rovné 0. LenZe z a 2z’ nemdzu byt naraz rovné 0, a teda nemdzu byt naraz uplne vSetky x; rovné 1.

Naopak, Tahko nahliadneme, Ze akonéhle je ¢o len jedno z x; rovné 0, vieme ndjst vyhovujice ohodnotenie z
!

az.
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