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A-111-1  Urychlovaé

Ziskat 3 body nebolo tazké. KedZze rezistorov je nanajvys 2000, moZeme vyskusat kazda dvojicu a zistit,
¢i sti¢et ich odporov je spravny. Takéto riesenie funguje v ¢ase O(n?), ale nedava spravny vysledok, pokial
treba rezistorov viac. Keby sme chceli podobnym sposobom riesit tlohu naozaj spravne, sktsali by sme vSetky
Stvorice, ktorych je uz ale az O(n?).

Dynamické programovanie

Pre ziskanie zhruba polovice bodov ste mohli pouzit tplne iny pristup. Tu si bolo treba uvedomit, Ze
kombinécie rezistorov, ktoré maju privysoky stacéet odporov, nds nemusia zaujimat. Stac¢i nadm pre kazdy odpor
z rozsahu 0... R zistif najmensi pocdet rezistorov ktorym ho vieme dosiahnif. Pre jednoduchost si budeme
pamitat aj to, ktoré odpory davaji dany stucet.

Tuto informéciu budeme zistovat postupnym pridédvanim rezistorov. Keby sme nemali Ziadne rezistory, vedeli
by sme (pomocou 0 rezistorov) dosiahnut odpor 0. Ostatné odpory by sme nevedeli dosiahnut vébec, poznacime
si teda, Ze na ne potrebujeme nekonecéne vela rezistorov.

Teraz budeme postupne po jednom pridavat rezistory zo vstupu a zakazdym prepoéitame, ¢o sa zmenilo. Co
sa stane, ak pridame rezistor s odporom x? Ak sme doteraz vedeli nejaky celkovy odpor y vyrobif pomocou z
rezistorov, teraz uz vieme vyrobit aj celkovy odpor x + y pomocou z + 1 rezistorov. Staci teda raz prejst celé
pole so starymi informaciami, vypocitat z nich nové a pozriet sa, ¢o sme zlepsili.

Takto dostaneme rieSenie v ¢ase O(R - n).

Vzorové riesenie

Nage vzorové riesenie sa bude viacej podobat na tplne prvotné. Co nam robilo problém je prilis vela kom-
binacii. Inspirujeme sa teda taktikou ,meet in the middle“ a pokisime sa problém vyriesit tak, Ze ndjdeme
dve dvojice, ktoré budt dokopy davat spravny sucet. Ak totizto méme nejaki jednu dvojicu rezistorov, presne
vieme povedat, aky sticet m4 mat druhd dvojica, ktord ku nej treba doplnit. Ak by sme teda vedeli povedat,
ktoré vsetky odpory st dosiahnutelné dvojicou rezistorov, vedeli by sme sa potom proste pozriet, ¢i k danému
odporu r vieme dosiahnut aj R — 7.

Musime si ale dat pozor, aby sme nevyuzili Ziaden rezistor dvakrat. To dosiahneme tak, %e v mnoZine
dosiahnuteInych odporov budeme mat iba odpory dosiahnutelné pomocou niekolkych rezistorov zo zaciatku a
druht dvojicu k nej budeme vyberat zo zvysnych, takZe budu nase dvojice rezistorov zarucene disjunktné.

Pozrime sa na to teda poriadnejsie: Postupne budeme spracovavat rezistory. V okamihu, ked ideme spracovat
i-ty rezistor, si budeme pamitat mnozinu M odporov, ktoré vieme dosiahnut pomocou dvoch rezistorov s ¢islom
mensim ako i. Teraz i-ty rezistor spracujeme:

e Pozrieme sa, ¢ je v M hodnota rovnd hladanému R minus odpor i-teho rezistora.

e Pre kazdé j > i sa pozrieme, ¢i je v. M hodnota rovna hladanému R minus celkovy odpor i-teho a j-teho
rezistora.

e Ak ani jedna z vysSie skuiSanych moznosti nezafungovala, tak do mnoziny M priddme pre kazdé j < i
odpor dvojice tvorenej j-tym a i-tym rezistorom, a ideme spracovat rezistor s ¢islom ¢ + 1.

Ako mnozinu budeme pouzivat budto bindrny vyvazovaci strom, alebo hashovaciu tabulku, ktord suc¢tu
odporov bude vediet rychlo priradif dvojicu (alebo jediny) rezistor s danym stétom. Oboje mame predimple-
mentované v niektorych jazykoch (napr. ako set a unordered_set v C++).

V z4vislosti od pouZitej mnozinovej implementécie potom dostaneme budto riesenie v éase O(n?logn) pre
stromy, alebo O(n?) v priemernom pripade pre hashovaciu tabulku. V nizsie uvedenom programe sme si vybrali
druhit moznost. Upozornime eSte na drobny detail: pre kazdt sumu, ktorti vieme dosiahnuf pomocou dvoch uz
spracovanych rezistorov, si pamitame len jeden konkrétny spdsob, ako to spravit — hoci tych sposobov moze
existovat viac, ndm staéi poznat fubovolny jeden.

Implementéciu si eSte mozeme ulahé¢it drobnym trikom: Medzi rezistory zo vstupu priddme tri nové rezistory
s odporom 0. Pre takto upraveny vstup nam staci ndjst rieSenie tvorené presne Styrmi rezistormi. Ak obsahuje
nejaké nuly, tie jednoducho nevypiseme na vystup.
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <unordered_map>
#include <utility>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int X, N;
cin >> X >> N;
vector<int> A (N+3,0);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> A[n];
N += 3;

unordered_map< int, pair<int,int> > seen;
for (int i1=0; i<N; ++1i) {
// skusime najst Stvoricu tvaru (a,b,i,3j) v ktorej a<b<i<j
for (int j=i+1; J<N; ++7J)
if (seen.count ( X-A[i]-A[]] )) |
auto tmp = seen[ X-A[i]-A[]] 1;

for (int x : {tmp.first,tmp.second, i, j})
if (A[x]) cout << A[x] << ".";
return 0;

}
// pridédme nové dvojice odporov obsahujuce i-ty
for (int j=0; Jj<i; ++3J) seen[ A[J]+A[1] ] = {J,1};
}

cout << "Koniec.sveta.sa.odklada\n”;

Iné riesenie

Existuju aj rieSenia, ktoré dosiahnu rovnaki ¢asovi zloZitost bez pouzitia zlozitych datovych struktir. Jedno
také teraz popiseme.

Zacneme vysSie popisanym trikom s tromi nulami. Nésledne do pola vygenerujeme zéznamy tvaru (odpor 4
+ odpor j, 4, j) a usporiadame ich podla odporu. Na to moZeme pouzit bud vSeobecné triedenie, ¢im dostaneme
¢asovi zlozitost O(n?logn), alebo RadixSort v O(n?).

Nésledne budeme postupne toto pole prechadzaf a pre kazda dvojicu (s,i,j) budeme hladat, ¢i v fiom
existuje dvojica (R — s, k,1) taka, ze i, j, k, | s $tyri rozne indexy. Opitf mame dve jednoduché moznosti ako to
robit. A opif jedna vedie k rieseniu v ¢ase O(n?) a druhd k O(n?logn). PopiSeme si tii druhti z nich. Pre kazdy
konkrétny zdznam (s, ,j) pomocou bindrneho vyhladévania ndjdeme prvy zdznam so sucétom R — s. A uZ len
prejdeme cez vSetky zdznamy, ktoré maja tento sucet, a pre kazdy z nich sa pozrieme, ¢i st jemu zodpovedajice
indexy k,[ roézne od 1, j.

Preco toto rieSenie funguje efektivne? Nemohlo by sa staf, Ze bude pomalé v situdcidch, ked ta istd sumu
vieme dosiahnut vela sposobmi? Nemohlo. A to preto, ze ked hladdme dvojicu indexov so suétom R — s a
narazime (prvykrat pocas behu programu) na situéciu, ze s takéto dvojice aspoii tri, uréite aspoil jedna z nich
bude disjunktnd s 7, j, a teda sme nasli rieSenie a mézeme rovno skondit.
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A-111-5 Kompy

Na tvod zafneme pozorovanim, Ze v optimdalnom rieSeni sa trasy ziadnych dvoch kémp nekrizia. Ak by
sa krizili, tak podla obrazku existuje preusporiadanie tras s celkovym stctom dlzok mensim, ¢o vSak nesedi s
tvrdenim, Ze rieSenie je optimalne.

v b
|ab| + |a'V'| = (lam| 4 |mb|) + (|a'm| + [m¥'|)
= (lam| + |m¥|) + (|a'm| + |mb'|) > |ab'| + |a'0]

7 vyssie uvedeného pozorovania vyplyva, Ze najpravejsie miesto na jednej strane kanéla bude urcite spojené
kompou s najpravej$im miestom na druhej strane. Preco? Lebo keby to tak nebolo, kazdé z nich by muselo byt
spojené s nejakym inym miestom na protilahlej strane, a tieto dve spojenia by sa krizovali.

Ozna¢me teraz OPT(i, j) ako najmensi mozny sucet dlzok tras komp, ktoré spajaju prvych i miest na lavej
strane a prvych j miest na pravej strane. Vieme uz, ze v tomto optimélnom rieseni mame kompu spajajicu i-te
lavé a j-te pravé miesto. Co vieme dalej povedat o tom, ako toto optimalne riesenie vyzera?

Vo v8eobecnosti s tri moznosti. Prvou je, Ze ani z i-teho Tavého, ani z j-teho pravého miesta uz ziadna
dalsia kompa nevedie. V takomto pripade teda este potrebujeme pospédjat prvych ¢ — 1 miest vlavo a prvych
j — 1 vpravo, ¢o vieme najlepsie spravit so su¢tom dlzok OPT(i — 1,5 — 1).

Zvy$né dve moznosti su symetrické: bud ida eSte nejaké kompy z i-teho lavého miesta, alebo idi nejaké z
j-teho pravého. (Nemozu ist z oboch, lebo by sa krizovali.) Ak eSte maju ist nejaké kompy z i-teho favého miesta,
tak vlastne chceme prepojit prvych i miest vlavo a prvych j — 1 vpravo, ¢o vedie k celkovej dizke OPT(i — 1, 5).
Analogicky na opacnej strane.

Pre ¢,j > 2 teda plati nasledujace tvrdenie:

OPT(i, j) = d(i,5) + min { OPT(i — 1,5), OPT(i,j — 1), OPT(i — 1,5 — 1) }

(Hodnota d(i, j) je vzdialenost i-tého miesta na lavej strane a j-tého miesta na pravej strane.)
Spoloéne s OPT(1,1) = d(1,1), OPT(4,1) = d(i,1) + OPT(i — 1,1) a OPT(1,j) = d(1,5) + OPT(1,5 — 1)
tak mame rekurzivny predpis pre vypocet vietkych hodnot OPT(4,5), 1 <i<nal<j<m.

Pomocou vyssie uvedeného vztahu si teda vieme vypoéitat hodnotu OPT(n, m): sucet dlzok kémp v opti-
maéalnom rieSeni. My vSak potrebujeme jedno optimdlne rieSenie aj zostrojit.

Na chvilu predpokladajme, Ze paméitfovy limit umoziuje uloZenie pola ¢isel o velkosti n x m. Kvoli nutnosti
vypisat optiméalne riesenie potrebujeme okrem hodndt OPT aj pole REK, ktoré bude pre kazdé (i, j) obsahovat
informéciu, pre ktort z vyssie uvedenych troch moznosti hladané minimum nastalo. Pomocou tohto pola potom
vieme spétne, zadinajic kompou n — m a konéiac kompou 1 — 1, zostrojif jedno optimdlne riesSenie.

Takéto rieSenie mé ¢asova aj pamitovi zlozitost O(nm) a ziska priblizne 10 bodov z 15 moznych.

Problém je v tom, ze pole OPT sa nam pre velké vstupy do paméte nezmesti. Pri pouziti Standardného
datového typu double by sme naii potrebovali az 3 GB pamiite.

Na samotny vypocet vypocet hodnot v poli OPT ndm vSak postaci pamit velkosti O(m): hodnoty v
OPT(i,j) sa daja vypocitat iba pomocou hodndt v predchddzajicom riadku, takZe si budeme uchovévat iba
predchadzajuci a aktudlny riadok tohto pola.

No a ¢o s polom REK? To sa nam do pamiite zmesti. K uloZzeniu pola REK pouzijeme nasledujtci trik:
do jednej 32-bitovej (4-bajtovej) premennej uloZime az 16 hodnét pola REK, kazda hodnotu pomocou 2 bitov.
Takto potrebujeme k ulozeniu pola REK nanajvys (20 000)?/4 bajtov, teda zhruba 100 MB pamiite.
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#include <cmath>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

double best[2][20000];
unsigned how[20000] [1260];

int main() {
int L, S, A, B;
cin >> L >> S >> A >> B;

vector<int> acka (d),
for (int &x:acka) cin >>
for (int &x:becka)
for (int a=0; a<a;
int cur=a%2,

++a) |

for (int b=0;
double bestopt
double cdist

unsigned besthow

b<B;

if (a==0 && b==0)
if
if (a>0 && b>0 &&
best [cur] [b] =
howl[a] [b/16]

}

int a=A-1,

b=B-1, step;

(
if (a>0 && best([prev] [b]
(b>0 && best[cur] [b-1]

becka (B) ;

x;

cin >> x;

prev=l-cur;

++b) {

= 1e30;
sqgrt (1.x* (ackala
0;

]-beckal[b])* (ackala]-beckal[b]) + S%*S);

bestopt=0;

bestopt=best [prev] [b]
bestopt=best [cur] [b-1
bestopt=best [prev] [b

< bestopt)
< bestopt)

{
{
{
best [prev] [b-1] < bestopt) {

cdist + bestopt;
|= besthow << ((b&l5)<<1);

vector< pair<int,int> > answer;

do {
answer.push_back ({a+1

step = (how([a][b/16]
a —= stepé&l;
b -= step>>1;

} while (step);

cout << answer.size() <<

for (auto e:answer) cout

ybt+1});

>> ((b&l5)<<1)) & 3;

”\n”;

<< e.first << ”_" << e.second << "\n”;

besthow=0;
besthow=1;
besthow=2;
; besthow=3;
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