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Priebeh celoštátneho kola

Celoštátne kolo 30. ročníka Olympiády v informatike, kategórie A, sa koná v dňoch 25.–28. marca 2015. Na
riešenie úloh prvého, teoretického dňa majú súťažiaci 4,5 hodiny čistého času. Rôzne úlohy riešia súťažiaci na sa-
mostatné listy papiera. Akékoľvek pomôcky okrem písacích potrieb (napr. knihy, výpisy programov, kalkulačky)
sú zakázané.

Čo má obsahovať riešenie úlohy?

• Slovne popíšte algoritmus.
Slovný popis riešenia musí byť jasný a zrozumiteľný i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.

• Zdôvodnite správnosť vášho algoritmu.
• Uveďte a zdôvodnite jeho časovú a pamäťovú zložitosť.
• Podrobne uveďte dôležité časti algoritmu, ideálne vo forme programu v Pascale alebo C/C++.
• V prípade, že používate vo svojom programovacom jazyku knižnice, ktoré obsahujú implementované dátové

štruktúry a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu stručne vysvetlite, ako by ste napísali
program s rovnakou časovou zložitosťou bez použitia knižnice.

Hodnotenie riešení prvého (teoretického) dňa

Za každú úlohu môžete získať od 0 do 10 bodov.
Pokiaľ nie je v zadaní povedané ináč, najdôležitejšie dve kritériá hodnotenia sú v prvom rade správnosť

a v druhom rade efektívnosť navrhnutého algoritmu. Na výslednom počte bodov sa môže prejaviť aj kvalita
popisu riešenia a zdôvodnenie tvrdení o jeho správnosti a efektívnosti.

Efektívnosť algoritmu posudzujeme vypočítaním jeho časovej zložitosti – funkcie, ktorá hovorí, ako dlho
vykonanie algoritmu trvá v závislosti od veľkosti vstupných parametrov. Nezávisí pri tom na konštantných
faktoroch, len na rádovej rýchlosti rastu tejto funkcie.

V zadaní úlohy môžu byť uvedené limity na veľkosť premenných. Tieto môžete použiť na odhad toho,
ako dobré vaše riešenie je. Na počítači, ktorý vykoná miliardu inštrukcií za sekundu, vyrieši vzorové riešenie
ľubovoľný povolený vstup nanajvýš za niekoľko sekúnd.
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A-III-1 Oriešková čokoláda

Anička a Baška sedia v miestnosti po ťažkom dni. Sú unavené. Jediné, čo ich udržuje pri vedomí, je obrovská
chutná oriešková čokoláda. Rady by sa na ňu spoločne vrhli a zjedli ju, ale starý kodex vraví, že to musia urobiť
podľa pravidiel.

Základným pravidlom hry je parita orieškov. Keď si niekto chce odlomiť kus čokolády a zjesť ho, musí to
spraviť tak, aby na tom kuse bol dokopy párny počet orieškov.

Jedenie čokolády je vlastne ťahová hra. Anička a Baška sa pozerajú na čokoládu z tej istej strany. Dievčina,
ktorá je práve na ťahu, si vyberie buď najspodnejši riadok alebo najpravejší stĺpec, celý ho odlomí a zje ho.
Samozrejme, ťah môže spraviť len vtedy, ak ním neporuší vyššie uvedené pravidlo parity. Aj ak už čokoláda
pozostáva len z jediného riadku/stĺpca a je na ňom dokopy párny počet orieškov, smie ho hráčka na ťahu celý
„odlomiťÿ a zjesť.

Dievčatá ťahajú striedavo, začína Anička. Dievčina, ktorá už nemá ako spraviť platný ťah, hru prehráva (a
musí ísť do obchodu po novú čokoládu). Zistite, kto vyhrá, ak obe hráčky hrajú optimálne. Hráčkam záleží len
na tom, aby vyhrali. Vôbec ich nezaujíma, koľko čokolády ani koľko orieškov počas hry zjedia.

Súťažná úloha

Obdĺžniková čokoláda má r riadkov a s stĺpcov (1 ≤ r, s ≤ 5 000). Políčka čokolády indexujeme dvojicou
prirodzených čísel (i, j), kde 1 ≤ i ≤ r a 1 ≤ j ≤ s. Políčko (1, 1) sa nachádza v ľavom hornom rohu čokolády.
Pre každé políčko čokolády je daný počet orieškov pi,j , ktoré sa v ňom nachádzajú. Celkový počet orieškov sa
zmestí do bežnej celočíselnej premennej.

Formát vstupu a výstupu

V prvom riadku vstupu sú dve medzerou oddelené celé čísla r a s. Nasleduje r riadkov, v každom z nich sa
nachádza s nezáporných celých čísel: v i-tom z týchto riadkov sú to postupne čísla pi,1 až pi,s.

Výstup má obsahovať jediný riadok s menom víťazky.

Hodnotenie

Plných 10 bodov dostanete za riešenie s asymptoticky optimálnou časovou aj pamäťovou zložitosťou. Po-
malšie korektné riešenia vedia získať 3-8 bodov podľa časovej zložitosti.

Príklady

vstup

3 4
0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11

výstup

Anička

Posledný stĺpec má nepárny počet orieškov, Anička si preto musí vziať posledný riadok. Baška má následne
na výber: celý druhý riadok (4+5+6+7) alebo zvyšok posledného stĺpca (3+7). V oboch prípadoch však vie
Anička ďalej hrať tak, aby vyhrala. Napríklad ak si Baška zoberie celý druhý riadok, zoberie si následne Anička
celý prvý riadok, čím hru vyhrá. (Následne by totiž mala ťahať Baška, no keďže už je celá čokoláda fuč, Baška
nemá ako spraviť platný ťah.)

vstup

2 2
3 6
4 7

výstup

Baška

Anička je prvá na ťahu, nemá ale ako spraviť platný
ťah, a tak hra hneď končí Aničkinou prehrou.
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A-III-2 Jarné upratovanie

V rámci jarného upratovania sa šatniarka Boženka rozhodla, že uprace kabáty v šatni. Každý kabát má
svoje číslo. Je ich v šatni príšerne veľa a nachádzajú sa na tých najabsurdnejších miestach. Navyše ich často
treba presúvať z miesta na miesto, takže nečudo, že ich Boženka nenašla na prvý pokus všetky. Pomôžte jej
zistiť, ktoré jej chýbajú.

Súťažná úloha

V šatni sa nachádza n kabátov očíslovaných od 1 po n. Boženke chýba k z nich. Má teda zoznam n − k
navzájom rôznych čísel kabátov.

Vašou úlohou je určiť čísla stratených kabátov. Stratených kabátov je pomerne málo. Všetkých kabátov je
však tak mnoho, že si ich čísla nevieme naraz uložiť do pamäte.

Formát vstupu

Na disku máte súbor kabaty.txt so zoznamom čísel kabátov, ktoré Boženka našla. V prvom riadku súboru
sú prirodzené čísla n (1 ≤ n ≤ 109) a k (1 ≤ k ≤ 100, k ≤ n). V každom z nasledujúcich n − k riadkov je iné
číslo z rozsahu od 1 po n. Tieto čísla môžu byť uvedené v ľubovoľnom poradí (t.j. nemusia byť usporiadané).

Formát výstupu

Na výstup vypíšte k rôznych čísel v rozsahu 1 až n vrátane: čísla, ktoré chýbajú vo vstupnom súbore. Čísla
môžete uviesť v ľubovoľnom poradí.

Hodnotenie

Aby vaše riešenie dostalo vôbec nejaké body, musí splniť dve základné podmienky:

• Pamäťová zložitosť musí závisieť len od k, nie od n. (Súbory na disku do pamäťovej zložitosti nepočítame.)
• Môžete použiť nanajvýš 2k + 2 pomocných súborov.

Riešenia, ktoré splnia vyššie uvedené podmienky, budú hodnotené podľa tradičných kritérii: primárne teda
záleží na ich časovej zložitosti.

Vzorové riešenie hodné 10 bodov si pre zadaný rozsah premenných n a k vystačí s menej ako 10 kB pamäte,
a počas svojho behu dokopy zo súborov prečíta a zapíše do nich menej ako 6 · 109 čísel.

Až 6 bodov môže získať riešenie, ktorému by za rovnakých okolností stačilo do 10 kB pamäte a zhruba 1011

čísel prečítaných zo / zapísaných do súborov. Pomalšie korektné riešenia tiež dostanú nejaké body.

Príklady

vstup

7 3
6
1
3
4

výstup

2 7 5

Je 7 kabátov, z nich 3 chýbajú.
Kabáty, ktoré Boženka našla, majú čísla 6, 1, 3 a 4.
Chýbajúce kabáty majú teda čísla 2, 7 a 5.

vstup

10 7
9
5
7

výstup

1 4 2 10 3 6 8
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A-III-3 Magické siete
K tejto úlohe patrí aj študijný text, ktorý nájdete nižšie. Je identický so študijným textom z domáceho kola.

V zadaniach úloh celoštátneho kola používame nasledovné obmedzenia:

• ONE(x, y, z) je splnené, ak má práve jedna spomedzi premenných x, y a z hodnotu 1.
• CH(x, y, z) je splnené, ak má aspoň jedna z premenných x a y hodnotu 1 a zároveň aspoň jedna z pre-

menných y a z hodnotu 0.

Súťažná úloha

a) (3 body) Nájdite sieť, ktorá simuluje obmedzenie CH len pomocou obmedzení typu ONE.
b) (3 body) Ukážte, že neexistuje sieť, ktorá simuluje obmedzenie ONE len pomocou obmedzení typu CH.
c) (4 body) Ukážte, že pre ľubovoľné n ≥ 1 a pre ľubovoľné obmedzenie X(x1, . . . , xn) existuje sieť, ktorá

simuluje obmedzenie X len pomocou obmedzení typu ONE.

Študijný text: magické siete
Magická sieť sa skladá z dvoch typov objektov: premenných a obmedzení.
Premenné budeme zväčša značiť malými písmenami. Každá premenná môže nadobúdať len dve hodnoty: 0

a 1.
Obmedzenia sú vlastne podmienky, ktoré musia premenné spĺňať. Niekoľko príkladov obmedzení:

• Obmedzenie XOR3(x, y, z) hovorí, že spomedzi premenných x, y a z musí mať nepárny počet hodnotu 1.
• Obmedzenie OR3(x, y, z) hovorí, že spomedzi premenných x, y a z musí mať aspoň jedna hodnotu 1.
• Obmedzenie EQ(x, y) zase hovorí, že premenné x a y musia mať tú istú hodnotu.

Premenné použité v obmedzení nemusia byť navzájom rôzne. Môžeme napr. použiť obmedzenie XOR3(x, y, x).

Niektoré z premenných sú vstupné. Sieť sa používa tak, že najskôr nastavíme hodnoty vstupných premenných
a potom zošleme magické zaklínadlo. Zaklínadlo sa pokúsi doplniť hodnoty ostatných premenných tak, aby boli
súčasne splnené všetky obmedzenia. Ak sa to dá, zaklínadlo jedno také ohodnotenie nájde a magická sieť prijme
zadaný vstup. V opačnom prípade zaklínadlo zlyhá a sieť zadaný vstup odmietne.

Hovoríme, že magická sieť simuluje obmedzenie O, ak prijme práve tie ohodnotenia vstupných premenných,
pre ktoré je obmedzenie O splnené.

Príklad 1. Uvažujme magickú sieť so 4 premennými a 2 obmedzeniami. Premenné si nazveme a, b, c a d.
Obmedzenia v našej sieti budú XOR3(a, b, c) a XOR3(b, c, d). Premenné a a d nech sú vstupné.

Ľahko nahliadneme, že ak sú obe podmienky súčasne splnené, tak musí platiť a = d. Totiž ak poznáme b
a c, vieme jednoznačne určiť, akú hodnotu musí mať tretia premenná x aby platilo XOR3(x, b, c). No a túto
hodnotu musí nadobúdať aj a, aj d.

A naopak: Nech platí a = d. Potom vždy vieme nájsť také b a c aby boli obe odmedzenia splnené. Napr. pre
a = d = 0 zoberieme b = 0 a c = 1, zatiaľ čo pre a = d = 1 zoberieme b = c = 0.

Vidíme teda, že naša magická sieť prijme práve tie dvojice (a, d) pre ktoré platí a = d. Inými slovami, táto
sieť simuluje obmedzenie EQ(a, d).

Hovoríme, že množina typov obmedzení {O1, O2, . . . , On} simuluje obmedzenie O ak existuje magická sieť
ktorá simuluje O a pritom používa len obmedzenia typov O1 až On. Príklad 1 je teda dôkazom toho, že množina
typov obmedzení {XOR3} simuluje obmedzenie typu EQ.
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Hovoríme, že obmedzenie O(x1, . . . , xn) je slabé, ak existuje len jediná kombinácia hodnôt premenných x1
až xn pre ktorú nie je splnené. Slabé obmedzenie budeme zapisovať ako Sh1...hn , kde h1, . . . , hn sú hodnoty
premenných, pre ktoré nie je splnené.

Teda napr. slabé obmedzenie S001(x, y, z) je splnené vždy okrem prípadu kedy x = 0, y = 0 a z = 1.
Slabé obmedzenie S000 je zhodné s vyššie definovaným obmedzením OR3.
Množinu všetkých slabých obmedzení s n premennými budeme označovať Sn.

Príklad 2. Dokážeme si, že množina obmedzení S3 simuluje obmedzenie XOR3.

Toto je jednoduché. Do našej siete so vstupnými premennými x, y a z dáme štyri obmedzenia: S000(x, y, z),
S011(x, y, z), S101(x, y, z) a S110(x, y, z). Tieto obmedzenia dokopy zakážu všetky kombinácie hodnôt premenných
ktoré nechceme prijať.

Príklad 3. Dokážeme si, že množina obmedzení S2 nesimuluje obmedzenie OR3.

Toto bude o niečo náročnejšie. Aby sa nám ľahšie vyjadrovalo, definujeme si pomocnú funkciu maj3(x, y, z).
Táto funkcia (nazvaná podľa anglického slova „majorityÿ) vracia na výstup tú z hodnôt 0 a 1, ktorá je na vstupe
častejšie. Teda napr. maj3(1, 1, 1) = maj3(1, 0, 1) = 1, ale maj3(0, 0, 1) = 0.

Samotný dôkaz spravíme sporom. Uvažujme ľubovoľnú sieť, v ktorej používame len obmedzenia z S2. Pre-
menné v sieti si označíme x1 až xn, pričom prvé tri z nich považujeme za vstupné. Predpokladajme, že táto sieť
simuluje obmedzenie OR3(x1, x2, x3).

Vyskúšajme si do našej siete dosadiť hodnoty x1 = 1, x2 = 0 a x3 = 0. Keďže podmienka OR3(1, 0, 0) je
splnená, musí aj naša sieť toto ohodnotenie vstupných premenných prijať. Inými slovami, musí existovať nejaké
ohodnotenie zvyšných premenných. Tieto hodnoty si nazvime a1 až an.

Podobne musí existovať druhé ohodnotenie premenných b1, . . . , bn ktoré spĺňa všetky obmedzenia v našej
sieti a pri ktorom (b1, b2, b3) = (0, 1, 0). No a ešte si nájdeme tretie takéto ohodnotenie c1, . . . , cn pri ktorom
(c1, c2, c3) = (0, 0, 1).

Zostrojíme si teraz štvrté ohodnotenie premenných tak, že tieto tri ohodnotenia „spriemerujemeÿ. Presnejšie,
pozrieme sa na ohodnotenie d1, . . . , dn pri ktorom pre každé i platí di = maj3(ai, bi, ci).

Ukážeme si najskôr, že aj pri tomto novom ohodnotení sú všetky obmedzenia v našej sieti splnené. Každé
obmedzenie v našej sieti je tvaru Sh1h2(xi, xj) pre nejaké hodnoty h1, h2 a nejaké premenné xi, xj . Uvažujme
ľubovoľné takéto obmedzenie a ukážeme si, že ak ho spĺňajú prvé tri ohodnotenia premenných, musí ho spĺňať
aj štvrté.

Pozrime sa na dvojice hodnôt (ai, aj), (bi, bj) a (ci, cj). Sú dve možnosti: buď sú niektoré dve dvojice rovnaké,
alebo sú všetky tri navzájom rôzne.

Ak sú niektoré dve rovnaké, bez ujmy na všeobecnosti nech (ai, aj) = (bi, bj). Potom zjavne platí aj (di, dj) =
(ai, aj) a teda je táto podmienka splnená aj pri ohodnotení d.

Ak sú všetky tri dvojice navzájom rôzne, tak vlastne vidíme práve raz každú dvojicu okrem tej jednej
zakázanej – teda okrem dvojice (h1, h2). Napríklad ak (h1, h2) = (1, 0), tak v ohodnoteniach a, b a c máme v
nejakom poradí dvojice (0, 0), (0, 1) a (1, 1). No a ľahko zistíme, že v takomto prípade je di = 1−h1 a dj = 1−h2,
a pre takúto dvojicu (di, dj) je naša podmienka opäť splnená.

Tým sme teda dokázali, že aj pri ohodnotení d sú všetky podmienky v našej sieti splnené. Toto je ale hľadaný
spor. Prečo? Lebo sa ľahko presvedčíme, že d1 = d2 = d3 = 0. A keďže obmedzenie OR3(0, 0, 0) nie je splnené,
nesmie ani naša sieť prijať vstup (0, 0, 0).
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