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RieSenia kategorie A

A-1-1 Medzery

Prvy pokus

Najprv si potrebujeme uvedomit, Ze jedind podstatna vec na vstupe su jednotlivé slova a ich podet. Riad-
kovanie moZeme ignorovat. Dokonca ak by sme rieSenie nemuseli vypisovaf, stacilo by si pamiitat len dizky
jednotlivych slov. Tu sa dostdvame k prvému problém. Pravdepodebne budeme niekde v rieSeni potrebovat
rychlo zistovat poéty pismen v i za sebou idicich slovach. Na to ndm poslizia prefixové sucéty. Vyrobime si
tabulku, ktora bude mat na i-tej pozicii pocet pismen v prvych i slovach (pre i od 0 po n, kde n je celkovy
pocet slov). Potom ak chceme zistif pocet pismen od i-teho do j-teho slova, tak sa len pozrieme na hodnotu
prefix([j]-prefix[i-1]. Toto vieme predratat v ¢ase O(n) s pamitou O(n), ¢o nadm rieSenie nemdze pokazit, nakolko
je to ¢as a pamit potrebnd na nacitanie vstupu.

Teraz sa poriadne pozrieme na limity. Vidime, ze 3 body vieme dostat aj za celkom pomalé rieSenie. Mozeme
teda skusit vymysliet brute-force. Napriklad vyskusat vSetky moZnosti na zlomy riadkov. Nakolko mame zaru-
cené, ze optimalne rieSenie mé najviac k = 5 riadkov a na vstupe je maximalne n = 50 slov, mohli by sme teda
stihnat vyskasat vSetky moznosti, medzi ktoré slovd ddme nové riadky (tie budd najviac 4). Tychto moznosti
je priblizne (449) = 211876. Kazdu ale musime eSte otestovat, ¢o ndm zaberie tak 50 operacii a v sticte (sicine)
dostaneme priblizne 10000000 operécii, ¢o sa este stale do Easového limitu zmesti. Casové zloZitost takéhoto
rieSenia je vo v8eobecnosti O(n (Z:i)) Pamitova dost zavisi od implementacie, obzvlast od toho, ako prezerame
vSetky moznosti. Bude to ale priblizne O(n).

Pazravé riesenie

Co tak tulohu riesit pazravo? Budeme postupne brat slova a kym sa zmestia do jedného riadku, tak ich tam
budeme davat. Cim plnsi riadok, tym mensia skaredost.

Takyto postup sice zvicsa vyrobi dobré rieSenie, nebude vSak nutne optimélne. Pre¢o to nezafunguje? Ak
by sme napriklad mali 31 slov dizky 1 a potom dve dlzky 29, tak sa stane nasledovna Sarapata. V prvom
riadku budeme mat 30 jednopismenovych slov a Skaredost tohoto riadku bude 0.034. V druhom budeme mat
jedno jednopismenové a jedno 29 pismenové. Tento mé skaredost 841. No a posledny mé 0. Ak by sme ale ¢o
i len jedno slovo z prvého riadku dali do druhého, tak v prvom méame Skaredost 0.32, a v druhom 364.5, ¢o je

dokopy ovela menej. Pazravy (greedy) pristup teda nefunguje. (Ale ked nevieme ni¢ lepsie, tak sa ho stale oplati
implementovat a zobraf zai sludné mnozstvo bodov. Obzvlast v kombindcii s hrubou silou pre malé vstupy.)

Hlbsie zamyslenie

Preco vlastne pazravé rieSenie nefungovalo? Preto, lebo sa ndm moze oplatif zobrat do riadku aj menej slov
ako sa tam préave zmesti. To, kolko presne, ale zévisi od toho, ako dobre vieme potom nasidzat zvysok.

Povedzme, Ze chceme nasddzat n slov. Mdme dve moznosti. Bud sa v8etky zmestia do jedného riadku (a
teda maju Skaredost 0), alebo nie. Prvy pripad je lahky — ni¢ lepsie ako daf ich do jedného riadku nevymyslime.
V tom druhom pripade sa musime rozhodnif: kolko slov ddme do prvého riadku a kolko vysiddzame potom (do
ostatnych niekolkych riadkov)?

Ak by sme ale toto mali poratané pre mensie n-kd, tak poratat to pre to nase aktuédlne n je lahké. Staci
prejst vSetky moznosti m od 1 po n slov na prvom riadku, pozriet sa, ¢i je tento riadok validny (m4 apsorii dve
slova a zmesti sa do 60 znakov), poratat jeho Skaredost, pozrief sa do tabulky, na ak najmensie Skaredost sa
dé vysadzat zvysnych n —m slov a vybrat to najlepsie m-ko. Musime si len dat pozor, aby sme skaredost ratali
rozumne a teda pomocou prefixovych (respektive sufixovych) stun. Na zaver uz len podla zapamiitanych tdajov
spitne zostrojime jedno optiméalne riesenie.

Formalne si toto rieSenie mozeme sformulovat nasledovne: Slova na vstupe si oéislujeme od 1 po n. Nech s;
je najmensia moznd Skaredost, ktorta vieme dosiahnut, ked méame slova s ¢islami ¢ az n vysadzat do lubovolného
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poctu celych riadkov. Budeme postupne pocitat hodnoty s, az s; (¢o je hladané celkova optimalna cena). Pre
kazd z tychto hodnot sme si odvodili nasledovny vztah:

s;i= min (Skaredost riadku obsahujiceho slova i az i +m — 1) + 8;4m
1<m<n—i+1

(pricom skaredost povaZzujeme za nekoneént, ak sa dotyéné slova do riadku nezmestia).

Toto riesenie ma ¢asovi zlozitost O(n?), lebo pre kazdy pocet slov O(n) sa potrebuje pozriet na vsetky
moznosti toho, kolko slov je v prvom riadku O(n). Nakolko si len pamétame tabulku s vysledkami pre jednotlivé
n-ka, tak pamétova zlozitost bude O(n).

Posledné zlepsenie

Kolko slov je ale vobec rozmné sktsat dat do jedného riadku? No tolko, kolko sa tam zmesti. Nakolko m4
ale kazdé slovo dlzku aspoii 1, tak viac ako 30 slov do riadku nikdy nezmestime. To znamené, ze pre kazdé n sa
nam staci pozriet len na 30 (konstantne vela) moznosti pre pocet slov v prvom riadku. Tak sa rdzom dostdvame
na ¢asovu zlozitost O(n) a so spravne napisanym kédom aj na plny bodovy zisk.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<algorithm>
#include<vector>
using namespace std;

#define For (Q,W) for (int Q=0; Q<W; Q++)

int main () {
vector<string> text;
string slovo;
while( cin>>slovo) text.push_back(slovo); //nacitame text
int pocetslov = text.size();
reverse (text.begin(),text.end()); //prevratime poradie slov, lebo ideme ratat od konca

vector<int> prefixsum(1l,0);
For (i,pocetslov) {
prefixsum.push_back (prefixsum[i]+text[i].size()); // vyratame si prefixove sumy dlzky slov

}

vector<int> vriadku (pocetslov);
vector<double> skaredost (pocetslov+1l,99999999); // na zaciatku mame velmi velku skaredost
For (i,pocetslov) {

// chceme vysadzat i+1 slov

if (i-l+prefixsum[i+1]<=60) { // ak sa vsetky zmestia do riadku (je to posledny riadok)
skaredost [1+1]=0.0; // skaredost je 0, lebo je to posledny riadok
vriadkul[i]=1i+1; // v ktorom je i+l slov

}

else(

// rozhodneme sa, kolko slov dame do tohoto riadku, pricom su to aspon dva, ale maximalne 30
// maximalne 30 je ich preto, lebo kedze kazde slovo ma aspon jedno pismeno, tak viac ako 30
// slov ma viac ako 30 pismen + 29 medzier co je aspon 61
for (int j=2; j<=30 && i-3>=0; Jj++){
// ak sa to nezmesti do jedneho riadku, tak nema cenu skusat viac slov
if (prefixsum[i+l]-prefixsum[i-j+1]+j-1 >60) break;
// skaredost toho, co nedame do prveho riadku
double nova = skaredost[i-j+1];
// zratame skaredost pre j slov v tomto riadku
double medzera = (60.0-prefixsum[i+1l]+prefixsum[i-j+1])/(j-1.0);
nova+= (medzera-1)* (medzera-1)x*(j-1);
if (skaredost [i+1]> nova) { // ak sme si pomohli
skaredost [i+1]=nova; // tak updatneme skaredost
vriadkulil=3; // a zapamatame si pocet slov na riadku

}
}
//uz len spravne vypiseme text zo vstupu
for (int i=pocetslov-1; i>=0; i--){
cout<< text[i];
int vypis= vriadkul[i]-1; //jedno sme uz vypisali
For (j,vypis) {
i-—;
cout<<”_"<<text [i];
}

cout<<endl;
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A-1-2 Gastanové zvieratko

Najprv si ukazeme ideu drevorubacského rieSenia, ktoré je navyse pomalé.

Dé sa ukazat, ze ak je zvieratko suvislé, tak vzdy z neho vieme odobraf gastan. Napriklad indukciou od po¢tu
gastanov dokazeme, Ze v kazdom zvieratku, ktoré méa aspon dva gastany, existuji aspon dva rdzne gastany, z
ktorych kazdy mozeme odobrat bez porusenia stvislosti.

Pre zvieratko s 2 gastanmi je to zrejmé. Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky zvieratka, ¢o
maji maximéalne k gastanov, a dokdzeme, Ze potom plati aj pre zvieratkd z k 4+ 1 gastanov. Ak z doty¢ného
zvieratka mozeme odobrat Tubovolny gastan, vyhrali sme. A ¢o ak nie? Nech g je gastan, ktorého odobranim sa
nase zvieratko rozpadne na aspon dve Casti. Zoberme si dve tieto ¢asti. Pre kazda z nich uvazujme nasledovne:
Keby som mal len tito ¢ast a gastan g, tak mém zvieratko tvorené maximalne k gastanmi. Viem teda, Ze v fiom
existuju aspon dva gastany, ktoré mozem odobrat bez toho aby sa rozpadlo. Aspoii jeden z tychto gastanov nie
je g. A tento gastan sme zjavne mohli odobrat aj z povodného, (k + 1)-gastanového zvieratka bez toho aby sa
rozpadlo. A kedZe mame aspoii dve ¢asti a v kazdej takjto gastan, mame aspornl dva odoberatelné gastany, ¢o
sme chceli dok4zaf.

Z prave dokézaného tvrdenia vyplyva dolezité pozorovanie: ked ndjdeme gastan, ktory sa d4 odobrat, vzdy
ho naozaj odobrat mozeme — kedze kazdé zvieratko mé odoberatelny gastan, na poradi odoberania nezélezi,
neméme ako ¢o pokazit.

Na tom moZeme teraz postavit rieSenie hrubou silou: Kym mé zvieratko eSte nejaké gaStany, tak si naj-
deme gastan, ktory mozeme odobrat, a odoberieme ho. A ako najst vhodny gastan? Predsa opif hrubou silou.
Postupne skiiSame vSetky, kym nenéjdeme vhodny. Vhodnost overime otestovanim, ¢ zvySok zvieratka drzi
pokope.

Zvieratko drzi celé pokope, ked medzi kazdymi dvoma gaStanmi existuje postupnost pali¢iek, ktord ich
spéja. (Odborne, ked vSetky gaStany lezia v tom istom komponente stvislosti.) Rozmyslite si ale, Ze toto
netreba testovat zv1ast pre kazdé dva gastany. Staci si zvolit jeden gastan a otestovat, ¢i sa z neho po palickach
dostaneme na vSetky ostatné.

Toto overenie sa da urobit pomocou prehladavania do hibky, ktoré mé nasledovny pseudokéd:

def hladaj(x):
boli_sme[x] = True
for sused in susedial[x]:
if boli_sme[sused] == False:
hladaj(sused)

hladaj(0)

Ak je boli_sme pre vSetky gaStany True, potom zvieratko drzi pokope. V tomto kéde sa v podstate z
kazdého gastanu pozrieme do vsetkych jeho susedov a overenie rekurzivne pustime zo susedov, kde sme eSte
neboli. Kedze kazdy gastan spracujeme len raz, celkova zlozitost je O(n + m).

Celkové zlozitost tohoto riesenia je potom O(n?(n + m)), ¢o je dost pomalé.

Lepsie rieSenie

Idea lepsieho rieSenia vyzerd nasledovne. Zoberieme pdvodné zvieratko a z Iubovolného vrcholu spustime
prehladavanie do hibky. Uréite existuje gastan, z ktorého sa uz rekurizvne nezavolame dalej. (Napriklad ma tito
vlastnost gastan, ktory spracujeme ako Uplne posledny — ale méze takych byt aj viac.) Lubovolny takyto gastan
mozeme urcite odstranit, lebo neodpadne ziadna cast zvieratka. D4 sa to predstavit aj tak, Ze prehladévanie
do hibky nam na zvieratku nakresli strom a my odstranime list stromu a to nevadi, lebo ostatné gastany su
spojené zvyskom stromu.

Toto déva navod na trochu rychlejsie riesenie: Pustime prehladavanie do hibky a odstranime gastan z ktorého
sa nepohneme dalej. Toto opakujeme, kym mame gastany. Celkové Casové zlozitost by bola O(n(n + m)).
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Vzorové rieSenie

Toto riesenie sa d4 este zlepsif. Idea je nasledovna: Bude nam stacit len jedno jediné prehlad4vanie do hibky.
Podas neho postupne odstranime vsetky gastany. Gastan odstranime v momente, ked ukonéujeme funkciu hladaj.
Toto sposobi nasledovné: Ak sa nevoldme nikde dalej, tak mame pripad opisany vyssie. Ak sa volame dalej, tak
uz vsetky gastany odtial boli odstranené a mame akokeby situdciu, ked sme sa nemali kam dalej zavolaf.

Toto celé nas stoji jedno prehladanie do hibky sa ¢asova zlozitost je O(n + m). Rovnaka je aj pamifova
zlozitost.

EsSte jednoduchsie vzorové riesenie

Nepotrebujeme vlastne pouzit prehladévanie do hibky, zafungovalo by aj prehladavanie do sirky alebo Iubo-
volné iné. Pocas prehladdvania ni¢ nerobime, len si zapisujeme poradie, v ktorom gaStany prvykrat navstivime.
(Vsimnite si, Ze do kazdého gastanu okrem prvého sme prisli z nejakého, ktory je zapisany skor.) No a teraz ako
odpoved jednoducho odzadu vypiseme poradie, ktoré sme prave dostali.

Preco to funguje? Ked odstranime poslednych k gastanov v tomto poradi, bude prehladdvanie zvysku zvie-
ratka prebiehat presne rovnako, a teda vSetkych zvysnych n — k gastanov zjavne drzi pokope.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>

using namespace std;
vector<vector<int>> g;
vector<bool> visited;

void dfs (int x) {

visited[x] = true;
for (int 1 = 0; i < g[x].size(); i++) {
if (visited[g[x][i]]) continue;
dfs(glx][11);
}
printf (”%d.”, x+1);
}
int main() {

int n, m; scanf (”%d-%d”, &n, &m);
g.resize(n);
visited.resize (n);
for (int i = 0; 1 < m; i++) {
int a, b; scanf (”%d.%d”, &a, &b); a-—; b——;
gla] .push_back (b) ;
g[b] .push_back(a);
}
dfs (0) ;

printf (”\n”);

A-1-3  Stratil sa paket

Poduloha A

Priamociare rieSenie, ktoré ¢loveku pravdepodobne napadne ako prvé, by si v poli premennych typu boolean
pamiitalo, ktoré pakety sme nasli v siibore. Toto riesenie je celkom pekné a rychle, s ¢asovou zlozitostou O(n),
ale vyzaduje az O(n) pamite, ¢o sa ndm velmi nepozdéva.

Druhé, pomerne jednoduché, riesenie by to naopak potiahlo do opa¢ného extrému. Postupne by pre kazdé
¢islo od 1 po n preslo cely stibor a pozrelo sa, ¢i sa v iom dané ¢islo nachadza. Takéto riesenie by sice spotrebovalo
iba konstatné mnozstvo paméte, bolo by vSak pomalé, pretoze by muselo prejst siitborom n krét a celkova ¢asova
zlozitost by bola O(n?).

Dalej by sme mohli réznymi spésobmi vyvazovat ¢asové a pamiitové naroky, napriklad s pouzitim binarneho
vyhladdvania. (,Méame vSetky ¢isla z prvej polovice?*) D4 sa to v8ak spravit jednoduchsie a dokonca s lepsou
zlozitostou. Sta¢i ndm jedno jednoduché pozorovanie.
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Je jednoduché si spocitat, aky sucet ¢isel by mali pakety, keby tam boli vSetky: je to jednoducho sucet
v8etkych éisel od 1 po n, teda n(n + 1)/2. A ked ndm chyba len jeden paket, vieme jeho ¢islo zistit odéitanim
ocCakavaného suctu cisel paketov od realneho suctu cisel paketov. Dostaneme tak riesenie, ktorému staci raz
precitat stubor a pritom s¢itat vSetky ¢isla, na ktoré narazime. Na to ndm staci konstantne velkd pamét a jeden
prechod stboru, takze dostaneme ¢asovi zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
using namespace std;

int main () {

FILE x fp = fopen ("pakety.txt”, "r”);

long long sucet = 0, kolke_cislo = 1, cislo;

while (fscanf (fp, ”%11d”, &cislo) > 0) {
sucet += kolke_cislo - cislo;
kolke_cislo ++;

}

printf(”%11d\n”, sucet);

Poduloha B

Vyzbrojeni znalostou z podiillohy A sa modZeme pustit do rieSenia podulohy B. Postupovat tiplne rovnakym
sposobom vsak v tomto pripade nemézeme, lebo by sme zistili iba sticet dvoch chybajucich ¢isel. Problémom ale
je, ze k vicsine takychto suctov existuje mnoho réznych dvojic ¢isel, ktoré davaju takyto sicet a my si nevieme
vybrat ti spravnu. Preto na to musime ist SsikovnejSie a ponikaji sa ndm dokonca dva rdzne pristupy.

Prvym moznym rieSenim je pozorovanie, ze v kazdom sucte dvoch roznych ¢isel bude jedno z tychto cisel
mensie ako polovica suctu a druhé vicsie ako polovica suctu. Preto ak ndjdeme stucet chybajucich ¢isel s, jedno
z chybajicich ¢isel bude mensie ako 5. Nésledne nam staci znova aplikovaf riesenie predoslej podilohy s tym, ze
budeme ignorovat akékolvek cisla vicsie ako 5. Toto rieSenie pouzije dve ¢itania suboru, lebo zo znalosti sti¢tu
chybajucich ¢isel a mensieho z tychto ¢isel Tahko doratame aj druhé chybajice éislo.

Druhym moznym rieSenim je pocitat si nielen stucet éisel, ale aj sucet Stvorcov ¢isel (ktorému vieme tieZ
Tahko zistif, ak(i hodnotu by mal, keby Ziadne ¢islo nechybalo)!. Ked pozname pre dve é&isla ich stcet aj stdet
ich §tvorcov, vieme vzdy dané dve ¢isla jednoznaéne dopodcitat.?

KedZe v naSom pripade vieme, Ze hladané x a y existuju a st z rozsahu od 1 po n, nemusime robif vypocty
popisané v poznamke pod ¢iarou. Namiesto toho jednoducho v cykle vyskusame vsetky mozné z, ku kazdej zo
suctu dopocitame y a overime, ¢i sedi aj sucet druhych mocnin.

Obe tieto rieSenia spravia jedno alebo dve ¢itania stiboru, pracuji v ¢ase O(n) a pamiti O(1).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
using namespace std;

int main () {
FILE * fp = fopen ("pakety.txt”, "r”);
// ocakavame aspon paket 0 a 1, za kazde dalsie precitane cislo ocakavame o 1 viac paketov
long long sucet = 1, kolke_cislo = 2, cislo, sucet_stvorcov = 1;
while (fscanf (fp, ”%11d”, &cislo) > 0) {
sucet += kolke_cislo - cislo;
sucet_stvorcov += kolke_cislo * kolke_cislo - cislo * cislo;
kolke_cislo ++;

for (long long i = 0; i <= sucet / 2; i++) {
if (i * i + (sucet - 1) * (sucet - i) == sucet_stvorcov) {
printf(”%$11d.%11d\n”, i, sucet - i); // riesenie existuje len jedno

}

1Na internete viete opit najst exaktny vzorec, do ktorého stadi dosadif n. Lenivejsie rieSenie spoéita tento stcet v linedrnom
¢ase pomocou cyklu — to ndm nastastie neovplyvni vyslednu zlozitost.

2Prec¢o? Sustava rovnic z +y = a a 2 +y? = b m4 pre kladné a, b najviac jedno riesenie. Totiz vieme vypoéitat ze (z+y)? = a?,
a teda zy = (a® — b)/2. No a ked pozndme = +y = a aj zy = c, tak = a y st nutne korefimi kvadratickej rovnice t?> — at + ¢ = 0.
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A-1-4 Magické siete

Postupne si vyriesime vsetky podilohy. Riesenia jednotlivych podiloh na seba nenadvizuju, daja sa ¢itat v
Iubovolnom poradi.

Poduloha A

ORgz(z,y) plati ak asporti jedno z x a y nie je 0. Ekvivalentnd podmienka by bola NAE(z,y,0), keby sme
mali nulu. My sice nulu nemame, ale vieme si vyrobit pomocnti premenni, ktorej hodnota bude musiet byt 0.
Stac¢i zobrat tri nové premenné a, b, ¢ a pridat obmedzenia ONE(a), ONE(b) a NAE(a, b, ¢). Potom zjavne ¢
musi byt nula.

RieSenim je teda sief obsahujtica vstupné premenné z, y, pomocné premenné a, b, ¢, a obmedzenia NAE(z, y, ¢),
ONE(a), ONE(b), NAE(a, b, c).

Za domacu tlohu si rozmyslite, ako by sa pomocou obmedzeni typu NAE a typu ONE simulovalo obmedzenie
ORs. (Uvedomte si tiez, Ze podiloha C ukazuje, Ze budete musiet pouzit aspoil jedno ONE.)

Poduloha B

V duchu hesla ,nepriatel mojho nepriatela je mojim priatelom“: EQ(z,y) plati (teda premenné z a y sa
rovnaju) prave vtedy, ak sa obe liSia od tej istej pomocnej premennej a. No a to vieme lahko zapisat pomocou
obmedzeni typu NAE.

RieSenim je teda siet obsahujiica vstupné premenné z a y, pomocnii premennt ¢ a obmedzenia NAE(z, a, a)
a NAE(y, a,a).

Pre zaujimavost uvddzame, ze tloha m4 aj rieSenie, pri ktorom v kazdom obmedzeni pouzijeme tri rozne
premenné. VSimnime si obmedzenia NAE(z, a,b), NAE(z, a,c) a NAE(z, b, ¢). Tieto ndm hovoria, ze v kazdej z
dvojic (a,b), (a,c) a (b,c) musi aspoii jedna premennd mat hodnotu opaéntt od z. Inymi slovami, spomedzi a,
b a ¢ ma najviac jedno tu istt hodnotu ako x, a aspon dve maji hodnotu opacnii.

Ked teraz priddme rovnaké tri obmedzenia ale s premennou y namiesto x, dostaneme magicki siet, ktord
zjavne mé platné ohodnotenie premennych vtedy a len vtedy ked = = v.

Podiloha C

Treba si véimnuat, ze NAE(z, y, ) je splnené préve vtedy, ked je splnené NAE(1 — 2,1 —y,1—z). Ak by teda
siet zo samych NAE prijala vstup (1,1, 1), tak moZeme tplne vSetky premenné (vstupné aj pomocné) znegovat
a vidime, Ze t4 ist4 sief musi prijat aj vstup (0,0, 0). To je ale zle, pretoze OR3 pre ohodnotenie (1,1, 1) splnené
je, ale pre ohodnotenie (0,0, 0) nie.
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