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A-I1lI-1 Bizdnia rezervacia

Na vstupe mame n priamok. Tie maja dokopy n(n — 1)/2 priese¢nikov. Hladané ohrada je zjavne konvexnym
obalom tychto n bodov. Stadi teda vSetkjch ©(n?) bodov zostrojit a nésledne v ¢ase ©(n?logn) najst ich
konvexny obal.

Existuje vSak aj efektivnejsSie rieSenie:

e Zalneme tym, Ze si vSetky priamky usporiadame podla uhlu, ktory zvieraju s osou x. (Pri implementdcii
toto vieme spravit aj v celych ¢islach pomocou vektorového stéinu. Ekvivalentne sa na to moézeme divat
tak, Ze priamky usporadiivame podla ich smernice — pri tom by ale bolo treba Specidlne oSetrit zvislu
priamku, ak taktl méme.)

e Nasledne spocitame priesecniky, ale len pre dvojice priamok, ktoré v usporiadanom poradi spolu susedia,
a to vratane priesecniku prvej a poslednej priamky.

e Na zaver uz len ndjdeme konvexny obal pre n priesecnikov, ktoré sme zostrojili v predchadzajicom kroku.

Vyssie popisané rieSenie ma casovu zlozitost ©(nlogn). Potrebujeme vSak dokézat, Ze naozaj funguje — teda Ze
naozaj vzdy vSetky vrcholy hladaného konvexného obalu s prieseénikmi susednych priamok v naSom usporia-
danom poradi.

Jeden jednoduchy argument vyzera nasledovne:

Na tvod si dokdzeme, Ze najpravejsi spomedzi vSetkych priesec¢nikov je prieseénikom dvoch priamok, ktoré
susedia v naSom usporiadanom poradi. Predstavme si zvisli priamku p napravo od posledného priesecnika.
Priese¢niky nasich priamok s priamkou p zodpovedaji ndsSmu usporiadanému poradiu — ¢im mé priamka vicsiu
smernicu, tym vyssie priamku p pretne. No a ked teraz budeme postuvat priamku p dolava, poradie, v ktorom
ju naSe priamky pretinaji, sa nebude menit, az kym neprideme k prvému (teda najpravejsiemu) priese¢niku. A
v nom sa teda musia stretnif niektoré dve priamky, ktoré v nasom usporiadanom poradi susedili.

Prave sme si dokézali, Ze najpravejsi spomedzi vSetkych priesec¢nikov je priese¢nikom dvoch priamok, ktoré
susedia v nasom usporiadanom poradi. LenZe smer ,doprava“ nie je ni¢im Specidlny. Tento isty vysledok plati v
tplne kazdom smere. Nech si vyberieme akykolvek smer, posledny prieseénik v tom smere musi byt prieseénikom
niektorych dvoch priamiek, ktoré v nasom usporiadanom poradi susedia. (Dokaz: Oto¢ime rovinu tak, aby nami
zvoleny smer padol na os x. Nésledne zopakujeme predchadzajtci argument.)

No a teraz cely dokaz uzavrieme. Na to si uz staci len uvedomit, Ze kazdy vrchol hladaného konvexného obalu
je nutne najvzdialenejsim priese¢nikom v nejakom smere.

Toto vyplyva z toho, Ze v kazdom vrchole mé konvexny obal vnitorny uhol ostro mensi ako 180°. Doty¢nym
vrcholom teda vieme prelozit priamku ¢ tak, aby cely konvexny obal lezal na jednej strane priamky g. Potom
ale je nas vrchol zjavne najvzdialenejsim prieseénikom v smere kolmom na priamku q.

Vsetky vrcholy hladaného konvexného obalu teda naozaj lezia medzi prieseénikmi priamok, ktoré susedia v
poradi usporiadanom podla uhlu.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <cassert>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

const double EPSILON = le-7;

struct line { double a, b, c; };
struct point { double x, y; };

// operdtor < na usporiadanie priamiek podla smeru
bool operator< (const line &A, const line &B) {
double ux = -A.b, uy = A.a, vx = -B.b, vy = B.a;
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if (uy < -EPSILON || (uy < EPSILON && ux < —EPSILON)) { ux = -ux; uy = -uy; }
if (vy < -EPSILON |\ (vy < EPSILON && vx < —-EPSILON)) { vx = -vx; vy = -Vvy; }
return (uxxvy - vx*uy) > EPSILON;

Vi

// operdtor < na usporiadanie bodov zlava doprava
bool operator< (const point &A, const point &B) {

return A.x + EPSILON < B.x || ( abs(A.x-B.x) < EPSILON && A.y + EPSILON < B.y );
}

// vektorovy suclin: vrdti >0 / 0 / <0 podla toho, &i OAB zatdla proti smeru ruciciek / ide rovno / zatdcla v smere
long long cross (const point &0, const point &A, const point &B) { return (A.x-0.x)*(B.y-0.y)-(A.y-0.y)*(B.x-0.x); }

// konvexny obal pomocou Grahamovho algoritmu
vector<point> convex_hull (vector<point> P) {

int n = P.size(), k = 0;

vector<point> H(2x*n);

for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
while (k >= 2 && cross (H[k-2], H[k-1], P[i]) < EPSILON) k--;
Hlk++] = P[1i];

}

for (int i = n-2, t = k+1; i >= 0; i--) {
while (k >= t && cross(H[k-2], H[k-1], P[i]) < EPSILON) k--;
H[k++] = P[1i];

}
H.resize (k-1);
return H;

}

// priesecnik priamiek

point intersection(const line &A, const line &B) {
point answer;
answer.x = (A.b * B.c - B.b * A.c) / (B.b
answer.y = (A.a * B.c - B.a % A.c) / (A.b
return answer;

int main() {
int N;
cin >> N;
vector<line> L(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> L[n].a >> L[n].b >> L[n].c;
sort (L.begin(), L.end());

vector<point> P;
for (int n=0; n<N; ++n) P.push_back( intersection( L[n], L[(n+1)%N] ) );
sort (P.begin(), P.end());

vector<point> H = convex_hull (P);
for (const auto &pt : H) cout << pt.x << ”_.” << pt.y << endl;

A-111-2  Kvietky

Za¢nime tym, Ze si vyriesime lahsiu verziu stfaznej tlohy. Co by sa stalo, keby Ziaden kvet nekvitol cez polnoc?
Vsimnime si rastlinu, ktord ako prva zatvori svoje kvety (teda mé najmensie b;). Tento kvet musime niekedy
odfotit. No a kedy to spravit? Zjavne najlep$im momentom na jeho odfotenie je prave cas b;, kedy rastlina
zatvara kvety — totiz keby sme fotili skor, neodfotime Ziadne iné kvety ako v Case b;, jedine sa ndm moze stat,
ze niektoré z tych kvetov, ktoré st v Case b; otvorené, v skorSom case este otvorené neboli.

Vieme teda, kedy spravit prvi fotografiu. Co teraz dalej? Zistime si, ktoré rastliny sme uz odfotili, a tie uz
nebudeme brat do Givahy. Zostala ndm teda nejakd novd, mensia mnozina eSte neodfotenych rastlin. No a teraz
je to uz lahké: jednoducho pre ne zopakujeme predchadzajicu tivahu. Opét teda nidjdeme medzi neodfotenymi
rastlinami t, ktord najskor zatvori kvety, a v ¢ase, kedy sa tak stane, vSetky rastliny odfotime.

Priamociara implementécia tohto postupu by mala ¢asovi zlozitost ©(n?), kedze sa moze staf, Ze budeme
postupne robit ©(n) fotografii a kvoli kazdej potrebujeme prejst a spracovat vSetky este neodfotené rastliny.

Existuje aj Sikovnejsia implementécia. VSetky okamihy, kedy nejaka rastlina otvara alebo zatvara kvety, nazveme
udalosti. Vsetky udalosti si usporiadame podla ¢asu kedy nastand (s tym, Ze ak sa viacero udeje v tom istom
Case, tak budeme kvety najskor otvarat a az potom iné zatvarat). Toto ndm nésledne umozni prechadzat cez
udalosti zlava doprava a udrziavat si mnozinu kvitnicich ale eSte neodfotenych kvetov. Vzdy, ked sa v nejakom
Case zatvori este neodfoteny kvet, zvicsime pocet fotiek a oznacime vSetky prave otvorené kvety ako odfotené.
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Takéto rieSenie mé kvoli triedeniu ¢asovi zlozitost O(nlogn). Samotny prechod udalostami a ich spracovanie
vieme implementovat aj v linedrnom dase.

Vyssie sme si vyrie§ili ilohu, kde sa na kazdy kvet mozeme divat ako na interval na ¢iselnej osi. Vratme sa
teraz k povodnej tilohe. Na t1 sa mozeme divat podobne, ale tentokrat intervaly, podas ktorjych maja jednotlivé
rastliny otvorené kvety, lezia akoby na kruhu.

Ukazeme si najskor rieSenie s ¢asovou zlozitostou ©(n?). Zaéneme tym, Ze si rovnako ako v predchadzajiicom
rieSeni usporiadame vsetky udalosti. (Toto staci spravit raz na zaéiatku, ich poradie sa nijak menif nebude.)
Predstavme si teraz, Ze Sandyna prisla a v nejakom ¢ase to spravila fotografiu. Co sa teraz stane? Ked prestaneme
brat do Gvahy rastliny, ktor§ch kvety prave odfotila, dostaneme vlastne tilohu ,na priamke“. Cas ¢y hra pre
zostavajuce rastliny tlohu polnoci: Ziadna z nich v tomto ¢ase nem4 otvorené kvety. Ak by sme teda poznali
Cas tg, vieme najst optimélne ostatné Casy fotenia v linedrnom ¢ase. (VySSie popisanym algoritmom postupne
prejdeme vSetky udalosti tykajice sa eSte neodfotenych kvetov, zacneme ale v ¢ase ¢, nie v ¢ase 0.)

My sice ¢as ty nepozndme, ni¢ nam ale nebréni vyskusat ,,vSetky* moznosti. Dahko nahliadneme, Ze ako ty mé
zmysel skusat len ¢asy b; v ktorych niektora rastlina zatvara kvety. (Hocijaky iny ¢as fotenia vieme posunif na
neskor bez toho aby ndm zo zaberu ubudol nejaky kvet.)

Dokopy teda mame n moznosti pre ¢as ty a kazd vieme spracovat v linedrnom c¢ase. Spomedzi takto zostrojenych
rieSeni uz len vyberieme najlepSie a sme hotovi.

Ako vyssie popisané rieSenie vylepsit?

Zavedme znacenie f(t) nasledovne: ak sme prvi fotku spravili v ¢ase ¢, kedy je optimélne spravit druha? (Ak je
viac moznosti, tak berieme t najneskorsiu z nich, podobne ako vo vSetkych doteraz popisanych rieseniach. Plati
teda, ze f(t) je Cas, kedy prvykréit prestane mat otvorené kvety niektora z rastlin, ktoré svoje kvety otvorili az
po fotografii v Gase t.)

Ak by sme poznali hodnoty f(t), vedeli by sme lahko implementovat vyssie popisané rieSenie: postupne pre kazdé
to by sme postupne robili fotky v ¢asoch tg, f(to), f(f(t0)), - ., az kym by sme ,neobisli dokola cely kruh“, teda
kym by nenastala situicia, Ze pri prechode z nejakého ¢asu x na nasledujici ¢as f(x) prideme naspit na ¢,
pripadne dokonca prejdeme cez tg. V takomto pripade uz v ¢ase f(x) fotif netreba, uz mame uréite odfotené
vsetko.

Do tiplného rieSenia ndm ostévaju este dva kroky. V prvom rade potrebujeme ukézat, ako hodnoty f(t) efektivne
vypocitat. No a v druhom rade potrebujeme ukazat, ako pomocou nich efektivnejsie vyriesit nasu tlohu — vyssie
popisané rieSenie je totiz v najhorsom pripade stale eSte kvadratické od poctu rastlin.

Predpocitanie hodnot f(¢) bude velmi podobné dplne prvému algoritmu. Presnejsie, namiesto hodnét f(t) v
podobe, v akej sme si ich definovali vysSie, si pre kazdu rastlinu ¢ predpocitame ¢islo rastliny g(i) takej, Ze
f(bi) = by(). Inymi slovami, ak sme rastliny odfotili v case, kedy rastlina i zatvarala kvety, najblizsie ich
budeme fotit v ¢ase, kedy kvety zatvéra rastlina g(i).

Ako na to? Pouzijeme dva prsty. Lavy prst zacne na najmensom zo vSetkych b;. Pravy prst tiez. Nésledne
budeme pravy prst postvat doprava po udalostiach (t.j. dopredu v ¢ase), az kym nendjdeme prvi rastlinu,
ktora po case b; otvorila aj zavrela kvety. V tejto chvili sme nasli hodnotu g(i) a mame (podobne ako v tiplne
prvom algoritme) zapamétani mnozinu vSetkych kvetov, ktoré sa otvorili od ¢asu b;.

Nasledne budeme dokola opakovaf nasledovné: najskoér postvame lavy prst doprava po udalostiach, az kym
neprideme na dalSie zavretie kvetu. Ak sme medzi tym stretli nejaké otvorenia kvetov, tieto rastliny vyhodime z
aktudlne pamitanej mnoZiny. No a ked uZ lavy prst ukazuje na nejaky ¢as zatvorenia kvetu, postivame doprava
zase pravy prst, a to dovtedy, kym zase nenajdeme najblizsi nepokryty koniec kvitnutia.

Pocas tohto algoritmu Tavy prst postupne raz prejde po vSetkych udalostiach a pravy prst prejde po kazdej
udalosti nanajvys dvakrat (raz na zaciatku a raz pocas prechddzania dokola). Dokopy mé teda toto predpocitanie
lineadrnu ¢asovi zlozitost.

Teraz uZ teda pre kazdy Cas fotenia pozndme optimélny nasledujtci ¢as fotenia. Ako pomocou nich Sikovne
najst optimélne rieSenie, teda minimélny podet foteni?
Prechod na optimélnu nasledujicu fotku nazvime krok. Pre kazdy mozny zaciatok sme si predpocitali, kam sa
dostaneme na jeden krok a kolko ¢asu tym preskocime.
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Z tychto udajov teraz vieme pre kazdy zaciatok spodéitat, kam sa dostaneme na dva kroky.

Ked budeme mat spoditané to, budeme vediet pre kazdy zaciatok spocitat, kam sa dostaneme na Styri kroky.
Staci sa vzdy dvakrat pozriet do predchadzajtcej tabulky. Ked napr. chceme zistif, kam sa dostaneme z i na 4
kroky, zistime si, kam sa dostaneme na 2, a nésledne sa pozrieme, kam sa odtial dostaneme na dalsie 2.
Rovnako si spoéitame tato informéciu pre 8, 16, 32, ... krokov. Prestat mozeme pri n, kedze viac ako n krokov
urdite nespravime. Takto si teda predpocitame ©(nlogn) pomocnych udajov, a to v ¢ase O(nlogn).

No a pomocou takto predpoc¢itanych hodnét vieme teraz pre Iubovolny zaciatok v ¢ase O(log n) zistif minimalny
pocet krokov potrebny na to, aby sme pokryli vSetky rastliny. To spravime tak, ze postupne sktiSame pridat
..., 32,16, 8, 4, 2 a 1 krokov, ale spravime to vzdy len vtedy, ak celkovy ¢as neprekroci jeden cely den.

Takto teda dostavame rieSenie s ¢asovou aj pamitovou zloZitostou ©(nlogn).

Na zéver eSte pre zaujimavost podotkneme, Ze jedingym skuto¢ne tzkym hrdlom je triedenie. Ak by sme mali
vstup, pre ktory vieme udalosti usporiadat v linedrnom ¢ase, vedeli by sme nésledne v linedrnom ¢ase predpocitat
hodnoty f(i) a nasledne existuje iny spdsob, ako z tychto hodnét zistit optimélnu odpoved v linedrnom case.
Takto by sme teda dostali rieSenie beziace v ¢ase ©(n). Detaily tohto rieSenia uz nebudeme uvadzat.

Z priestorovych dovodov bude program zverejneny az v elektronickej verzii tychto rieseni.

A-111-3 Stromochod

Postupne si ukdzeme rieSenia vSetkych troch sutaznych dloh.

Siatazna uloha, podiloha A (1 bod)

Na to, aby sme overili, ¢ je dany strom cesta dolava, sta¢i ho raz cely prejst (napriklad postupom uvedenym v
Studijnom texte) a priamo v pamiti stromochodu si pamitat v pomocnej boolovskej premennej, ¢i sme niekedy
navstivili vrchol, ktory by mal pravého syna. Program moZeme (ale nemusime) vylepsit tym, Ze aj ak nejaky
vrchol mé pravého syna, nep6jdeme don.

Listing programu (Pascal)

var videl_praveho : boolean;

type vrchol = record
ok : boolean;
stav : 0..3;

end;

begin
videl _praveho := false;
while true do begin
V.stav := V.stav + 1;
case V.stav of
1: if ex_1 then krok_1;
2: if ex_p then videl_praveho := true;
3: if not ex_o then begin
V.ok := not videl_praveho;
halt;
end else krok_o;
end;
end;
end.

Sdatazna aloha, poddloha B (2 bod)

Stred cesty dolava vieme néjst napriklad nasledovne: Budeme dokola prechadzat cely strom. (Opdf moZzeme
pouzit postup zo Studijného textu, pripadne ho moézeme zjednodusit, kedZe vieme, Ze Ziaden vrchol nemé pravého
syna.) Pri kazdom prechode stromom ofarbime dva vrcholy: najvyssi, ktory nie je ¢erveny, ofarbime na éerveno,
a najnizsi, ktory nie je modry, ofarbime na modro. Celé to skonéi tym, ze v niektorej iteracii ofarbime ten isty
vrchol na ¢erveno aj na modro. Tento vrchol je potom zjavne stredom cesty, oznac¢ime ho teda a skonc¢ime.
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Listing programu (Pascal)

var dal_cervenu, dal_modru, idem_dodola : boolean;

type vrchol = record
cerveny, modry, stred : boolean; { na zaciatku je vsade false }
stav : 0..3;

end;

begin
while true do begin
{ zaciname novu iterdciu, inicializujeme si nasSe lokdlne premenné }

dal_cervenu := false;
dal_modru := false;
idem_dodola := true;

{ prechddzame stromom }
while true do begin
{ ofarbime aktudlny vrchol, ak treba }
if idem_dodola then begin
if (not dal_cervenu) and (not V.cerveny) then begin
V.cerveny := true;
dal_cervenu := true;
end;
end else begin
if (not dal_modru) and (not V.modry) then begin
V.modry := true;
dal_modru := true;
end;
if V.cerveny and V.modry then begin
{ nasli sme stred }
V.stred := true;
halt;
end;
end;
{ a posunieme sa do dalsieho vrcholu }
if idem_dodola then begin
if ex_1 then krok_ 1 else idem_dodola := false;
end else begin
if ex_o then krok_o else break;
end;
end;
end;
end.

Rychlejsie riesenie podilohy B

Toto rieSenie nebolo potrebné, ale jeho myslienka ndm bude uzitoéné neskor. Ukézeme si, ako néjst stred v ¢ase
©(nlogn), teda na rddovo logn prechodov cestou.

Na zaciatku ofarbime vSetky vrcholy na cCerveno. Pripominame, Ze ich je neparny pocet. Nasledne budeme
dokola opakovat nasledovny postup: cestou zdola hore si spocitame, ¢i je aktudlny pocet ervenych vrcholov
tvaru 4k + 1 alebo tvaru 4k + 3. Ak je tvaru 4k + 1, cestou zhora dole vzdy jeden ¢erveny vrchol nechdme a
jeden prefarbime na bielo. Ak je tvaru 4k 4 3, robime to isté ale s opa¢nou paritou — teda prvy ¢erveny vrchol
prefarbime na bielo, druhy nechédme, atd.

Tahko nahliadneme, Ze pocet ¢ervenych vrcholov sa vzdy zmens$i na zhruba polovicu a Ze stred cesty ostane po
kazdom prechode éerveny. Preto po rddovo logn prechodoch budeme uz mat len jeden ¢erveny vrchol — samotny
stred cesty. (A to, Ze nam ostal uZ len jeden ¢erveny vrchol, tiez vieme zistif poc¢as prechodu fiou.)

Satazna dloha, podiloha C (7 bodov)

Strom je dokonale vyvazeny, ak v kazdom vrchole plati, Ze sa velkosti jeho Tavého a pravého podstromu lisia
nanajvys o 1. V tejto podilohe chceme o danom strome zistit, ¢i mé tato vlastnost. Zakladna myslienka oboch
rieseni, ktoré si ukazeme, bude jednoduché: postupne skontrolujeme kazdy vrchol.

Predstavme si napriklad, Ze chceme zacaf od koretia. Ako skontrolujeme, ¢ v iom plati nasa podmienka? Ak
by sme mali kopec pamite, stacilo by si spocitat vrcholy nalavo a napravo a tieto dva pocty porovnat. My
vSak mame pamite len konecne vela a toto si nemoézeme dovolit. Mame vSak aj iné moZnosti ako porovnat dva
pocty. Asi najjednoduchsou moznostou je postupne ,Skrtat* vrcholy striedavo z lavého a pravého podstromu.
Myslienka je podobné ako v rieSeni podulohy B: dokola prechadzame celym stromom a v kazdom prechode
oznadime jeden neoznaceny vrchol v Tavom a jeden v pravom podstrome. Ak sa ndm oba podstromy mini
»,skoro naraz“, je v koreni podmienka splnend, inak nie.
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Ako spoznat, Ze sa oba podstromy ,skoro naraz“ minuli: pocas prechodu stromom si o kazdom podstrome staci
napriklad pamétat, ¢ eSte obsahuje 0, 1, alebo viac ako 1 neoznadeny vrchol.

Celé riesenie teraz bude vyzeraf nasledovne: V cykle prechddzame cely strom. Vzdy, ked narazime na vrchol,
ktory este nebol skontrolovany, ozna¢ime ho ako prave kontrolovany a spustime v jeho podstrome vyssie popisany
podprogram.

Ako dlho to celé bude trvat? Kontrola konkrétneho vrcholu, pod ktorym je dokopy k vrcholov, moéze mat az k/2
kol, pricom v kazdom kole prejdeme vietkych k vrcholov. Dokopy teda takito kontrola spravi priblizne k?/2
krokov.

Pozrime sa najskor na situaciu, kedy naozaj kontrolujeme dokonale vyvazeny strom. Pri kontrole korena spravime
zhruba n?/2 krokov. Pri kontrole kazdého z jeho dvoch synov spravime (n/2)2/2 krokov. V hibke 2 mame 4
vrcholy, pod kazdym z nich sa nachédza zhruba n/4 vrcholov, a teda pri kontrole kazdého z nich spravime
zhruba (n/4)%/2 krokov. A tak dalej. No a lahko nahliadneme, 7e ide o geometricki postupnost: celkovy pocet
krokov spravenych pocas kontroly vrcholov v hibke & je zhruba n?/2"*! a teda tiplne vetkych krokov dokopy
je zhruba n?.

No a v situacii, kedy strom, ktory kontrolujeme, dokonale vyvazeny nie je, spravime dokopy tiez nanajvys
n? krokov. To preto, 7e kym kontrolujeme dokonale vyvazené vrcholy, robime to isté ako vyssie, a akondhle
narazime na prvy zly, tak pri jeho kontrole este mozno spravime nejaké kroky, ale tych bude nanajvys n?/2 a
hned po nich celd kontrolu ukonéime.

Rychlejsie riesenie podialohy C

Ako sikovnejsie skontrolovat, ¢i st oba podstromy vrcholu v zhruba rovnako velké? Upravime vySSie popisané
rychlejsie riesenie podalohy B. Najskor si skontrolujeme paritu celkového poctu vrcholov v podstrome s koreniom
v (vratane v). Ak je vrcholov neparny pocet, musi byt v presne v strede in-order zapisu tohto stromu. Toto
overime prave algoritmom z casti B, len namiesto cesty ho robime na strome, po ktorom dokola prechadzame
prehladévanim do hibky.

Ak je vrcholov parny podet, urobime to isté dvakrat, pri¢om raz odignorujeme jeden vrchol z lavého a raz jeden
z pravého podstromu. Ak hociktoréd kontrola uspeje, vrchol v je v poriadku, ak ani jedna neuspeje, strom je zly.
Kontrola vrcholu, pod ktorym je dokopy & vrcholov, ndm teda trva ©(klog k). D4 sa ukézat, ze dokopy za cely
strom sa nam to naséita na ©(nlog®n) krokov.

Existuje este rychlejsie riesenie? Tuto otazku ponechame otvorent.
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