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A-111-4 Bitovy AND

Zadanie si mozeme sformulovat nasledovne: Na vstupe sme dostali sadu prirodzenych ¢isel. NaSou tlohou je
vybrat spomedzi nich niektoré tak, aby v dvojkovej sistave bitovy AND vybratych ¢isel konéil jednotkou
nasledovanou ¢o najviac nulami.

Ciasto¢né body sa dali ziskat dvomi sposobmi. Pre malé n funguje hrub4 sila — prezrieme vSetky podmnoziny
a vyberieme najlepsiu. Ak st malé vSetky a;, mdzeme pouzit dynamické programovanie: postupne pre kazdé
k zostrojime mnoZinu vSetkych bitovych ANDov, ktoré sa daji dosiahnut nejakou kombinéciou prvych k ¢isel
zo vstupu. (Casova zlozitost takéhoto riesenia je teda O(n2°), kde b je pocet bitov v spractivanych é&islach.)

K rieseniu za plny pocet bodov nas privedu tri pozorovania.

Riesenie vZidy existuje. Ak vyberieme len jedno ¢islo, bitovy AND vybratych ¢isel je toto ¢islo, ¢ize mame
nejaké platné rieSenie.

Je len 30 moZnosti pre to, kolkymi nulami bude konéit vysledny bitovy AND. A tesne pred tymito nulami
musime mat jednotku.

Pridavat ¢isla medzi vybraté (skoro) nikdy ni¢ nepokazi. Predstavme si, Ze mame vybratt nejaki
mnozinu ¢isel, ktorych bitovy AND konéi 100...0, pricom nul je presne z. Inymi slovami, najpravejSia 1 v
nasom bitovom ANDe je na z-tej pozicii. Co sa teraz stane, ak do nasej mnoziny pridame niektoré dalsie ¢islo,
ktoré mé tiez jednotku na z-tej pozicii? Ni¢ podstatné. Presnejsie, opéf dostaneme platné rieSenie a toto riesenie
bude rovnako dobré ako to doterajsie — na z-tej pozicii ostane 1, a na poziciach napravo od nej ostanu 0, lebo
AND s novym ¢islom nemé ako zmenit 0 na 1.

Co z toho vSetkého vieme teda odvodit?

Ak pre konkrétnu hodnotu z (t.j. konkrétny pocet ntl na konci bitového ANDu nasich ¢isel) existuji nejaké
platné riesenia, tak jednym z nich je urcite rieSenie pozostavajice z tuplne vsetkych cisel, ktoré maju na z-tej
pozicii jednotku.

A teda vieme nasu tlohu riesif nasledovne: Postupne pre kazdé z od 29 po 0 vypocitame bitovy AND vSetkych
¢isel, ktoré maju na z-tej pozicii jednotku. Zakazdym potom overime, ¢i ma vysledny bitovy AND na vSetkych
menej vyznamnych poziciach nuly. Ak nie, pre toto z rieSenie neexistuje. Ak ano, prave sme nasli najlepsie
mozné rieSenie (lebo ideme od najviicsieho z dodola), staci ho vypisat a skondit.

Vyssie popisané rieSenie mé Casov zlozitost O(nb). V nasej tlohe je b = 30 (vSetky ¢isla na vstupe s nanajvys
30-bitové). Toto je mald konstanta, preto sa smelo moézeme tvarif, Ze naSe rieSenie je v principe linedrne od
poctu spracivanych cisel.

Listing programu (Python)

N int ( input () )
A [ int (_) for _ in input().split () ]
for b in range(31,-1,-1):
chcem = 2 **x b
B = [ x for x in A if x & chcem != 0 ]
if B == []: continue
Band = B[0]
for b in B: Band = Band &
if Band & (chcem-1) == :
print (len(B))
print (' .’ .join(str(_) for _ in B))
import sys
sys.exit ()

A-111-5 Samko stale stavkuje

Tato tloha mé vela roznych rieSeni beziacich v polynomidlnom dase.

Informacie, kto porazil koho, si mozeme reprezentovat ako orientovany graf. Najjednoduchsi mozny sposob je
pouzit maticu susednosti. Pre kazdy zévod si do nej zaznac¢ime vSetkych (Z) dvojic (i, ) takych, Ze i porazil j.
Na zéver pustime Floydov-Warshallov algoritmus, ktory zisti, odkial kam sa d4 po hranach dostat. (Odborne
tomu hovorime, Ze vypo¢itame tranzitivny uzaver.) Takéto riesenie ma ¢asovi zloZitost O(zn? + n?).
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Ako takéto riesenie zlepsit? V prvom rade vieme uSetrit pracu pri zapise informécii. Ak bezec X dobehol prvy,
Y druhy a Z treti, stadi si zaznacit, ze X porazil Y a ze Y porazil Z. Z toho si uz vieme odvodit, ze aj X porazil
Z. Pre kazdy zavod teda staci spravif len n — 1 orientovanych hran. Nova ¢asova zlozitost: O(zn + n?).

Druhym zlep$enim je uvedomit si, ze nas$ novy graf moze byt omnoho redsi ako povodny: mame n vrcholov a
nanajvys rdédovo nz hran. Ak bude z < n, oplati sa ndm viac z kazdého vrcholu zvlast spustif prehladavanie

(napr. do sirky), ktoré zisti, kam vSade sa z neho vieme dostat po hranach. Casové zloZitost tohto riesenia je
O(zn?).

Povieme, Ze dvaja bezci A a B su ekvivalentni, ak si A trifa na B a aj B si trafa na A. Ekvivalentni beZci si
zjavne trafaji na ta isti mnozinu bezcov: ak si A trafa na C, tak aj B si zjavne trafa na C' a naopak.

V grafovej terminoldgii: dvaja bezci st ekvivalentni, ak lezia v tom istom silno stvislom komponente. Zdalo
by sa teda, ze ndm pomoéze, ked ndjdeme silno stvislé komponenty v nasom grafe. Z kazdého z nich by potom
stacilo spustit prehladdvanie len raz.

Samo o sebe vSak toto pozorovanie ziadne zlepsSenie neprida: ak napriklad vsetky zavody dopadli rovnako,
budeme mat n jednoprvkovych silno stavislych komponentov.

Na lepSie rieSenie potrebujeme este jedno pozorovanie. Vo vSeobecnosti plati, ze ked zoberieme orientovany graf
a na kazdy jeho silno stvisly komponent sa budeme divat ako na jeden velky vrchol, méze ndm vzniknat Gplne
hocijaky acyklicky graf. V nasom pripade vSak vzdy vznikne len jedna jedina cesta: prva skupina ekvivalentnych
bezZcov si bude trifat na kazdého, druha skupina si bude trufat na kazdého okrem prvej skupiny, tretia na kazdého
okrem prvych dvoch skupin, a tak dalej.

V nasledujticom texte si vysvetlime, preco je tomu tak, a navyse si aj povieme jednoduchy sposob ako prislusné
silno stvislé komponenty zostrojit bez potreby pouzit komplikovany vSeobecny algoritmus.

Vzorové riesenie

Pre jednoduchost si predstavme, ze na zaéiatku bezci eSte nie st ocislovani. Oéislujeme ich az v cieli prvého
zavodu v poradi, v akom dobehli. Uz po prvom zavode teda plati, Ze pre Tubovolné i < j si bezec ¢ trafa na
bezca j.

Kazdy dalsi zdvod ndm vyrobi n — 1 novych orientovanych hrdan. A ¢o sposobia tie? Hrana iddca z mensieho
¢isla na vicSie nesposobi vobec nié, toto sme vedeli uz po prvom zavode. Hrana idica z vicésieho ¢isla na mensie
nam sposobi, Ze niektoré dvojice bezcov za¢nii byt ekvivalentné.

Povedzme napriklad, Zze v druhom zavode bezec 11 zdolal bezca 6. Toto znamend, ze odteraz uz navzdy buda
bezci s ¢islami od 6 po 11 ekvivalentni: kedZze mame cyklus 6 — 7 — 8 — 9 — 10 — 11 — 6, kazdy z nich si
trafa na kazdého iného z nich.

Samozrejme, ekvivalencia je tranzitivna. Ak nam jedna hrana spdsobi, Ze st ekvivalentni bezci od 6 po 11 a ina
hrana spdsobi, Ze st ekvivalentni bezci od 3 po 7, tak nutne musia byt ekvivalentni Uplne vSetci beZci od 3 az
po 11.

Povodne jednoznac¢né poradie od 1 po n sa ndm teda pridanim vSetkych novych hran zmeni na niekolko po sebe
iducich intervalov takych, ze vzdy v ramci intervalu st vsetci bezci ekvivalentni.

Ako tieto intervaly zostrojit? Najjednoduchsie je predstavit si kazd spatnt hranu (t.j. hranu zodpovedajicu
tomu Ze beZzec s vic¢sim ¢islom dobehol tesne pred bezcom s mensim ¢&islom) ako tsecku na redlnej osi. Zjedno-
tenim vSetkych tychto tsediek dostaneme hladané disjunktné intervaly. No a zjednotenie tseciek lahko ndjdeme
pomocou ,zametania®: staci si usporiadat vSetky zaciatky a konce a postupne zlava doprava ich spracovat.
Takéto rieSenie mé Casovi zlozitost O(nzlog(nz)), ak pri zametani pouzijeme univerzalne knizni¢né triedenie,
resp. dokonca O(nz) ak pouzijeme triedenie v linedrnom ¢ase (napr. CountSort).

EsSte jednoduchsie riesenie

Ak sa eSte trochu zamyslime, budeme vedief vzorové rieSenie implementovat eSte jednoduch$im spésobom.
Nadalej si pre jednoduchost predstavujme, Ze st bezci oéislovani podla toho, ako dobehli do ciela prvého zavodu.
Uz vieme, ze bezci sa ndm rozpadni na niekolko tried ekvivalencie — skupin, v ktorej st kazdi dvaja bezci
ekvivalentni. A tiez vieme aj to, Ze triedu tvori vzdy niekolko po sebe ocislovanych bezcov. Ostava teda urcit
jediné: pre ktoré k lezia bezci k a k + 1 v tej istej skupine?
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To je ale tiez Tahké: je to prave vtedy, ak aspori raz niektory bezec s ¢islom viésim ako k porazil niektorého z
bezcov s ¢islom mensim alebo rovnym k.

Inymi slovami, medzi bezcami k a k£ + 1 je hranica skupin prave vtedy, ak v dplne kaZdom zdvode dobehli na
prvych k miestach bezci s éislami 1 aZ k. No a takto sformulovant podmienku uz lahko overime v ¢ase O(nz).
Dokonca to vieme spravit aj bez precislovania beZzcov. Staci postupne ¢itat vysledky zdvodov. Precitame vSetky
prvé miesta a zaznacime si bezcov, ktori sa na nich objavili. Potom spravime to isté s druhymi miestami, tretimi
miestami, a tak dalej. No a vzdy, ked sme prave spracovali vSetky k-te miesta a plati, Ze doteraz sme videli len
k roznych bezcov, je za k-tym miestom koniec skupiny.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
// nacditame vstup
int N, Z;

cin >> N >> 7Z;
vector< vector<int> > vysledky(Z, vector<int>(N));
for (int z=0; z<Z; ++z) for (int n=0; n<N; ++n) cin >> vysledky[z] [n];

int videnych = 0, spracovanych = 0; // kolko bezZcov sme uz videli asporl raz a kolko Z-krat?
vector<bool> videl (N+1, false); // ktorych bezZcov sme uz videli?

vector<int> odpovede (N+1) ; // na kolkych bezZcov si trufa bezZec n?

vector<int> aktualna_skupina; // ktori beZci patria do prdve spracuvanej skupiny?

for (int n=0; n<N; ++n) {
// zazna&ime si vsetkych beZcov ktori niekedy dobehli na pozicii n+1
for (int z=0; z<Z; ++z) if (!videl[vysledky[z][n]]) {
videl [vysledky[z] [n]] = true;
++videnych;
aktualna_skupina.push_back( vysledky[z] [n] );
}
// skontrolujeme, &i prdve neskonlila skupina
if (videnych == n+l) {
for (int kto : aktualna_skupina) odpovede[kto] = N - 1 - spracovanych;
spracovanych += aktualna_skupina.size();
aktualna_skupina.clear();
}
}
// vypiseme odpovede

for (int n=1; n<=N; ++n) cout << odpovede[n] << (n==N ? "\n" HERUUE I

A-111-6  Vykopavky

Riesenie hrubou silou m4 ¢asovu zloZitost O(p,psd,.ds): najprv obyéajnym prehladédvanim ,ofarbime“ jednotlivé
miestnosti, potom pre kazdi moznii polohu diery prejdeme vSetky z nej dosiahnutelné stvorce a zistime, ktoré
miestnosti sa medzi nimi aspon raz vyskytli.

Lepsie rieSenie mozeme zalozit na nasledovnom pozorovani: Predstavme si, Ze uz sme spracovali nejak polohu
diery, a teda presne vieme, kolko stvorcov ktorej miestnosti je z nej priamo dosiahnutelnych. Co sa teraz zmeni,
ak dieru posunieme o stipec doprava? Nejakych d, + 2 §tvorcov prestane byt dosiahnutelnjch a nejakych inych
d, +2 ich zac¢ne byt dosiahnutelnych. Staci teda prejst tychto O(d,.) $tvorcov a upravit poéty pre zodpovedajice
miestnosti a budeme mat spracovani nova polohu diery.

Samotni odpoved, teda pocet roznych dosiahnutelnych miestnosti, si vieme tieZ udrziavat pocas toho, ako
robime vyssie popisané zmeny. Vzdy, ked do oblasti diery priddme Stvorec patriaci novej miestnosti, zvicsime
si pocitadlo roznych miestnosti. A vzdy, ked z oblasti diery odstranime $tvorec a tym sposobime, ze nejake;
miestnosti klesne pocet dosiahnutelnych Stvorcov na nula, pocitadlo réznych moznosti zase znizime.

Lahko nahliadneme, Ze toto rieSenie ma ¢asovi zlozitost O(p,psd,): uSetrili sme pri kontrole dier jeden ich
rozmer. (Dieru pokryvajtcu najlavejich d, stipcov sice napr. vzdy prezrieme celi, ale to nam zlozitost nepokazi.)
Existuju aj asymptoticky efektivnejsie rieSenia, st vSak zbyto¢ne komplikované na implementaciu. Na ziskanie
plného poc¢tu bodov nebolo lepsie riesenie potrebné.
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Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int stepR[] = {-1,1,0,0},

int

steps[] = {0,0,-1,1};

PR, PS, DR, DS;

vector<string> plan;

int PM; // pocet miestnosti

vector< vector<int> > miestnost; // pre kazdé policko &islo miestnosti kam patri
int odpoved;

int dobre_miestnosti; // kolko aktudlne mame dobrych miestnosti

vector<int> pocet_vnutri;

void uprav(int r,

// pre kazdi miestnost, kolko jej policok vidime

int s, int zmena) {

// pridame polilko (r,s) do aktudlnej diery alebo ho z nej odstrdnime
if (r <0 || r > PR || s <0 || s >= PS) return;

if (plan(r][s] == '#’) return;

int m = miestnost[r][s];

pocet_vnutri[m] += zmena;

if (zmena == -1 && pocet_vnutri[m] == 0) --dobre_miestnosti;
if (zmena == +1 && pocet_vnutri[m] == 1) ++dobre_miestnosti;
}
int main() {

// naditame vstup

cin >> PR >> PS >> DR >> DS;
plan.resize (PR);
for (int r=0; r<PR; ++r) cin >> plan[r];

// ofarbime si miestnosti prehladdvanim do Sirky
PM = 0;

miestnost.resize( PR, vector<int> (PS,-1) );
for (int r=0; r<PR; ++r) for (int s=0; s<PS; ++s) if (plan[r][s]=='.’ && miestnost[r][s]==-1
miestnost[r] [s] = PM;
queue<int> Q;
Q.push(r); Q.push(s);
while (!Q.empty()) {
int cr = Q.front(); Q.pop();
int cs = Q.front(); Q.pop();
for (int d=0; d<4; ++d) {
int nr = cr + stepR[d], ns = cs + stepS[d];
if (nr < 0 || nr >= PR || ns < 0 || ns >= PS) continue;
if (plan([nr][ns] == "#’ \‘ miestnost [nr] [ns] != -1) continue;

miestnost [nr] [ns] = PM;
Q.push(nr); Q.push(ns);
}
}
++PM;
}

// postupne skuSame vSetky mozZné polohy diery
odpoved = 0;
dobre_miestnosti = 0;
pocet_vnutri.resize (PM,0);
for (int r0=0; rO+DR <= PR; ++r0) {

// zac¢neme s dierou uplne nalavo od planu,

for (int s0=-DS; s0 <= PS+2; ++s0) {

// ideme posunut Iavy horny roh diery o policko doprava, na (r0,s0)

skonc¢ime uplne napravo

// pridédme miestnosti, ktoré sme odkryli
uprav( r0-1, sO0+DS-1, +1 );
for (int r=r0; r<r0+4DR; ++r)
uprav( r0+DR, s0+DS-1, +1 );

uprav( r, s0+DS, +1 );

// odstrdnime miestnosti, ktoré sme zakryli
uprav( r0-1, s0-1, -1 );
for (int r=r0; r<r0+DR; ++r)

uprav( r0+DR, s0-1, -1 );

uprav( r, s0-2, -1 );

// pozrieme sa, &1 sme nezlep$ili rieSenie
odpoved = max( odpoved, dobre_miestnosti );
}
}

cout << odpoved << endl;
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