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Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 33. roénika Olympiddy v informatike, kategdrie A, sa kond v diioch 21.-24. marca 2018. Na
rieSenie tloh prvého, teoretického diia majua sttaziaci 4,5 hodiny cistého ¢asu. Rozne tlohy riesia stfaziaci na
samostatné listy papiera. Akékolvek pomdcky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalku-
lacky) st zakdzané.

Co ma obsahovat riesenie alohy?

e Slovne popiste algoritmus.

Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
Zdodvodnite spravnost vasho algoritmu.

Uvedte a zdévodnite jeho ¢asovii a paméifovi zloZitost.

Podrobne uvedte dolezité ¢asti algoritmu, idedlne vo forme programu v Pascale alebo C/C++.

V pripade, ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniznice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ina¢, najdoleZitejsie dve kritérid hodnotenia sii v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poécte bodov sa méze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mézu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mdzete pouzit na odhad toho, ako dobré
vasSe rieSenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu inStrukcii za sekundu, vyriesi vzorové rieSenie lubovolny
povoleny vstup nanajvys za niekolko sekind.
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A-11l-1 Kapitanka hlada posadku

Bolo raz jedno dievéatko plné snov. A% jedného dina vyrastlo, rozhodlo sa, Ze si jeden aj splni a Ze sa stane
piratskou kapitankou. Ked si uz zohnala klobik, pasku cez oko a lod, chybalo jej uz len jediné: spolahliva
posadka. A tak najprv zakotvila v pristave Port Royal, kde chce nejakii posadku naverbovat.

Ked sa rozkriklo, Ze sa verbuje novéa posadka, ziSiel sa na méle rad mladych nadejnych piratov, ktori sa vSetci
chceli prihlasit do kapitankinej posadky. Kapitéanka si ich o¢islovala od 1 po n v poradi, v ktorom stoja v rade,
a 0 kazdom z nich si poznadcila ¢islo p; hovoriace, aky je to dobry pirdt (¢im vécésia hodnota, tym lepsi).

Kapitanka vie, ze pri vybere posddky st dolezité dve veci: musia to byt dostatoéne dobri pirdti a musia zaroven
byt dobra partia. Naverbovat dobra partiu je Tahké: pirati, ktori spolu dobre vychadzaju, urdite stoja v rade
vedla seba, takZe staci, ked ako posddku zoberie nejaky neprazdny suvisly tsek uchidzacov.

Dobra partia vam ale ndmornt bitku nevyhra a naverbovat dostato¢ne schopnii posaddku vobec nie je jednoduché.
Dolezita je pri tom tzv. Denisova hranica. Denis je zndmym archetypom len-tak-tak pouzitelného pirdta. Ni¢
mu nejde nejak hviezdne, ale vSetky podstatné piratske iilohy nakoniec nejak zvladne.

Pri vyhodnoteni toho, ¢i je posadka schopnd plavby, je dolezity koncept tzv. stredného pirdta: ak by sa vSetci
pirati usporiadali podla ich schopnosti, je to ten, ktory by stal uprostred. Ak je pirdtov parny pocet, strednym
pirdtom je lepsi z tych dvoch ktori st uprostred poradia.

Posadka je plavbyschopné préve vtedy, ked je stredny pirat v nej asponi takym dobrym pirdtom ako je Denis.
Satazna dloha

V rade stoji n piratov, ocislovanych od 1 po n v poradi, v ktorom stoja. Pozname ¢isla py, . . ., p, ktoré o kazdom
z nich hovoria, aky je dobry pirat. Tiez pozndme ¢islo d hovoriace to isté o Denisovi. (Samotny Denis nepatri
medzi uchddzacov a nedd sa ho naverbovat do posidky.)

Kapitanka si chce vybrat neprazdny stivisly tisek uchadzacov, a to tak, aby dostala plavbyschopnti posadku.

Inymi slovami, stredny pirdt vo vybranom tseku musi byt aspoii tak dobrym pirdtom ako Denis.
Zistite, kolkymi sposobmi si moze Kapitanka vybrat svoju posddku.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st celé ¢isla n a d. V druhom riadku su celé éisla py,...,py.

Na vystup vypiste pocet sposobov ako vybrat plavbyschopni posadku ktord bude dobrou partiou.
Obmedzenia a hodnotenie

Mbozete predpokladat, Ze d aj vSetky p; sa zmestia do beznych celo¢iselnych premennych.

Za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 500, mozete ziskat nanajvys 3 body.

Za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 5000, moéZzete ziskat nanajvys 5 bodov.

Za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny vstup s n < 100000, mozete ziskat 8 az 10 bodov podla jeho
presnej asymptotickej ¢asovej zlozitosti.

Priklad

vstup vystup
4 30 |7 \
10 40 20 30

Kapitdnka ma nasledovné moznosti: zobrat ako posadku len pirdta 2, len pirata 4, hociktorych dvoch po sebe
iducich piratov, piratov 243+4, alebo vSetkych Styroch piratov.

Vsimnite si, Ze ak by zobrala pirdtov 2+3+4, strednym pirdtom v posddke by nebol pirat 3 (ktory teraz stoji v
strede vybraného tseku) ale bol by nim pirét 4. Pirat 4 je taktiez strednym pirdtom v pripade, Ze Kapitanka
ako posadku zoberie vsetkych Styroch uchadzacov.
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A-111-2  Zavazia

Jarka nasla na povale sadu n exotickych zavazi. Jednotlivé zavazia mali hmotnosti m, ..., m,. Potesila sa, ze
si pomocou nich bude méct vazit vSetko, ¢o len bude potrebovat. Samozrejme, namiesto jedného zévazia vie
Jarka pouzit aj Tubovolni ich podmnozinu a odvéazif tak aj iné hmotnosti.

Satazna uloha

Dokopy existuje 2" podmnozin zavazi. Predstavme si, Zze sme ich vSetky zoradili podla celkovej hmotnosti a
odislovali, za¢inajic od jednotky. Ak mé viacero podmnozin td istt hmotnost, moézeme ich zoradit Tubovolne.
Pre dané n, jednotlivé hmotnosti zédvazi a dané relativne malé ¢islo k ndjdite hmotnost mnoziny s ¢islom k.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st kladné celé éisla n a k. V druhom riadku vstupu st kladné celé éisla myq, ..., m,.
Na vystup vypiste hmotnost podmnoziny, ktord vo vyssie definovanom ¢islovani dostane ¢islo k.

Obmedzenia a hodnotenie

O cislach m; predpokladajte, ze s kladné a ich stcet sa zmesti do beznej celociselnej premennej. Tiez mozete

predpokladat, Ze hmotnosti st usporiadané, teda ze plati m; < mg < --- < m,,.

Za rieSenie ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 20 mozete ziskat 2 body.

Za rieSenie ktoré efektivne vyriesi Tubovolny vstup s n < 500 a k < 500 mozete ziskat 5 bodov.

Za rieSenie ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 5000 a k < 5000 mozete ziskat 7 bodov.

Za rieSenie ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 100000 a k£ < 100000 mozete ziskat 10 bodov.

Priklady
vstup vystup

35 2

112

Ak si zavazia oznacime A, B a C, tak mame osem mnozin zavazi:
0, {A}, {B}, {C}, {4, B}, {A,C}, {B,C}, {A,B,C}

Ich hmotnosti st 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, ¢ize vysSSie uvedené poradie je uz usporiadané podla hmotnosti. Poradové
¢islo k = 5 teda zodpoveda hmotnosti 2.

vstup vystup
4 4 11
1 10 100 1000

Vsimnite si, ze dvojprvkovd mnoZina obsahujtica prvé a druhé zdvaZie je tentokrat lahSia ako niektoré jedno-
prvkové mnoziny.

vstup vystup
10 512 35
TTTTTTTTTT
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A-111-3  Stavebnica funkcii
Za zadanim sutaznej tlohy néjdete studijny text k nej. Studijny text je identicky s textom z krajského kola.

Jednotlivé podulohy stitaznej ulohy mozete riesit v lubovolnom poradi. Kazda podiloha je hodnotena zvIast.
Pri rieSeni konkrétnej podilohy mézete vyuzivat:

Vsetky funkcie definované alebo zostrojené v studijnom texte.
Konstantné funkcie ki (kde ki je funkcia s a vstupmi ktord vzdy vrati hodnotu b).
Funkcie z doméceho kola: mul (ndsobenie), p (predchodca) a sub (od¢itanie, ktoré nepodtecie pod nulu).

.....

Funkciu not (logickd negécia) zo vzorovych rieSeni krajského kola.

Konstrukciu uz zostrojenych funkcii zbyto¢ne nerozpisujte.

Upozoriiujeme ale, Ze konstrukcie vyuzivajice myslienku z poslednej podilohy krajského kola (vetvenie, ,if*)
je potrebné rozpisat.

Podiloha A (2 body). Zostrojte bindrne funkcie min a max poéitajice minimum a maximum.

e Podiloha B (2 body). Zostrojte undrnu funkciu last, ktord vrati poslednt cifru éisla na vstupe.

(Formalne, mé byt Vn : last(n) = n mod 10.)

Podtloha C (3 body). Zostrojte undrnu funkciu sqrt, ktora vypocita dolnt celt ¢ast odmocniny.

Dolné cel4 ¢ast je najvicsie celé éislo neprevysujlice presny vysledok. Napr. sqrt(99) = 9 a sqrt(100) = 10.

Podiloha D (3 body). Fibonacciho ¢isla st definované rekurzivne: Fp =0, Fy =1 aVn > 2: F, =
F,_1 + F,_2. Zostrojte unarnu funkciu fib, ktora pre vstup n vrati na vystupe hodnotu Fi,.

Aby sme vam usetrili pracu, v podilohe D nemusite formdalne rozpisovat pouzitia Kompozitora. Presnejsie,
vzdy, ked chcete nejak novi funkciu vyrobit Kompozitorom zo skor vyrobenych funkcii, staéi novi funkciu
korektne matematicky definovat. (A samozrejme, naozaj sa dant funkciu musi dat vyrobit zlozenim inych
funkcii, ktoré uz méte vyrobené, nemozete si len tak vycarovat iplne nové funkcie.)

V rieseni tejto podilohy teda smiete napr. napisat: ,Z funkcie pow si lahko vyrobime funkciu f taki, Ze
Vn: f(n)=(n+4)7.¢

Studijny text: stavebnica funkcii

Miska dostala na narodeniny zvlastny darcek: stavebnicu funkcii. Ked dar¢ek rozbalila, nasla v fiom hned
niekolko roznych veci. Ako prvé jej oko padlo na tri sacky s hotovymi funkciami. Kazd4 funkcia je mald skatulka,
ktord méa niekolko vstupov a prave jeden vystup.

e V prvom sacku bola jedind funkcia. Volala sa z (z anglického ,zero“, ¢ize nula), nemala ziadne vstupy a
na vystupe vracala ¢islo 0.

e Aj v druhom sécku bola len jedna funkcia. Tato sa volala s (z anglického ,successor®, ¢ize nasledovnik).
Mala jeden vstup a jeden vystup. Ked na vstup dostala ¢islo n, vratila ndm na vystupe ¢islo n + 1.

e Treti sa¢ok bol o ¢osi plnsi — bolo v fiom nekonecne vela funkcii. Pre kazdé k a n (také, ze 1 < k < n)
tam bola funkcia v} (,vyber k-ty z n vstupov“), ktord mala n vstupov a na vystup vzdy vratila hodnotu,
ktortl dostala na k-tom vstupe.
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Na obrazku st zndzornené funkcie z, s a vj.

0 n n+1
—=f]
—

e
—

Zvysok balicka tvorili dva pristroje, ktoré zjavne sltzia na vyrobu novych funkcii. Na jednom z nich sa skvel
napis Kompozitor, na druhom zase Cyklova¢. Kazdy z nich funguje tak, ze do vnitra v spravnom poradi vlozime
nejaké funkcie, zatoéime klukou a vypadne ndm nova funkcia. T4 je vhodne poskladand z funkcii, ktoré sme
vlozili dovnutra. Ale skor ako si podrobnejsie popiseme fungovanie Kompozitora a Cyklovaca, potrebujeme si o
nasich funkcidch povedat ¢osi forméalnejsie.

V tejto tlohe povazujeme nulu za prirodzené ¢islo. Prirodzené ¢isla st teda pre nds mnozina N = {0,1,2,3, ... }.
Vsetky funkcie, ktoré si budeme vyrabat, buda totdlne funkcie na prirodzenych éislach. Ako vstupy budeme
teda funkcii dévat prirodzené ¢isla a pre kazdy mozny vstup nam funkcia vrati na vystup jedno prirodzené &islo.
Pocet vstupov funkcie sa nazyva arita. Napr. funkcie s jednym vstupom odborne volame undrne, funkcie s
dvoma vstupmi bindrne, atd. Funkcia v m4 aritu 7. Funkcia z m4 aritu 0. Aritu obc¢as budeme explicitne pisat
ako horny index. Mohli by sme teda napr. hovorif, Ze v prvom sacku bola funkcia 2° a v druhom zas funkcia s'.
(U vyberacich funkcif v} aritu musime uvddzat vzdy, kedZe napr. v{ a v] st dve rozne funkcie.)

Akonahle uz nejakt funkciu vyrobime, mame navzdy k dispozicii Tubovolne vela jej képii. Specialne plati, ze ak
funkciu pouzijeme pri vyrobe inej, zlozitejSej, nestratime ju tym.

Kompozitor

Kompozitor vie funkcie skladat (v beZnom matematickom zmysle tohto slova). Je v8ak trochu haklivy na spravne
arity. Pouzitie Kompozitora sa skladé z nasledujtcich krokov:

1. Vyberieme si aritu a > 0 funkcie, ktorti chceme vyrobit.

2. Zvolime si funkciu ¢° (¢ize funkciu g s nejakou aritou b, mozno inou ako a), ktord pouzijeme v druhom
kroku vypoctu.

Hodnota b musi byt kladnd. (Inymi slovami, funkcia g musi mat aspoi jeden vstup.)
3. Zvolime si b funkcii f{,..., fi, ktoré pouzijeme v prvom kroku vypoctu.

4. Zatocéime klukou na boku Kompozitora. Na vystupe ndm vypadne nova funkcia h definovand nasledujtcim

pseudokédom:

def h ( x_1, ..., x_a ):
tmp_1 = £ 1 ( x_1, ..., x_a )
tmp_2 = £ 2 ( x_1, , x_a )
‘;r;lfzib =f b (x_1, ..., x_a)
return g ( tmp_1, ..., tmp_b )

Slovne: Funkcia h zoberie a vstupov, ktoré dostala. Pomocou funkcii f; az f; z nich vypocita b pomocnych
hodnét. No a na zaver pomocou funkcie g vypocita z pomocnych hodnét vystup celej funkcie h.

Na obrazku je graficky znazornena funkcia vyrobend Kompozitorom pre a =3 a b = 2.

h = K[fi, f2, 9]
— f1
— I I
7 f2 f
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Cyklovac

Cyklovaé vie vyrabaft for-cykly. Aj on je v8ak trochu haklivy na spravne arity funkcii a poradie ich parametrov.
Dajte si na ne pozor, ked ho budete kfmit. Spravne pouzitie Cyklovaca vyzerd nasledovne:

1. Vyberieme si aritu a > 1 funkcie, ktori chceme vytvorit.

Prvy parameter tejto funkcie (ozna¢ime ho z) bude Specidlna premennd, ktord hovori, kolkokrat sa méa
for-cyklus vykonaf. Ostatné parametre (oznacime ich yi,...,y,—1) budi ostavat nezmenené.

2. Zvolime si funkciu f~!, ktorou vypocet cyklu zac¢ne.

3. Zvolime si funkciu g®*!, ktord poéita, ¢o sa stane pocas jednej iteracie cyklu. Funkcia ¢ m4 az a + 1
vstupov: vSetky premenné, ktoré bude mat aj vyslednd funkcia a navySe hodnotu ktord bola vystupom
predchadzajtcej iteracie cyklu. (Ak to nedavalo zmysel, pozri pseudokéd uvedeny v dalsom kroku.)

4. Zatoc¢ime klukou na boku Cyklovada. Na vystupe ndm vypadne nova funkcia h definované nasledujtcim

pseudokédom:
def h ( x, y_1, ..., y_{a-1} ):
tmp = £ (y_1, ..., y_{a-1} )
for i = 0 to x-1:
tmp =g (i, y_1, ..., y_{a-1}, tmp )

return tmp

Slovne: Vypocet zacne tym, Ze funkciou f vypocitame (z ostatnych parametrov) vystup pre = 0. Z neho
potom funkciou g vypocitame vystup pre x = 1, z toho znova funkciou g vystup pre x = 2, a tak dalej az
po pozadovant hodnotu prvého parametra.

Notacia

Rovnost dvoch funkcii budeme znadif =. Zapis f = g teda znamen4, Ze funkcie f a ¢ maji rovnaki aritu a na
kazdom vstupe dévaji ten isty vystup.

Funkciu ktord vznikne Kompozitorom z funkcii fi,..., fp a g budeme znadit K[fi,..., fo, 9]

Funkciu ktora vznikne Cyklovacom z funkcii f a g budeme znacit C[f, g].

Priklady

Uf, to vyzerad komplikovane. Podme sa preto spolu pozriet na to, ako si Miska zacala vyrabaf nejaké nové
funkcie.

Priklad 1. Cim by sme tak zac¢ali? Peknou jednoduchou funkciou je napriklad identita: unarna funkcia i taka,
Ze pre kazdé n je i(n) = n. Vidite, ako ju vyrobit?

Toto bola trikovéa otazka. Identitu vyrdbat nepotrebujeme, dostali sme ju totiz v trefom sacku. Identitou je totiz
funkcia vi. Mdzeme teda pisat i = v].

Priklad 2. Vyrobme si funkciu j°: konstantnt funkciu, ktora neméa ziadny vstup a na vystupe vracia hodnotu 1.
Tato funkciu si vieme vyrobit Kompozitorom. V prvom kroku pouzijeme funkciu z, ktord nemd ziaden vstup a

.....

Dostévame teda, ze j° = K|z, s].

Priklad 3. Unarnu funkcia plus3, ktora svoj jediny vstup zviési o 3, vieme vyrobif napriklad ako K[K]|s, s], s].

.....

s dalsou funkciou s.

Priklad 4. Teraz si ukdZeme, ako si Miska vie vyrobit s¢itanie — teda binarnu funkciu add taka, Ze Vz,y :
add(z,y) =z +y.

Zékladnym pozorovanim je, ze sCitanie je vlastne opakované pouzitie funkcie ,+1“, teda nasledovnika. Vypocet
x + y si teda mozeme sformulovat nasledovne: ,zaéni s hodnotou y a potom na 1u a-krét pouzi funkciu s*. No
a kedZe toto vyzerad ako cyklus, na vyrobu séitania budeme chciet pouzit Cyklovaé.
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Pozrime sa teda na pseudokdd funkcie, ktorti vyrobi Cyklovag (s tym, Ze si ho uz upravime konkrétne na funkciu
s dvoma vstupmi).

def add(x,y):

tmp = f(y)

for i = 0 to x-1:

tmp = g(i,y,tmp)

return tmp
Aké funkcie f a g potrebujeme vhodif do Cyklovada ak chceme dostat program pre séitanie?
Funkcia f mé jednoducho vratif hodnotu y, ktort dostala na vstupe — ¢ize f ma byt identita.
Funkcia g mé v kazdej iteracii cyklu zobrat start hodnotu (uloZent v premennej tmp) a inkrementovat ju
pouzitim funkcie s. Potrebujeme teda funkciu s tromi vstupmi, ktord prvé dva odignoruje, na treti pouzije s
a vrati vysledok. Takuto funkciu sice eSte neméame, ale vieme si ju lahko vyrobit Kompozitorom: je to funkcia
K3, s].
Dokopy teda dostavame, ze add = C[vi, K[v3,s]].

Priklad 5. Dalsou jednoduchou funkciou je unarna konstantna nula, teda funkcia zz', ktora mé jeden vstup a
na vystupe vzdy vracia nulu. (Formalne: Vn : z2!(n) = 0.)
Skor, nez si ukidzeme, ako zz' vyrobit, podotknime, Ze zz
sacku) st dve rozne funkcie.

Zdalo by sa, Ze zz' musi ist nejak vyrobif zo 2° pomocou Kompozitora. Lenze ako? Ak by sme chceli 2° pouzit v
prvom kroku, tak bez ohladu na to, aki funkciu pouzijeme v druhom kroku, urc¢ite vyrobime funkciu s aritou 0.
No a v druhom kroku z° pouzit nesmieme, lebo funkcia pouzita v druhom kroku musi mat kladnd aritu.

Cez Kompozitor teda cesta nevedie. Uk4dZeme si vak, Ze zz! vieme vyrobit pomocou Cyklovaca. Opit za¢nime
tym, Ze sa pozrieme, ako to vyzerd, ked chceme pomocou Cyklovaca vyrobit unarnu funkciu. My dodame funkcie
f° a g% a Cyklova¢ nam z nich vyrobi funkciu k' definovanti nasledovne:

La 20 (¢o je funkcia z, ktorti sme dostali v prvom

def h(x):
tmp = £()
for i = 0 to x-1:
tmp = g (i,tmp)
return tmp

Ako mame zvolif funkcie f a g, ak chceme, aby h na kazdom vstupe vracala nulu? Zjavne musime zvolit f = 2°,

aby bolo h(0) = 0. No a jedna moznost ako teraz zvolit funkciu g je jednoducho zobrat g = vZ. Tym sa z prikazu
tmp = g(i,tmp) stane prikaz tmp = tmp, a teda v premennej tmp ostane stéle nula, bez ohladu na hodnotu z.
Touto pomerne obskurnou konstrukciou sme si teda ukdzali, Ze funkciu 22! vieme zostrojit ako C|[z, v3].

Predikaty. Predikat je odborné meno pre funkciu, ktorej navratova hodnota je logickd hodnota: pravda alebo
nepravda. Nage funkcie takéto hodnoty sice vracat nevedia, pomdzeme si ale rovnako ako volakedy napriklad
autori programovacieho jazyka C: prehlasime 0 za nepravdu a 1 za pravdu.

Funkciu teda budeme volat predikéit vtedy, ak:

e tato funkcia na kazdom moznom vstupe vrati jednu z hodnét 0 a 1
e chceme zdéraznit, Ze na tieto hodnoty sa mé zmysel divat ako na logické hodnoty namiesto ¢iselnych

Priklady: Funkcia eq(x,y), ktord vréati 1 ak sa jej vstupy rovnaju a 0 inak, je predikat. Predikdtom je aj funkcia
isprime(x) ktord vrati hodnotu 1 ak z je prvocislo a 0 inak. Na unidrnu konstantni funkciu zz! sa mozeme
divat ako na predikat, ktory vzdy vracia hodnotu ,nepravda“.
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