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Informacie a pravidla

Pre koho je sataz urcena?

Do kategoérie B sa smi zapojit len ti ziaci zdkladnych a strednych $kol, ktori eSte ani v tomto, ani v nasledu-
jucom gkolskom roku nebudi konéit stredni skolu.
Do kategdrie A sa mozu zapojit vSetci ziaci (zdkladngch aj) stredngch skol.

Odovzdavanie rieSeni domaceho kola

Riesitelia doméceho kola odovzdévaj riesenia sami, v elektronickej podobe, a to priamo na stranke olympiady:
http://oi.sk/. Odovzdavanie rieSeni bude spustené niekedy v septembri.

RieSenia kategérie A je potrebné odovzdaf najneskér 15. novembra 2018.
RieSenia kategdrie B je potrebné odovzdat najneskor 30. novembra 2018.

Priebeh sitaze

Za kazdu tlohu doméceho kola sa dé ziskat od 0 do 10 bodov. Na zdklade bodov doméceho kola stanovi
Slovenskd komisia OI (SK OI) pre kazda kategdériu bodovi hranicu potrebnt na postup do krajského kola.
Ocakévame, Ze tato hranica bude priblizne rovna tretine maximalneho poc¢tu bodov.

V krajskom kole riesitelia riesia Styri teoretické tilohy, ktoré mozu tematicky nadvizovat na tilohy doméceho
kola. V kategdrii B sufaz tymto kolom kondi.

V kategérii A je priblizne najlepsich 30 riesitelov krajského kola (podla poé¢tu bodov, bez ohladu na kraj,
v ktorom sttazili) pozvanych do celostatneho kola. V celostdtnom kole castnici prvy defi rieSia teoretické
a druhy den praktické tlohy. Najlepsi riesitelia st vyhldseni za vifazov. Priblizne desat najlep$ich riesitelov
nésledne SK OI pozve na tyzdiiové vyberové stustredenie. Podla jeho vysledkov SK OI vyberie druzstvé pre
Medzindrodnt olympiadu v informatike (IOI) a Stredoeurdpsku olympiddu v informatike (CEOI).

Ako maja vyzerat rieSenia uloh?

V praktickych tlohédch je vasou tlohou vytvorit program, ktory bude riesit zadand tlohu. Program musi
byt v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte aby bol ¢o najefektivnejsi.

V kategérii B mozete pouzit lubovolny programovaci jazyk.

V kategdrii A musite rieSenia praktickych tloh pisat v jednom z podporovanych jazykov (napr. C++, Pascal
alebo Java). Odovzdany program bude automaticky otestovany na viacerych vopred pripravenych testovacich
vstupoch. PodTla toho, na kolko z nich dé spravnu odpoved, vam budu pridelené body. Vysledok testovania sa
dozviete kratko po odovzdani. Ak va$ program neziska plny pocet bodov, budete ho moct vylepsit a odovzdat
znova, az do uplynutia terminu na odovzdévanie.

Presny popis, ako maji vyzerat rieSenia praktickych tloh (napr. realizdciu vstupu a vystupu), najdete na
webstranke, kde ich budete odovzdévat.

Ak nie je v zadani povedané inad¢, rieSenia teoretickych loh musia v prvom rade obsahovat podrobny
slovny popis pouzitého algoritmu, zdé6vodnenie jeho spravnosti a diskusiu o efektivite zvoleného rieSenia
(t. j. posudenie ¢asovych a pamétovych narokov programu). Na zdver rieSenia uvedte program. Ak pouzivate
v programe netrividlne algoritmy alebo datové Struktiry (napr. rozne sucasti STL v C++), sucastou popisu
algoritmu musi byt dostatoény popis ich implementécie.

Usporiadatel sQtaze

Olympiddu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci so Slovenskou informatickou
spolocnostou (odbornym garantom sttaze) a Slovenskou komisiou Olympiddy v informatike. Stitaz organizuje
Slovenskd komisia OI a v jednotlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI Na jednotlivych skolach ju zaistuju
ucCitelia informatiky. Celostatne kolo OI, tla¢ materidlov a ich distribiiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou OI.
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A-1-1 Rusenie ulic

Toto je prakticka tiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny program.

Nedavny vyskum ukazal, Zze kocurkovski vodi¢i maji problémy pri prejazde krizovatkami, v ktorych sa streta
neparny pocet ulic. Koctrkovski radni sa preto rozhodli tento problém riesit, a to najjednoduchs$im spdsobom:
jednoducho zrusia niektoré ulice tak, aby ich v kazdej krizovatke ostal parny pocet. Samozrejme, vyberom toho,
ktoré ulice zrusit, poverili teba.

V tejto chvili sa zrejme tesis, aké to budes mat jednoduché: zrusis vSetky ulice, takze ich v kazdej krizovatke
ostane nula. Ale pomaly! Problém je v tom, Ze koctrkovski radni ti nedovolia zrusit Zziadnu z ulic, ktoré oni
sami pouzivaju.

Format vstupu a vystupu

V Kocurkove je n krizovatiek, st o¢islované od 1 po n. Kazda ulica je obojsmerna a spaja dve rozne krizovatky.
Kazdé dve krizovatky st priamo spojené nanajvys jednou ulicou.

V prvom riadku vstupu su ¢isla n, m a k, kde m je celkovy pocet ulic a k je pocet délezitych ulic, ktoré nesmies
zru§it. V kazdom z dalSich m riadkov su ¢&isla dvoch krizovatiek spojenych jednou z ulic. Prvych & ulic su tie,
ktoré je zakézané zrusit.

Na vystup vypiste niekolko riadkov. V prvom riadku vypiste ¢islo z: pocet ulic, ktoré cheete zrusif. Nésledne
vypiste z riadkov a v kazdom z nich ¢isla krizovatiek, ktoré spaja jedna z ulic, ktoré chcete zrusit. (Kazda ulicu
vypiste prave raz. Poradie ¢isel v riadku aj poradie riadkov popisujucich ulice moze byt Iubovolné. Ak existuje
viacero spravnych rieSeni, mozete vypisat fubovolné z nich.)

Ak rieSenie neexistuje, vypiSte namiesto toho vSetkého len jeden riadok a v niom ¢islo —1.

Obmedzenia a hodnotenie

Odovzdané riesenie bude otestované na desiatich sadach vstupov, za kazdu je bod.
Vo vSetkych sadach plati 1 <n a0 <k <m.

V sadédch 1 a 2 su v8etky ulice dolezité (k = m).

V sadach 3, 4 a 5 je nanajvys jedna dolezita ulica (k < 1).

Vstupy v sadach 3 a 6 st malé: n,m < 20.

Vstupy v sadéch 1, 4 a 7 st stredne velké: plati n < 2000 a m < 10000.
Vstupy v ostatnych sadach st velké: n < 1000000 a m < 5000 000.

Priklady
vstup vystup vstup vystup vstup vystup
561 3 322 -1 332 0
12 14 12 12
13 5 4 23 13
2 3 5 2 23
14
45
25

V prvom priklade je inym spravnym rieSenim zrusit obe ulice vediice z krizovatky ¢islo 3. Vsimnite si, Ze nie je
potrebné zrusit najmensi mozny pocet ulic.

V druhom priklade rieSenie neexistuje, kedze z krizovatky 1 vedie jedind ulica a nesmieme ju zrusit.

V tretom priklade je jedinym rieSenim nezrusit Ziadnu ulicu.
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A-1-2  Cyklisticky zavod

Toto je prakticka tiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny program.

V kopcoch nad Kocurkovom sa nachadza kopec cesticiek pre horské bicykle. Kazda cesticka mé vyznaceny smer,
v ktorom sa po nej smie ist. (Celné zrazky bicyklov st fakt neprijemné.) Na kazdej cesticke st dve stopy pre
bicykle, aby mohli dvaja kamarati ist vedla seba — alebo spolu zavodit.

Danka a Samko sa pri pive pohédali, kto z nich je lepsi cyklista. Rozhodli sa, Ze to vyrieSia zdvodom. Samko
vyberie nejakl uzavretd trasu (teda taku, ktord skoné¢i tam kde zaéinala) a kto ju prejde skor, ten vyhra.
Réno pred stufazou si vSak Danka uvedomila, Ze v tom méze byt hacik. BeZne sa totiz stéva, Ze kvoli réznym
terénnym nerovnostiam je lava stopa na cesticke ina¢ dlh4 ako prava. Co ak t4 potvora Samko vyberie taki
trasu, na ktorej bude jedna stopa dokopy vyhodnejsia ako druh&?

Pomézte Danke zistit, ¢i jej Samko moze vyviest takuto galibu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu su ¢isla n a m: pocet krizovatiek a pocet cesticiek. Krizovatky st ocislované od 1 po n.
Zvysok vstupu tvori m riadkov, kazdy z nich popisuje jednu cesticku. Popis cesticky mé tvar ,x; y; {; 7. Cisla
x; a y; su &isla krizovatiek odkial a kam této cesticka vedie. Cisla [; a r; udavaju dizku Tavej a pravej stopy pre
tato cesticku. Pre kazdu cesticku plati, Ze xz; # y;. MoZe existovat viacero cestifiek s tou istou dvojicou (x;,y;).
Cesticky st oc¢islované od 1 po m v poradi, v ktorom st zadané na vstupe.

Ak existuje okruzna trasa, ktorej fava stopa mé v stéte int dlzku ako prava stopa, Tubovolni jednu takito trasu
najdite a vypiste. Presnejsie, vypiSte jeden riadok a v fiom postupnost ¢isel cesti¢iek v poradi, v akom leZia na
trase. Ak také okruzné trasa neexistuje, vypiste namiesto toho jeden riadok a v iom ¢islo 0.

Upozoriujeme, ze trasa smie aj viackrat prechddzat tou istou cestickou.

Obmedzenia a hodnotenie

Odovzdané riesenie bude otestované na desiatich sadach vstupov, za kazdu je bod.
Vo vsetkych vstupoch plati 2 <n < 1000000, 1 <m <1000000, 1<uz;,y; <n a 1<l;,r; <1000.

V sadach 1, 2 a 3 plati n, m < 20.

V sadéch 4 a 5 plati, ze existuje nanajvys 6 krizovatiek so stupniom viac ako 2. V sade 4 navyse plati m < 1000.
(Stupen krizovatky je pocet vchadzajucich plus podet vychadzajucich cesticiek.)

V sadach 6 a 7 plati n,m < 1000.

V sadach 6 a 8 plati, Ze z kazdej krizovatky sa po cestickéch d4 dostat na kazdu int krizovatku.

Priklady
vstup vystup vstup vystup vstup vystup
145 33 0 32 0
1211 1211
2312 2312
3121

AR N W N R
[ T NN N ICN

N =
Rt

Vystup v prvom priklade popisuje okruh z krizovatky 1 cez krizovatky 2 a 4 spét na krizovatku 1. Lavé stopa
tohto okruhu ma dlzku 1+41+1, zatial ¢o prava 1+41+2. Iné spravne vystupy sii napr. ,4 51 a ,1 2 3 1 4 5%

V druhom priklade v podstate existuje len jediny okruh tvoreny ulicami 1, 2 a 3. Danka a Samko na nom moézu
spokojne sutazit, kedZe obe jeho stopy st v stucte rovnako dlhé. V tretom priklade sa nedd navrhnut vobec
ziadna okruzna trasa. Tym skor neexistuje ziadna okruzna trasa na ktorej by sa lisili dlzky stop.
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A-1-3  Trojuholnik

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formate PDF, obsahujuci rieSenie,
spliiajiice poziadavky uvedené v pravidlach. Kazda podiiloha je hodnotena samostatne, nie je nutné ich riesit v
uvedenom poradi.

Na vstupe je n bodov v rovine (pri¢om n > 3). Ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke. Spomedzi vietkych
trojuholnikov, ktoré maju vrcholy v zadanych bodoch, najdite ten, ktory ma najmensi obsah.

Pri pisani svojho programu mozete predpokladat, Zze vSetky vypocty s redlnymi ¢islami st presné. Nemusite sa
teda zaoberaf zaokrihlovacimi chybami, ktoré by vznikali v praxi.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je ¢islo n.

V kazdom zo zvysnych n riadkov su dve celé Cisla x; a y;: siradnice jedného z bodov.

Na vystup vypiste tri riadky a v nich stiradnice vrcholov trojuholnika s najmensim obsahom.

Obmedzenia a hodnotenie

Za rieSenie s Gasovou zlozitostou kubickou od n mozete ziskat nanajvys 4 body.
Za Tubovolné riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n? logn) mozete ziskat 10 bodov.

Priklady
vstup vystup

4 00

00 0 10

0 10 10 10

18 (1’0 Vietky Styri trojuholniky majii rovnaky obsah, vypi-

sat mozeme lubovolny z nich.

vstup vystup

5 00

00 01

100 100 20

-100 -30

20

01
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A-1-4  Online algoritmy

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte siubor vo formate PDF, obsahujuci rieSenie,
spliiajiice poziadavky uvedené v pravidlach. K tejto tilohe patri studijny text uvedeny na nasledujticich stranach.
Odporticame najskor precitat ten a az potom sa vratit k samotnym sttaznym tilohdm.

Dvaja zlodeji maju vrece s lupom. Vo vreci je n predmetov. Brali ich potme, takZe o nich ni¢ nevedia. Zlodeji
si tento lup teraz ida rozdelit. Robia to tak, ze vZdy vytiahnu z vreca jeden predmet, pozru sa na jeho cenu a
rozhodnt sa, kto ho dostane. Zlodeji by si chceli veci rozdelit ¢o najviac rovnomerne. Presnejsie, ich cielom je,
aby sucet cien na drahsej képke bol ¢o najmensi.

Podiloha A (2 body): Dokézte, ze algoritmus, ktory d4 vSetky predmety jednému lupicovi, je 2-kompetitivny.
Podiloha B (4 body): Néjdite 3/2-kompetitivny algoritmus pre tento problém.
Podiloha C (4 body): Dokazte, ze ziadny algoritmus pre tento problém neméze byt lepsi ako 3/2-kompetitivny.

Studijny text: online algoritmy

V tlohéach nasej olympiddy sa zvicSa stretnete s tlohami, v ktorych dostanete naraz cely vstup a z neho
maéte vypocitat optimalny vystup. V praxi sa vSak obcas vstup dozvedame postupne a nas algoritmus musi uz
priebeZne robit nejaké rozhodnutia. Takymto problémom hovorime online problémy.

Priklad: Strankovanie

Pocita¢e maji len obmedzené mnozstvo fyzickej pamite. Aby na nich mohlo bezatf viac procesov naraz, riesi sa
Ze programy spotrebuju virtudlnej pamite viac ako je dostupnej fyzickej, prichddza nasledne k swapovaniu:
vzdy, ked nejaky program potrebuje pristupovat ku svojej paméti, presunieme prislusny kus tdajov do fyzicke;
pamite. Ak je ta ale uz plna, musime najskor uvolnif nejaké miesto v nej.

My sa podrobnejsie pozrieme na jeden konkrétny sposob, ako robit takato spravu pamite. Pojde o tzv. strdnko-
vanie. Fyzick pamit (napr. RAM) si rozdelime na k rovnakych kusov nazgyvanych strdnky. Hodnotu k budeme
povazovat za pevne zvolent konstantu. Vo virtudlnej pamiiti (napr. na pevnom disku) méme priestor pre Tubo-
volne vela strdnok. Stranky vo virtudlnej paméti si oznadime prirodzenymi ¢islami.

Nasa tloha teraz bude vyzerat nasledovne: Predpokladajme, Ze na zaciatku je celd fyzickd pamit prazdna.
Postupne nam budi chodif poziadavky. Kazda poziadavka bude tvaru ,virtudlnu stranku a; treba dat do
fyzickej pamite”. Ak tam tdto stranka momentdlne uz je, nemusime robit ni¢, ak tam nie je, musime na nu
spravit miesto (ak uz je fyzickd pamét plnd, niektort strdnku z nej odswapovat na disk) a nasledne ju tam
nahrat. Toto je pomalé, preto by sme radi minimalizovali pocet nahrati stranky do fyzickej pamiite.
Priklad: Uvazujme situaciu v ktorej mame len k = 2 stranky fyzickej paméte. Postupne nam pridu poziadavky
7, 2, 3, 2. Jedna moznost, ako ich modzeme spracovat, vyzerd nasledovne:

1. Potrebujeme virtudlnu stranku 7. Nahrame ju do fyzickej paméte na prva poziciu.
Fyzickd pamif teda vyzerd nasledovne: (7, nic).
2. Potrebujeme virtudlnu strénku 2. Nahrame ju na druht poziciu. Fyzickd pamét: (7, 2).
3. Potrebujeme virtudlnu strénku 3. Odswapujeme stranku 7 a nahrame stranku 3. Fyzickd pamét: (3, 2).
4. Potrebujeme virtudlnu stranku 2. T eSte stdle mame vo fyzickej pamiti, nemusime teda nié robit.

Dokopy sme teda 3x museli nahravat strdnku do fyzickej paméite. VSimnite si, Ze ak by sme v kroku 3 namiesto
virtualnej stranky 7 vyhodili virtualnu stranku 2, museli by sme stranku do fyzickej paméte nahrévat az 4x.
Ktory online algoritmus je lepsi?

Zamyslime sa eSte nad prikladom, ktory sme prave videli. Keby sme vopred poznali celtl postupnost poziadaviek,
je zjavné, Ze by sme si vybrali prvé riesenie — to, ktoré potrebovalo len trikrat nahravat strdnku. Problém je ale
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v tom, Ze ju nevieme. Ked prisla tretia poziadavka, musime sa hned vtedy rozhodnut, ktora stranku z fyzickej
pamite vyhodit. A nech sa rozhodneme akokolvek, vzdy bude mozné, ze ako dalsia pride zrovna t4 poZziadavka,
ktora nam to celé pokazi. Online algoritmy teda vo vSeobecnosti nebudu vediet zarudit, Ze zostroja optimalne
rieSenie.

Ked chceme porovnat dva online algoritmy, potrebujeme vediet nejak odmerat, ktory z nich je lepsi. Intuitivne
by sme cakali, Ze lepsi bude ten, ktory sa od optiméalneho rieSenia bude menej 1isit. Ako ale tuto intuiciu zachytit
formélnou definiciou?

Podobne ako pri ¢asovej zlozitosti, aj tu sa ststredime na najhorsi pripad: bude nds zaujimat kolkokrdt horsie
moze byt rieSenie vyrobené online algoritmom v porovnani s tym, ktoré by vyrobil offline, teda ,vSevedici®,
algoritmus pre ten isty vstup.

UvaZzujme optimalizaéné problémy, v ktorych je nasim cielom minimalizovat hodnotu riesenia. Majme konkrétny
online algoritmus. Pre dany vstup v si ozna¢me ALG(v) hodnotu rieSenia, ktoré vyrobi on, a OPT(v) hodnotu
rieSenia, ktoré by vyrobil optimalny offline algoritmus. Ak existuje redlna konStanta c takd, Ze pre uplne vSetky
v plati ALG(v) < ¢- OPT(v), tak hovorime, Ze nas online algoritmus je c-kompetitivny. A samozrejme, ¢im je
c blizsie k 1, tym je ten algoritmus lepsi.

Poznamka o determinizme

Vyssie uvedent definiciu a aj analyzu konkrétnych algoritmov by nam vyrazne skomplikovalo, keby sme im
dovolili pouzivat ndhodné ¢isla. KedZe vas tym nechceme trapif, pouzivanie ndhody pre istotu tplne zakiZzeme
a budeme sa zaoberat len deterministickymi algoritmami. Podotykame, Ze taktiez je zakdzané pouzivat generator
néhodnych &isel pri rieseni zadanych stifaznych tloh.

Algoritmus ,,zasobnik*

Stéle sa zaoberame problémom strankovania, ktory sme si popisali vyssie. V tejto Casti sa pozrieme na konkrétny
online algoritmus. Bude velmi jednoduchy: vzdy, ked je fyzicka pamét plné a algoritmus do nej potrebuje nahrat
stranku, ktora tam nie je, tak vyhodi t stranku, ktora tam je najkratsie.
Je tento algoritmus c-kompetitivny pre nejaké ¢? Ukazeme si, Ze nie.
Vsimnime si vstup dlzky n > k ktorj vyzera nasledovne:

1,2 ..., k=1 k k+1, k k+1, ..., k k+1,
Co spravi algoritmus ,,zasobnik“ pre tento vstup? Prvymi k poziadavkami si zaplni fyzickd paméit a potom bude
na striedacku vyhadzovat stranku k a k+ 1 a nahrddzat ju tou druhou. Dokopy teda bude nahrévat stranku do
fyzickej paméte az n-krat (¢ize v uplne kazdom kroku).
Ako vyzeré optimélne rieenie pre tento isty vstup? Zjavne po rovnakych prvych k krokoch sta¢i v (k+1). kroku
vyhodif z pamiite lubovolni stranku ind ako k. Od tej chvile uz budeme mat vo fyzickej pamiiti aj stranku k,
aj stranku k + 1, a teda uZ nebudeme potrebovat nikdy ni¢ dalSie nahravat. Dokopy teda nahrame stranku do
fyzickej pamite len (k + 1)-krat.
No a teda tento algoritmus nemoze byt c-kompetitivny pre ziadne realne c, lebo ¢im vicsi vstup zoberieme, tym

.....

vieme mu to vyvrétit napriklad tak, ze zoberieme vstup vyssie popisaného tvaru v ktorom n = 1001(k + 1).

Algoritmus ,fronta“

Pozrime sa teraz na druhy velmi jednoduchy algoritmus. Od algoritmu ,zasobnik“ sa 1i3i len v tom, Ze vzdy,
ked potrebuje uvolnif miesto vo fyzickej paméti, vyhodi t stranku, ktorit mé vo fyzickej pamiiti najdlhsie.
Dokézeme si, ze algoritmus ,fronta“ je k-kompetitivny.

Uvazujme Tubovolny vstup. Nech optimélne rieSenie nahrava nejak stranku do pamiite presne m-krat, a nech
je to po poziadavkach s indexmi 41, ...,%,. (VSimnite si, Ze nutne plati i1 = 1, kedZe na zadiatku je pamit
pradzna a teda prvi pozadovant strdnku do nej musime nahrat.)

Rozdelme si teraz vstup na m tsekov, pri¢om j-ty tsek tvoria poziadavky s ¢islami i; az i;41 — 1. (Posledny
usek je od i, po koniec vstupu.)

Vsimnime si, Ze Gseky mozu sice byt lubovolne dlhé, ale v kazdom tseku sa moéze vyskytovat len nanajvys k
roznych stranok. Totiz kedze podas j-teho tiseku optiméalny algoritmus nahrava do pamiite nova stranku len v
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kroku i;, musia vSetky poziadavky v tomto tseku byt len na tie stranky, ktoré ma nas optimalny algoritmus
prave v pamati po spracovani poziadavky s indexom ¢;.

To ale znamena, zZe algoritmus ,fronta® pocas spractvania tohto tiseku nahra stranku do paméite nanajvys k-
krat. Totiz pocas spractivania tiseku stretneme poziadavky na nanajvys k roznych stranok, a lahko nahliadneme,
7e kazdu z nich pocas spracuvania tseku nanajvys raz nahrame do pamiite. Pre¢o? Lebo na to, aby ndm pri
pouziti algoritmu ,fronta“ nejakd stranka z paméte vypadla, potrebujeme po nej nahrat do pamite inych k
stranok, a to pocas tohto tiseku nenastane.

Inymi slovami, na lubovolnom vstupe, na ktorom optiméalny algoritmus nahréva stranku do pamite m-krat,
nahréava algoritmus ,fronta® stranku do paméte nanajvys km-krat. A z toho priamo podla definicie vidime, Ze
algoritmus ,fronta® je k-kompetitivny.

Optimalnost algoritmu ,,fronta*

V tejto Casti si dokdZeme, Ze pre online problém strankovania nemoze existovat lepsi ako k-kompetitivny algo-
ritmus — a teda ze algoritmus ,fronta“ je v tomto zmysle optiméalnym online algoritmom.

Uvazujme Uplne lubovolny deterministicky online algoritmus pre problém strankovania. Zaéneme tym, ze Spe-
cidlne pren zostrojime vstup, ktory ho donuti velakriat nahravat stranku do pamite.

Vstup budeme zostrojovat priebeZne pocas behu samotného algoritmu. Prvych k poZiadaviek budu stranky s
¢islami 1 az k. Kazda dalsiu poziadavku zvolime nasledovne: pozrieme sa na to, ktorych k strdanok mé nds
algoritmus préve v pamiti, a ako poziadavku mu zaddme najmensie ¢éislo stranky, ktortt v paméti nema. (Kvoli
neskorsej analyze si vS§imnite, Ze toto ¢islo bude zjavne vZdy z rozsahu 1 az k + 1.)

Zjavne k Tubovolnému online algoritmu a ¢islam n a k vieme takto zostrojit jeden konkrétny vstup dizky n, pre
ktory tento online algoritmus bude musiet nahrévat stranku do pamite v tplne kazdom kroku. Pre tento vstup
v teda plati ALG(v) = n.

Co vieme povedat o hodnote OPT (v)? Uvazujme nasledovny (nie nutne optimalny) offline algoritmus: Prvych
k krokov mé vynutenych, rovnako ako v predchddzajicom rieseni musi nahrat do paméte stranky s éislami 1
aZz k a zatial nemd zmysel ziadnu z nich vyhadzovat. Od tohto okamihu bude nés offline algoritmus postupovat
nasledovne: vzdy, ked treba nejakd stranku z pamite vyhodif, pozrieme sa do budicnosti na k poziadaviek
zacinajic prave spractivanou a vyhodime z pamiite lubovolnu stranku, ktord sa medzi nimi nenachddza.
Vsimnime si, ze v poziadavkach, ktoré spractivame, sa pouziva len k+ 1 réznych stranok. Preto vzdy v okamihu,
ked nejakt stranku z pamite vyhodime a nahradime inou, budeme mat v pamiéti vSetkych k stranok injych od
tej prave vyhodenej. To ale znamend, ze vzdy, ked nas algoritmus vyhodi z pamite stranku, ktort k krokov
nebude potrebovat, tak méa v pamiiti vSetky stranky, ktoré potrebovat bude. Inymi slovami, vySSie popisany
algoritmus pre nas vstup v vZdy po nahrani strdnky do pamiite bude mat aspoii k& — 1 krokov, pocas ktorych
zarucene do pamiite ni¢ nahravat nebude.

Inymi slovami, na vstupe dizky n tento offline algoritmus nahra do pamiite stranku nanajvys (k + [(n —k)/k])-
krat. A kedZe optimélny algoritmus je aspoii taky dobry ako hocijaky iny, plati OPT'(v) < k + [(n — k)/k].
Plati teda:

ALG(v) S n S n o on+ kP -k e (1 k2

OPT(w) ~ k+[(n—k)/k] = (n+k2)/k n+k2 n+ k2
Vsimnite si, Ze pre dostato¢ne dlhé vstupy (t.j. dostato¢ne velké n) bude vyraz na pravej strane nadobudat
hodnoty Iubovolne blizke k. To ale znamen4, Ze ziaden online algoritmus pre problém strankovania nemoze byt
c-kompetitivny pre ziadne ¢ < k, ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat.
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