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B-1l-1 Vystavba v Egypte pokracuje

Na zisk troch bodov staéilo implementovat postup uvedeny v zadani a po jednom posielat lode do prislusnych
miest. Takéto rieSenie je vSak pomalé, kedZze zadané hodnoty st pomerne velké.

Pre jednoduchost najprv vyrieSme tlohu, v ktorej nam stac¢i odpovedat na jedint otazku, ktora si oznac¢ime k.
sme sa ku k dopocitali rychlejsie. K tomu si potrebujeme vSimnut niekolko uzitoénych vlastnosti.

Zoberme si mesto i, ktoré potrebuje x; dodavok kamena. Kedy vysleme do tohto mesta prvi lod? Vtedy, ked
dostatocne vyhovieme vSetkym mestdam, ktoré mali vicsie poziadavky. Ak totiz akékolvek iné mesto vyzaduje
viac ako x; dodévok, bude uprednostnené pred mestom i. A zaroveri, do Ziadneho mesta s mensou poziadavkou
ako z; lod urcite nepodjde.

Z tohto vyplyva, ze dodavky do miest sa snazia postupne vyrovnat. Na zaciatku pojdu vsetky dod4vky do mesta
s najvicsou hodnotou z; az kym sa tato hodnota nevyrovna druhému najvicsiemu ¢islu. Od tohto momentu
uz musia dodéavky ist do oboch miest — vzdy ked posleme dodavku do jedného, to druhé bude maft najvyssiu
aktualnu potrebu. Takto sa ich hodnoty x; dostand na troven mesta s tretou najvic¢sou hodnotou atd.
Postupne nam teda pribadaji mestéa, do ktorych je nutné posielat zésielky kamelia a to v poradi na zéklade
ich hodnét x;. Pre jednoduchost si predstavme, Ze hodnoty z; st zadané v zostupnom poradi, teda mesto
1 potrebuje najviac kamena, mesto n najmenej. Ak zaéneme postupne posielat lode, budi sa ndm postupne
znizovat prvé z tychto hodnoét. V nejakom momente sa prvych ¢ hodnot bude rovnaft &islu ;.

Vieme, Ze od tohto momentu sa budi zésielky posielat do tychto miest, az kym ich hodnota nedosiahne hodnotu
z;4+1. Takychto zasielok bude presne (z; — x;y1) - ¢, ¢0o mdze byt potencialne velké ¢islo a ak je medzi nimi nasa
k-ta lod mo6zeme mat problém. V skutoc¢nosti si vSak moézeme v8imnut, Ze tieto lode st vysielané vo velmi
pravidelnom poradi. KedZze vSetky potrebuju aktudlne rovnako vela zasielok (z;), zvoli sa to z nich, ktoré malo
povodne najvyssiu potrebu (a v pripade rovnosti to s najmensim ¢islom), ¢o je v nasom zjednodusenom pripade
urcite mesto 1. Jeho hodnota v8ak nésledne klesne, pri dalsom naklade ho teda neuvazujeme a vyhra mesto 2.
A po tiom 3,4...1.

V tomto momente sii hodnoty vSetkych prvych ¢ miest rovné x; — 1, sme preto v podstate v Uiplne rovnakej
situdcii a posielanie bude opét v poradi 1,2,3...7. Vdaka tomu, Ze sa posielanie takto systematicky opakuje
vieme jednoducho zistif, do ktorého mesta ide pozadovana lod. Ak by sme napriklad chceli vedief, do ktorého
mesta pojde p-ta takto vysland lod (teda nie od zaciatku, ale od momentu, ked bolo prvych ¢ hodnét rovnych
z;), staéi jednoducho vypisat hodnotu ((p — 1) mod ¢) + 1, kde mod oznacuje zvysok po deleni.

V naSom zadani je to o ¢osi komplikovanejsie — hodnoty x; nemusia byt usporiadané. Staci vsak, ak si ich po
odpovede si eSte budeme musiet pamiitat, ktord hodnota v usporiadanom poradi patrila ku ktorému mestu,
inak je vSak rieSenie totozné.

Na otdzku, do ktorého mesta bude vysland k-ta lod, teraz vieme odpovedat nasledovne. Postupne sa budeme
pozerat na to, kolko lodi musime vyslat, kym sa potreby prvych ¢ + 1 miest buda rovnat hodnote ;1 (pred-
pokladajie, Ze hodnoty x; st usporiadané), ak vieme, Ze prvych ¢ hodnét je rovnych ;. Zac¢iname hodnotou
i = 1. Vieme, Ze tento poCet je p = (x; — x;41) - i. Ak plati, ze k& < p hladand lod je medzi nimi a pdjde do
mesta ((k —1) mod i) + 1. V opa¢nom pripade mézeme tychto p lodi ignorovat a pokracovat s dalsou hodnotou
1. Samozrejme vSak tento pocet odéitame od k, kedze v dalsej varke lodi uz nehladdame ta k-tu, ale (k — p)-tu.
V okamihu ako mame hodnoty x usporiadané, tak ¢asova zlozitost takéhoto riesenia je O(n) — pre kazdé mesto
spravime zopar poctovych operacii.

Rozsirenie o odpovedanie na viacero otdzok samozrejme nemozeme spravit tak, Ze tento postup budeme opako-
vat, pretoZe by sme dostali zlozitost O(n-¢). Namiesto toho si vzostupne usporiadame aj vSetky poloZené otazky
a ako prechddzame jednotlivymi hodnotami ¢ snazime sa najprv odpovedat na prva este neodpovedanu otazku.
Ak je jej hodnota vicsia, musia byt viicsie aj vSetky dalSie a mozeme sa posunit dalej. V opacnom pripade
odpovieme na tuto otazku a skontrolujeme aj dalsiu v poradi. Dokopy odpovieme na kazdu otédzku préve raz a
Casové zlozitost takéhoto riesenia bude O(n + g).

Samozrejme, pri odhade zlozitosti nemo6zeme zabudnit na to, ze hodnoty x a k sme museli usporiadat. Vysledna
Casové zlozitost je teda O(nlogn + qlogq).
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Listing programu (Python)

n = int (input ())
X = list (map(int, input().split()))
potrebny_kamen = [ (X[i], i + 1) for i in range(n) ]

# pridaj umele mesto na zastavenie prehladavania

potrebny_kamen.append ((0, n+47))

# usporiadaj prvky klesajuc podla poctu (preto minus), stupajuc podla poradia
potrebny_kamen.sort (key=lambda mesto: (-mesto[0], mesto[l]))

g = int (input())

K = list (map(int, input () .split()))
otazky = [ (K[i], 1) for i in range(q) ]
# usporiadaj otazky

otazky.sort ()

print (potrebny_kamen)
print (otazky)

posledna_lod = 0

posledna_otazka = 0
vysledok = [0] * g
for i in range(n):
zmensenie = potrebny_kamen[i] [0] - potrebny kamen[i + 1][0]
lode_v_iteracii = (i + 1) * zmensenie
print (i, posledna_lod, lode_v_iteracii)
while posledna_otazka != g and otazky|[posledna_otazka] [0] <= posledna_lod + lode_v_iteracii:
otazka = otazky[posledna_otazka]
vysledok[otazka[l]] = potrebny_kamen[ (otazka[0] - posledna_lod - 1) % (i + 1)][1]

posledna_otazka += 1
posledna_lod += lode_v_iteracii

print (xvysledok, sep='\n’)

B-11-2 Generator prikladov

RieSenia hrubou silou

Prv{m pozorovanim je, 7e pokial dovolime iba gulaté zatvorky, tak vietky spravne uzatvorkované vyrazy dizky
n maji n/2 otvaracich a n/2 zatvaracich zétvoriek. Nasledujtaci dobre uzatvorkovany refazec vieme potom
hrubou silou najst napriklad tak, Ze vygenerujeme vSetky permutéacie zatvoriek, usporiadame ich, nidjdeme tu
zo vstupu a pozrieme sa, akd nasleduje.

Pamiitova zlozitost tohto rieSenia je O(n). Casové zlozitost tohto riesenia je rovnad poc¢tu permutacii, ktoré
otestujeme. Mohlo by sa tak zdat, Ze tak dostédvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n!), nie je tomu ale tak.
Dobrym argumentom je, Ze na pocet vSetkych permutécii, ak mame iba dva rdzne prvky sa mozeme pozriet tak,
7e sa na kazdom mieste rozhodujeme, ¢i nan dame otvaraciu alebo zatvaraciu zatvorku a teda pocet permutéacii
je nanajvys 2". Potrebujeme ich eSte vSetky usporiadat. Kazdé porovnanie dvoch permutécii trva O(n) ¢asu, a
porovnani pri triedeni spravime rddovo 2" log(2") = n2". Dostévame teda ¢asovi zlozitost O(n?2m).

O ¢osi lepsie pouzitie hrubej sily je Ze postupne generujeme nasledujtice permutécie zadaného refazca, az kym
nevygenerujeme taku, ktord je dobre uzatvorkovana. (Napr. v jazyku C++ mame k dispozicii knizniént funkciu
next_permutation, ktord z danej permutacie vyrobi lexikograficky nasledujicu. To ndm implementéciu rieSenia
hrubou silou este viac zjednodusi.)

Ostéva vediet overit, ¢i je vyraz spravne uzatvorkovany. To vieme napriklad tak, Ze vyraz prechadzame zlava
doprava a pamétdme si pocet eSte neuzavretych otvéaracich zatvoriek nalavo od aktuélnej pozicie. V pripade, ze
narazime na otvaraciu zatvorku, pocitadlo zvysime, pri zatvaracej ho zase znizime. Chyba nastane, ak niekedy
chee poéitadlo ist pod nulu (zatvéracia zatvorka ktord nemd zodpovedajicu otvéraciu) a tiez ak plne na konci
nie je po¢itadlo na nule (prevysuji otvorené zatvorky, ktoré sme neuzatvorili). Tym mame v8etko ¢o potrebujeme
na riesenie za 3 body.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <stack>
#include <algorithm>
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using namespace std;

bool dobre_uzatvorkovane (const string& input)
{
int otvaracie = 0;
for (char x : input)
{
if (x == "(")
++otvaracie;
else
{
if (otvaracie == 0)
return false;
—-otvaracie;
}
}

return (otvaracie==0);

}

string next (string vstup)
{
while (next_permutation(vstup.begin(), vstup.end()))
if (dobre_uzatvorkovane (vstup))
{

return vstup;

return ”"-1";

}

int main ()

{
string vstup;
cin >> vstup;

cout << next (vstup) << ”\n”;

return 0;
}
Predchadzajtce rieSenie stacilo na vstupy, kde je vstupny retazec s krétky a zlozeny iba z gulatych zatvoriek. Pre
rieSenie malych vstupov, ktoré obsahuji aj hranaté zatvorky musime jednak vymysliet iné generovanie vSetkych
moznosti a tieZz overovanie, ¢i je postupnost dobre uzatvorkovani. Problémom v tomto pripade je, Ze vSetky
mozné spravne uzatvorkované refazce uz nie si iba permutécie, nakolko mozu obsahovat aj hranaté zatvorky.
Vhodnym pristupom recyklujicim ¢ast kédu a mys$lienku predchddzajiceho rieSenia je vyskusat vSetky moZné
pocty hranatych zatvoriek a overit vSetky permutécie pre dany pocet hranatych zatvoriek. Treba este domysliet,
ako overovat ¢i je refazec spravne uzatvorkovany. RieSenie sa nebude moc 1iif od predchadzajiceho. Okrem
podtu otvaracich zatvoriek si pocas prechodu overovanym refazcom budeme paméitat aj ich vzadjomnu polohu. To
vieme robif efektivne pomocou datovej Struktary zasobnik tak, Ze si do zdsobnika hadZeme otvaracie zatvorky.
Zatvéracie zatvorky porovnavame s poslednym prvkom, ktory sme vlozili do zasobnika a ak zatvorky typovo
sedia, odstranime otvaraciu zatvorku zo zasobnika a povazujeme ju za uzavretu.

Listing programu (C++)

bool dobre_uzatvorkovane (const string& input)

{

stack<char> s;

for (char x : input)
{
if (x == (" || x == "[’) // otvaracie zatvorky hadzeme na zasobnik
s.push (x);
else

{
if (s.empty())
return false;

if(x == ')’ && s.top() == [’ || (x == " (" && s.top() == "1"))
return false;
s.pop ()i

}
}

return s.empty(); // nezabudneme skontrolovat ci je zasobnik prazdny

}

string next (string vstup)
{

int n = vstup.size();
string zly_najvacsi(n, ’]’); // pomocny retazec, ktory je vacsi ako vsetko
string minimalny = zly_najvacsi;

for (int hranate=0; hranate<=n; hranate += 2)

{
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string curr = string((n-hranate)/2, ’ (') + string((n-hranate)/2, ")’);
curr += string(hranate/2, ’'[’) + string(hranate/2, "17);
do

if (dobre_uzatvorkovane (curr) && curr > vstup && curr < minimalny)
{

minimalny = curr;

} while (next_permutation(curr.begin(), curr.end()));

}

if (minimalny == zly_najvacsi) //nenasli sme ziadny vyhovujuci vyraz
return "-1";

else

return minimalny;
}
Este sikovnejsi sposob generovania vsetkych dobre uzétvorkovanych retazcov dlzky n, kazdého prave raz, vyzera
tak, ze vyskaSame obe moznosti pre prvii otvaraciu zatvorku, vietky moznosti pre dizku vyrazu, ktory je v tejto
zétvorke, vietky moznosti pre tento vyraz (rekurzivne volanie pre zvoleni mensiu dizku) a vSetky moznosti pre
vyraz nasledujici za tymto celym (druhé rekurzivne volanie pre taka dizku, aby sme dokopy dostali n).

Listing programu (Python)

def generuj(n):

# vrati vsSetky mozZné vyrazy z n parov zatvoriek
if n == 0:

yield "’
else:

for prva in [ " (O, "[]1" 1:

for dnu in range(n):
for vdnu in generuj(dnu) :
for vvon in generuj(n-1-dnu) :
yvield prval[0] + vdnu + prval[l] + vvon

n = int (input())
for kombo in sorted(generuj(n)):
print (kombo)

Efektivne riesenie pre gulaté zatvorky

Najskor sa pozrieme na riesenie jednoduchsej podulohy, teda budeme predpokladat iba pouZitie gulatych zatvo-
riek. Nasim cielom je vstupny retazec prerobit tak, aby sme dostali prvy lexikograficky véési dobre uzatvorkovany
refazec. Predstavme si, Ze ako vstup dostaneme napr. refazec s = ((())). Je zjavné, ze musime nejaki zatvorku
zmenit aby sme dostali iny refazec. Predstavme si, ze mame dve slova a a b, ktoré st v lexikografickom poradi
neskor ako s. Oznac¢me si prvé policko, na ktorom sa 1isi a a s ako k,. Podobne si oznac¢ime ako k; prvé miesto
kde sa lisi b a s. Uvedomme si, Ze na pozicii k, resp. k;, muselo prist ako v a tak aj v b oproti s k zmene otvéaracej
zatvorky na zatvaraciu. Inak by platilo, Zze a a b st v lexikografickom usporiadani skor ako s. Predpokladajme,
ze ko < kp. V tomto pripade si ale rozmyslite, Ze potom b je v lexikografickom poradi blizsie ku s ako a. Toto
pozorovanie nam hovori, Ze chceme pri prerdbani refazca zachovat ¢o najvicsi zaciatok slova s nezmeneny.

UkéZeme si to teraz na priklade. V pripade s = ((())) je nemoZné otocit prvi zatvorku. Druhi sa d4 vyme-
nif za zatvaraciu, ¢im dostaneme refazec zacinajuci () ..... Chceme to ale spravit? Ak by sme ju nechali na
pokoji, mali by sme refazec zacinajiaci ((...., a zjavne hocijaky takyto refazec je v lexikografickom poradi
skor ako (). .... Otazka teda je, ¢i eSte existuje nejaky dobre uzitvorkovany refazec zac¢inajici ((.... okrem
nasho aktuélneho. A skutoéne: mozeme v aktudlnom retazci zmenit tretiu zatvorku na zatvaraciu. Tym dosta-
neme refazec zacinajiaci (().... Takéto dobre uzatvorkované refazce skuto¢ne existuju. Ten, ¢o hladame, je
lexikograficky najmensi spomedzi nich.

Prisli sme teda na to, ze dalsi refazec v lexikografickom poradi chceme generovat tak, ze sa budeme snazit
nezmenit ¢o najdlhsi zadiatok retazca na vstupe. Pozrime sa teraz na to, ako najst prvi zatvorku, ktori moézeme
zmenit z otvdracej na zatvaraciu. To najjednoduchsie ¢o vieme robif je isf od konca a pre kazda otvaraciu
zatvorku sa opytat, ¢i je moZné ju zmenif na zatvaraciu. Naskytd sa teraz otdzka, ¢o ovplyviiuje to, éi moZzeme
zmenit zatvorku na pozicii ¢ z otvaracej na zatvéaraciu. VSetko napravo od tejto zatvorky moézeme zmenit, takze
to nijak neovplyviiuje nase rozhodnutie, ¢i mdzeme zatvorku vymenit. To ¢o nas ovplyviiuje je to, ako vyzerd nas
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retazec nalavo od zatvorky na pozicii i. KedZe chceme zmenit otvaraciu zatvorku na indexe i na zatvaraciu, musi
platif, Ze nalavo je aspoii jedna nesparovand otvaracia zatvorka. Co teraz dalej urobit? Ak sme nesparovanii
zatvorku otocili, madme uz garantované, ze nas refazec bude v lexikografickom poradi neskor ako povodny
retazec. To znamend, Zze uz chceme len dogenerovat zvysSok nového retazca tak, aby bol v lexikografickom
poradi ¢o najmensi. To urobime tak, ze za poziciu ¢ naukladdme najskor vSetky zostévajice otvaracie a az
potom vSetky zostavajuce zatvaracie zatvorky. Toto je zjavne lexikograficky najmensia zo vSetkych moznosti,
ako doplnit zvysok, a navySe vieme, Ze je korektnd, lebo kedZe najskor ddvame otvaracie zatvorky, neméze sa
nam stat, ze by niektora zatvaracia zatvorka nemala nalavo od seba svoj par.

Vo vyssie uvedenom priklade by sme teda zaciatok (()... nasledne doplnili na (() ()).

Casové zlozitost tohto riesenia je O(n) pretoze prejdeme vstupny refazec prave raz a na kazdom poli¢ku robime
iba konstantny pocet operécii. Pamétova zlozitost ostava O(n).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <stack>

using namespace std;

string next (string x)

{

int n = x.size(),
nezatvorene = 0; // dlzka vstupu a pocet neuzatvorenych zatvoriek nalavo
for (int i = n - 1; 1 >= 0; --1)
{
if (x[1i] == ’)’) // jednoduchy pripad, ideme dalej
{
t++nezatvorene;
continue;
}
else
{
--nezatvorene;
}
// zlozitejsi pripad, skusime otocit ’(’ na ')’
int volnych = n - i - 1; // kolko miesta mame napravo
int volitelne = volnych - (nezatvorene - 1); // kolko vieme vyuzit na ((...()...))

if (nezatvorene
o

1=
volitelne % 2 =

o

&&
0) // druha podmienka v skutocnosti nie je potrebna
{

int otvaracich = volitelne / 2;
string out;

out = x.substr(0, 1i);
out += 7)’;
out += string(otvaracich, ’ (') + string(n-i-l-otvaracich, ")’);

return out;
}
}

return ”"-1";

}

Vzorové riesenie

Myslienka vzorového rieSenia do velkej miery vyuziva pozorovania z predchadzajiceho riesenia. Zékladné pointa
ostéva zachovana: ¢im dlhsi zadiatok refazca zvladneme nechaf bez zmeny, tym lexikograficky mensi vysledok
dostaneme. Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni preto péjdeme od konca, kym nendjdeme prvé miesto, kde
refazec vieme zvicsit. Teraz este potrebujeme domysliet tri detaily:

e Ako spoznat, kedy moZzeme jednu zatvorku nahradif inou? (Toto bude trochu komplikovanejsie, ale bude
to nastastie zavisief len od situdcie, ktort vidime na danom mieste retazca. Detailne si to popiSeme nizsie.)

e Ak mame viac moznosti, ¢im zatvorku nahradit, ktora si vybrat? (Toto je jednoduché, preto to vyba-
vime rovno tu: ak mame viac vyhovujacich moznosti, vyberieme si najskorsiu z nich, ta zjavne vyrobi
lexikograficky mensi retazec ako tie ostatné.)

e Ked uz sme zatvorku nahradili inou, ako najlep$ie doplnit zvysok retazca?
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Pozrime sa na to, v ¢om je problém pri zmene zatvorky a dopliiani zvysku refazca. Ked sme mali len gulaté
zatvorky, stacilo nam vediet, kolko otvaracich a kolko zatvaracich zatvorieck mame doplnit a mohli sme to spravit
pazravo. Aj tu by sme chceli najradsej dopliiaf to isté, kedze gulaté zatvorky st ,v abecede“ skor, nie vidy to
vSak smieme urobif. To, ¢o mdZeme a nemozeme robit, totiz zévisi od toho, ako vyzerd nezmenend cast refazca
— presnejsie, aké otvaracie zatvorky v nej nie st uzavreté. Tie totiz niekedy treba uzavrief, a to v spravnom
poradi.

Toto ndm zéaroveri hovori jednu lahkd kontrolu toho, ktoré zmeny urcite nemodzeme robif. Urdite nemodzeme
zmenif ) na ], lebo t4 nova zatvorka nebude pasovat k tej otvaracej, ktort zatvarala ta stard. No a podobne,
ak chceme menit otvdraciu zatvorku na zatvaraciu, potrebujeme vediet, akého typu bola naposledy otvorend
otvéracia zatvorka, lebo préave ti musime zavrief. Nizsie uz budeme uvazovat len takéto zmeny (a eSte nizsie si
ukdzeme, ako ttto podmienku efektivne vyhodnotit).

nejakt korektnt moznost ako ju zvicsit. Teraz teda potrebujeme dve veci: v prvom rade vediet povedat, ¢i sa
vobec zvySok refazca dé nejak korektne doplnit, a ak dno, tak potrebujeme vediet, ktory zo vSetkych spésobov
doplnenia je lexikograficky najmensi.

Predpokladajme, Ze v ¢asti, ktort uz mame, je x neuzavretych otvaracich zatvoriek. Cely refazec méa parnu
dlzku, uzatvorené dvojice zatvoriek v hotovej ¢asti refazca maji parnu dizku, nedoplneny zvysok refazca ma
teda rovnaku paritu ako z. Ak ndm ostalo menej ako x znakov, retazec sa doplnif ned4 — nevieme zavriet vSetky
otvorené zatvorky. Ak ndm ostalo x a viac znakov, refazec sa doplnif d4 — napr. v sprdvnom poradi zavrieme
vSetky otvorené zitvorky a potom priddme tolko () kolko treba.

Ktoré doplnenie je ale lexikograficky najmensie? Zatvorky, ktoré doplnif musime, maju presny pocet aj poradie.
Vsetky st ale zatvaracie, a teda horsie ako otvéaracia zatvorka (. Chceme preto dat najskdr ¢o najviac (: ak ndm
ostava x + 2k znakov, tak si mozeme dovolit k takychto zétvoriek. No a zvySok retazca uz je teraz vynuteny:
najskor pride k kusov ) a na zaver x kusov zatvoriek, ktoré zavri vsetko ¢o eSte ostalo otvorené.

Ostéva uz len jediné: ako vediet povedaf, aké je x a v akom poradi méme zatvarat otvorené zatvorky? Toto
bude jednoduchejsie, ako by sme mozno ¢akali. Ako ideme sprava dolava a postupne ,gumujeme“ zatvorky,
tak okrem iného odstraiiujeme presne tie zatvaracie zatvorky, ktoré tam potom budeme musiet naspif pridat.
Presnejsie, pridat budeme musiet tie, ku ktorym sme nevygumovali aj zodpovedajicu otvaraciu zatvorku.
Poradie, v ktorom treba zatvaraf zatvorky nalavo, si vieme pekne pamitat v ddtovej Strukture zasobnik. Ako
prechddzame vstupny refazec odzadu a hladdme prvi vymenitelnt zatvorku, do zdsobnika si hddZzeme zatvaracie
zétvorky, ktoré sme stretli. Pokial natrafime na nejaka otvaraciu, mozeme uzatvaraciu zitvorku, ktort sme
naposledy vlozili do zasobnika, z neho vyhodit. (Tato dvojica musela tvorif par.) V kazdom momente kazdej
uzatvaracej zatvorke na zasobniku zodpovedd prave jedna otvaracia nalavo od naSej aktualnej pozicie, a to v
tom poradi, v akom ich méme na zasobniku.

Napriklad prechddzajme sprava retazec (() [() [()1]).V prvych tyroch krokoch stretneme zatvaraciu zatvorku
a dame ju na zasobnik. V piatom kroku stretneme otvéaraciu zatvorku (, odoberieme teda z vrchu zasobnika jej
par. Na zasobniku nam ostali, zhora dole, 1, ] a ). V Siestom kroku by sme spracovali [ a z vrchu zasobnika
odobrali 1. V siedmom kroku by sme na vrch zasobnika pridali ). V tejto chvili nespracovany zaciatok refazca
vyzera nasledovne: (() [(. No a na zasobniku mame prave tie pravé zatvorky, ktoré maji v nespracovanej casti
svoju lavt. Zhora dole st to ), ] a ).

RieSenie mozeme teda zhrnuf tak, Zze prechadzamé vstupny retazec od konca a snazime sa najst prva zatvorku,
predchédzajiceho rieSenia si nepamétame pocet neuzatvorenych zatvoriek nalavo ale si v pomocnej Struktire
pamitame ako ich douzatvarat tak aby to viedlo ku korektnému vyrazu. Casova a pamifova zlozitost tohto
rieSenia ostava O(n) tak ako v predchédzajiicom rieeni.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <stack>
#include <string>
using namespace std;

inline bool zatvara(char c) { return c == ')’ || c =="1"; }
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string next (string x)

{

string porad = ”()[1”; // lexikograficke poradie

int n = x.size();
stack<char> S;
string out;

for (int i = n - 1; 1 >= 0; —--1)
{
if (zatvara(x[i])) // upravime zdsobnik
S.push(x[1]);
else
S.pop();
for (int j = 0; J < 4; ++3)
if (porad([j] > x[i]
{ // chceme vaé&si znak
if (zatvara(porad[j])
{
if (S.empty() || S.top() != porad[j]
continue; // uzatvdrajica zatvorka nepasuje
S.pop () ;
else
S.push (porad[j + 1]); // uzatvarajica k Z[]]
int k = n -1 - 1i - S.size(); // velkost rezervy
if (k >= 0)
{
out += x.substr(0, 1i); // zachovame prefix
out += poradl[jl; // prvy zmeneny znak
out += string(k / 2, ' (') + string(k / 2, ")) ; // (((...(0)...))),

while (!S.empty ()
{
out += S.top();

S.pop () ;
return out;

}
if (zatvara(porad[jl))
S.push (porad([j]);
else
S.pop ()
}
}

return "-1";

}

int main()

{
string vstup;
cin >> vstup;

cout << next (vstup) << ”\n”;

B-11-3 Socialne diStancné preteky

V tejto ulohe ste pracovali so Specifickym grafom, ktory sa nazyva strom. Prave stromami totiz nazyvame suvislé
grafy, ktoré neobsahuji Ziadne cykly. Iahko sa d& dokdzat, Ze kazdy n-vrcholovy strom ma n — 1 hran a Ze
medzi kazdymi dvoma jeho vrcholmi vedie prave jedna jednoduché cesta. Stromy sa casto zobrazuja v takzvanej
zakorenenej verzii. Predstavit si to mozete tak, Ze strom zavesime za jeden vrchol a zvy$né popadaji pod neho.

©)

| zakorenenie za vrchol 9

069 @
®
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Takéto zobrazenie pouZijeme aj my. Samotny strom sa sice nijakym spésobom nezmeni, takato reprezentacia
ndm vSak pomdze uvazovat o lohe z iného uhla a ulah¢i ndm rieSenie. A aby sme si navzéjom rozumeli, zavedme
si nasledovné oznacenie (zodpovedajice tedrii grafov) — ndmestia volame vrcholy, ulicky st hrany.

Na vstupe zadany strom sme teda zavesili za jeden z jeho vrcholov (je jedno za ktory). Pozrime sa teraz na jeho
samy spodok. VSimnime si, Ze sa tam nachédza niekolko vrcholov, z ktorych sa uz neda dostat nizsie — vedie z
nich jedind hrana, a to k vys$Siemu vrcholu. Takéto vrcholy volame listy. Ak v niektorom liste nemoze zacinat
alebo konéit beZecka trasa, nemusime tento vrchol vobec uvazovat. Ziadna beZecka trasa cezeil totiZ nemdze
prechddzat, lebo by nemala ako pokracovat dalej.

Zaujimavé s teda iba listy, ktoré st vhodné ako jeden z koncov hladanej trasy. Samozrejme, moze sa stat, ze
tento list vo findlnom rieSeni nebudeme chciet pouzit, to vSak zatial nevieme, a preto mozeme uvazovat, ¢o sa
stane ak by v rieSeni predsa len bol. Kadial v takom pripade vedie beZzecka trasa? Ako sme si povedali, z listu
vedie prave jedna hrana (dohora), musi ist teda po tejto hrane, ktort si mozeme oznadit.

Vsetky listy sme teda vyriesili jednoznacne, pozrime sa teda o jednu troven vyssie. Tu nastéva niekolko réznych
pripadov.

Ziadna z dodola vedtcich hran nie je oznacena. V tomto pripade Ziaden z pod nim leziacich listov nemohol
byt koncom beZeckej trasy a ist do nich je uplne zbytoéné. Pri tomto vrchole teda mozeme postupovat rovnako,
ako keby bol sam listom. Ak v nom moZe koncit bezecké trasa, jedind moznost ako vedie je dohora a preto si
tiuto hranu oznacime. A ak ani v 1iom cesta kon¢if nemoZeme, modzeme ho ignorovat.

Prave jedna dodola vediica hrana je oznadeni a v tomto vrchole beZecka cesta koné&it nemoze. V
jednom liste mohla zacdinat beZecké trasa a nas teraz zaujima, Ze ak by sme ju chceli pouzit, kadial by viedla.
Zatial sa dostala do tohto vrcholu a musime sa rozhodnit kam ju poslat dalej. V§imnite si v8ak, Ze v skuto¢nosti
neméame na vyber. Vratit sa nemoZeme a ist do iného listu je zbytocné, lebo v nich beZecké trasa koncif nemoze
(inak aj ich hrana by bola oznacend) a iba by sme sa zasekli. MéZzeme teda pouzit iba jedint hranu dohora,
preto si ju oznacime.

Oznacené su aspon dve dodola vedace hrany, popripade je oznac¢ena prave jedna, ale v tomto
vrchole méze konéit beZecka cesta. Tato moznost sa vyznacuje tym, Ze ak by sme chceli, mohli by sme
vytvorit prave jednu celistvii beZeckd trasu. Ak dodola vedd asponi dve oznadené hrany, mozeme si vybrat
Tubovolné dve a spojit ich. Dostaneme tak bezeckt trasu z dvoch hran, ktora prechddza tymto vrcholom. Tak
isto vieme uzavrief trasu, ak je oznacend iba jedna hrana dodola ale samotny nas vrchol moézeme pouzit ako jej
druhy koniec.

Zaroven plati, z toho, ¢o vidime v podstrome aktualneho vrcholu, viac ako jednu trasu nevytvorime. Vsetky
mozné trasy totiZ prechddzaji cez nas aktualny vrchol a teda ak by sme Iubovolne vyrobili dve, kriZzovali by sa.
Poslednou otézkou je, ¢ sa nam oplati tito jednu trasu vytvorif. Co ak by sme namiesto toho viedli bezecki
trasu dalej dohora?

Uvedomme si vSak, Zze aj takto vieme ziskaf len najviac jednu bezeck trasu. Dohora vedie len jedna hrana
a tou moze pokracovat len jedna trasa. Ak teda nevytvorime jednu krétku beZzecku trasu hned, najlepsie, ¢o
sa nam moze stat, je, Zze niekedy v budicnosti vytvorime trasu dlhs$iu, ale tiez iba jednu. Celkovy pocet teda
bude rovnaky. Navyse, dlhsia trasa ndm potenciidlne moze zasiahnut do injych tras a obmedzit ich celkovy podet.
Oplati sa preto vytvorit bezeck trasu rovno teraz a tym paddom nechatf hranu vedtcu dohora neoznacent.

V tomto momente sme jednoznacne spracovali dalsiu troven vrcholov a mozeme sa posuntf vyssie. Tam si vSak
mozeme uvedomit, Ze vysSie uvedené podmienky nadalej platia. V skuto¢nosti je totiz jedno, ¢i dodola oznacéend
hrana vedie priamo do listu alebo len do nejakého nizsieho vrchola. Rovnakym spésobom teda postupujeme az
na Uplny vrchol a pritom iba podéitame, kolko beZeckych tras sme vytvorili.

Pocas tohto rieSenia raz spracujeme kazdy vrchol a raz kazda hranu dodola z neho. KedZe hran je dokopy n— 1,
je celkova Gasova zlozitost takéhoto riesenia O(n).

Sposobov implementéacie je viacero, ja som si vybral rekurzivny, kedZe sa velmi lahko implementuje, lebo po-
mocou jedného prehladévania zakoreni strom a zaroven spoc¢ita hladané hodnoty. Funkcia ries() dostane ako
parameter vrchol v a pre tento vrchol vypocita dve hodnoty — kolko najviac bezeckych tras viem vytvorit v
podstrome pod vrcholom v a ¢i je hrana vedica dohora z vrcholu v oznacena.
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Na to, aby som vedel tieto hodnoty vypodcitat, potrebujem vedief tieto isté odpovede pre vSetky vrcholy priamo
pod nimi. Nésledne spocitam vSetky bezecké trasy a pocet dohora oznacenych hran, ku ktorému pridam 1 ak
vo vrchole v moZzeme ukonéif trasu. Ak je tento pocet 2 a viac, priddm do celkového vysledku pre podstrom
v dalSiu trasu a hranu nahor neoznac¢im, v opa¢nom pripade pocet bezeckych trias nezvysim a hranu oznacim
podla toho, ¢i mam 0 alebo 1 oznacené hrany.

Listing programu (Python)

n = int (input ())
graf = [[] for i in range(n)]
for _ in range(n-1):
X, y = map(int, input () .split())
X y=x-1,y -1
graf [x].append(y)
grafly].append(x)

k = int (input())

vhodne = [False] * n

for x in input () .split():
vhodne [int (x) - 1] = True

navstivene = [False] *x n

def ries(vrchol):

navstivene[vrchol] = True
dokopy = 0
dohora = 0

for sused in graf[vrchol]:
if navstivene[sused]:
continue
podstrom = ries (sused)
dokopy += podstrom[0]
dohora += podstrom[1]
if vhodne[vrchol]:
dohora += 1
if dohora > 1:
dokopy += 1
dohora = 0
return (dokopy, dohora)

print (ries(0) [0])

B-11-4 Bitové operacie

Podualoha A: rotacia o tri doprava

Operécia = shr 3 spravi skoro presne to, ¢o chceme: posunie vSetky bity o 3 pozicie doprava. Len teda najpravejsie
tri bity stratime a na najlavejSie tri pozicie namiesto nich dostaneme nuly. Aby sme toto napravili, staci si tieto
tri bity zapaméitat, posuntf ich tiplne dolava a tam ich zase pridat.

Rotéacia o tri teda moze vyzerat napr. nasledovne: (x shr 3) or ( (x and 7) shl (B-3) )

Podidloha B: test pre rozdiel dvoch mocnin dvojky
Ako vyzera rozdiel dvoch mocnin dvojky zapisany v dvojkovej sustave? Napriklad:

000100000000
- 000000010000

000011110000

Lahko nahliadneme, Ze takyto vzor tam budeme mat vzdy: ¢isla, ktoré nas zaujimaji, st prave tie ¢isla, v
ktorych existuje prave jeden neprazdny tsek jednotkovych bitov.

Formaélne, Tahko overime, Ze 2% — 2V = 2V 4 2v+1 ... 4 97—1

(Tato rovnost mozeme Gitat oboma smermi: rozdiel lubovolnych dvoch mocnin dvojky je rovny stcétu nejakych
po sebe idtcich mocnin dvojky a naopak, kazdy takyto stacet je rovny rozdielu nejakych dvoch mocnin dvojky.)

Kontrolu, ¢ méme ¢islo takéhoto tvaru, modZeme spravit napriklad nasledovne:

strana 9 z 10 uloha B-II-4



Olympidda v informatike
http://oi.sk/

36. ro¢nik (2020/2021)
rieSenia krajského kola

kategoria B

e Nula nemé pozadovany tvar, ak mame nulu, rovno odpovieme, ze je zla.

e N&Smu éislu zmenime mu vSetky nuly za poslednou jednotkou na jednotky. Nadalej plati, Ze dobré ¢isla
su prave tie, v ktorych vsetky jednotky tvoria jeden suvisly tsek.

(Ak sme zac¢inali s dobrym ¢islom s hodnotou 2¢¥ — 2%, mame teraz ¢islo s hodnotou 2% — 1.)

e Pripocitame 1. Tym zmenime na konci ¢isla tsek tvaru ,,01111“ na tsek tvaru ,,10000%.

Z dobrého ¢isla sme prave dostali mocninu dvoch (alebo nulu ak pripoéitanie jednotky sposobilo pretece-
nie). Zo zlého ¢isla sme dostali ¢islo, ktoré ma nadalej aspoii dve jednotky.

Ukézkové implementécia v Pythonu-podobnom pseudokdde:

def je_rozdiel mocnin_dvojky (x):
if x == 0:
return False
X = X or (x-1)
x +=1
if x == 0: return True
return (x and (x-1)) ==

Poduiloha C: uréenie exponentov

Ak sme zacali z ¢isla x, ktoré zarucene bolo tvaru 2¥ — 2%, tak sme na konci rieSenia predchadzajicej podialohy
v premennej x dostali hodnotu 2¥. Podobne vieme izolovat aj hodnotu 2%, stac¢i si zapaméitat povodni hodnotu
x a odéitat ju od 2¢. Jediny krok, ktorj nam chyba, je dvojkovy logaritmus: z ¢isla tvaru 2% zistif hodnotu k.

Implementéacia tejto Casti rieSenia:

def zisti_exponenty (x):
dva_na_y = (x or (x-1)) + 1
dva_na_z = dva_na_y - X
y = log2(dva_na_y)

z = log2(dva_na_z)
return (y, z)

No a myslienku toho, ako implementovat logaritmus, sme uZ stretli v rieSeniach doméceho kola: pouZzijeme
bindrne vyhladdvanie. Jednu struénd implementaciu uviddzame nizsie:

def log2(k):

# predpokladame ze k > 0 je nejaka mocnina dvoch

lo, hi =0, B

# plati invariant, ze 2"lo <= k < 2"hi

while hi - lo > 1:
med = (lo + hi) // 2
if (1 shl med) <= k:
lo = med
else:
hi = med
return lo

Takéto rieSenie mé zjavne ¢asovi zlozitost O(logb), ¢ize logaritmickt od pocétu bitov v registri.
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