62. ro¢nik Fyzikalnej olympiady
v $kolskom roku 2020/2021
kategoria A — celostatne kolo
Riesenie teoretickych tiloh

1. Sikmy vrh
Riesenie:
a) Pre vystrel smerom nahor plati vzt'ah

y=Vyt- % gt?, odkial pre dopad y = 0 dostavame (Vm - % g tl] t, =0, ateda

1
Vo1 = 2 gt,, pre dané hodnoty vor~ 17,2 m-s™.
Dosiahnuta vyska

2 2
h, =v01% —%g (%) = % g (%J , pre dané hodnoty h; ~ 15,0 m.

Ak ma byt’ potrebna rychlost’ vystrelu co najmensia, musi byt najvyss§im bodom trajektorie gulky
vrchol chaty V.
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Obr. RA-1
Oznacené uhly na obr. RA -1
3n 3n 2w 3n 2n ®m
=— =108, y=n—-f=n—-—=—=72°, 6=f-y=———=— =36°
A= - Pr=5"5 5
Vodorovna stradnica vrcholu V chaty
a
XV = d + E

a vyska chaty y, =h, =a(siny +sins),

pre dané hodnoty hy ~ 10,0 m.
Vyska dosiahnutd v zvislom vrhu nahor h; je 0 5m véacsia ako vySka chaty hy, ¢o chlapca
posmelilo skusit’ prestrelit’ chatu ponad vrchol na druhu stranu.



b)  Vrchol trajektorie bod V chaty. Cas potrebny na dosiahnutie vrcholu ozna¢ime ty.

Rychlost’ vystrelu vo uréime pomocou vztahov

. 1 .
Xy =V, t, cosa, yV=hV=v0tVSIn0t—§gt2, Vyy =Vpsina —gt, =0.
: Sy Vo
Najprv vylucime Cas t,, =—=sina

2 2 2 2 2 ain2

vy . Vi tan“a vy . visinca 2
hy=-Lsina=————, x,=-2sinacosa=-"> _2hy

29 29 l+tan“ « g g

tana tana

Dalej vyla¢ime uhol a

1 g
vi=2gh +1J= X2 +4hZ),
0 =9t 2hv( v V)

odkial’

Vo = % (d +%j2+4h\2,] .

V predchadzajicej Casti sme ukazali, ze rychlost’ Vo je rasticou funkciou d. Ak chceme znizit Vo
na minimum, musime zmenSovat vzdialenost’ d. Stale plati poziadavka najvySSieho bodu
trajektorie totozného s vrcholom V. Pri zmenSovani d sa trajektoria priblizuje okraju strechy B.
Medzny pripad predstavuje prechod gul’ky bodmi B a V.

Stradnice bodu B st xg =d —acosy a yg=asiny.
Pre body B a V trajektorie mame

. 1,
Xg =Vom tg COSC, , szv(,mtBsmam—Egt,

] 1
Xy =Vom ty COSCy, Yy =Von ty SiNa,, —Egt\z,,

Vym =Vom SiNe, —0ty, =0.

Odtial’ mame

_ Vom Vom i 2 Vom o
t, =-sing,, , Yy, =-2"sin‘q,, X, =-2Using,, COSa,, .
g 29 g

Z geometrického tvaru profilu chaty pozname hodnoty yv, ys, Xv — Xg.
Pre rozdiely mame y,, —yg =asind a X, —Xg =acoso .
Pre Casy V jednotlivych bodoch potom mame
Xy —Xg _ AC0So
Vo COSQ,, Vo, COSCL,,

t, —tg =

_ 2Vp,Sina,,  acoso

g Vom COS &1,

ty +tg =21, —(t, —tg)
Pre rozdiel vySok bodov B a V dostdvame

Yv =Yg = (tv _tB)VOm sina, _%(tv _tB)(tV +tB)

a po dosadeni



acoss g acoss [Zv()msinam_ acoss j

Y=Y = ———VomSiNt, ——
VomCOSat, 2 Vg, COSa, g Vom COS

a po dosadeni za yv — Ys a Gprave

2
a cos o
V2. cos’a, 297 -

S uvazenim vzt'ahu pre maximalnu vysku

Vo Sin? e, =29y, =2gh, =2ga(siny +sind)

ur¢ime minimalnu zaciato¢nu rychlost’ vrhu

2
- cos*o . '
Vor =\/v§m cos’ a,, +Vi, Sin® a, quzga\/4sin5 +sing +siny

a uhol vrhu
2 - 2 - - -
Vi, SIn“ & 4(siny +sinod)sino
a,, =arctan | "———" —arctan ( . ) :
Vom COS” o, cos* o

Pre vzdialenost’ dm miesta vystrelu dostavame
a a 1 . a
d, =x, =~ = Vo COS a1 t, — 5 == (Vom €O, ) (Vom SiN &t ) — >
g

a po dosadeni

cos’ s, . ) 1
d =a siny +sind) — = |.
m \/ 5 (siny )5

sin
Pre dané hodnoty Vom ~ 15,2 m-s™, am ~ 1,17 rad =~ 67,0°, dm ~ 5,26 m.

Z vysledku Vo1 > Vom je zrejmé, ze delo je schopné prestrelit’ chatu ponad jej vrchol na druhu
stranu.



2. Pad v magnetickom poli

Riesenie:

a) Po uvolneni zacne Ccastica padat zvislo nadol pod
ucinkom tiazovej sily Fg=mg. Ked sa jej rychlost
zviacsuje, zaCne narastat’ sila Fn=qvx B, ktorou

magnetické pole pdsobi na Ccasticu, azaCne Casticu
vychylovat zo zvislého smeru kolmo na vektor B
a vektor v rychlosti pohybu, obr. RA-2. S poklesom
Castice jej rychlost’ narasta, a tym narastd aj magneticka
sila. Konkrétny tvar trajektérie dostaneme rieSenim
pohybovej rovnice.

b) Pohybova rovnica Castice je
ma=F,+F,=mg+qvxB.

Pre B=Be; (e; je jednotkovy vektor v smere 0si z)

i ) Obr. RA-2
vyjadrime zlozky zrychlenia
q
aX = Evy B \+)
a ayzg—ﬂvXB. 2
m
V oboch smeroch je pohyb nerovnomerne zrychleny. Rychlost’ ziskame integraciou zrychlenia
t t
vxzjaxdtzﬁj-vydtzﬁy (3)
0 m3 m
t B | B
a vyzfaydtzgt—q—fvxdt=gt—q—x. (@)
0 m 0 m

Rychlost’ vx dosadime do vzt'ahu pre zrychlenie ay
B’ B’
ay=y=g—(—q ) y , alebo V+(—q ) y=9, )
m m

¢o je diferencialna rovnica pre siradnicu Y.
Moznosti jej rieSenia je niekol’ko:

i)  Funkcia, ktora tejto rovnici vyhovuje, ma vSeobecny tvar

y=C+Asin(ot+a). (6)

Po dosadeni do diferencialnej rovnice, pricom ¥ = -’ Asin (a)t +a), mame
B\
—a’ Asin(ot +a)+(q—j [C + Asin(wt +a)} =g,
m
B m Y’
odkial’ dostdvame @ = 95 aC=g (—j = % @)
m gB w

Konstanty A a a uréime neskor zo zaciatocnych podmienok.



ii) Druhou moznostou je presuntit’ g na pravej strane na lavu stranu zavedenim pomocnej

BY BY m Y BY
suradnice W tak, aby (q—j y—g=[q—) y—(—J g =(q—J w=0,
m m gB m

2 2
kde w=y - L%j g apo zderivovani 2x W=y . Rovnica dostava tvar W+ (ﬁj w=0,
q m
gB

¢o rovnica harmonického kmitavého pohybu w= ASin(a)t+a), kde w=-—, ¢o je rovnaky
m

vysledok ako (6) a (7).
iii) Tretia moZnost' je rovnicu (5) zderivovat,, pricom Y=V, a Y =V, . Rovnica dostava tvar

2

. (9B PSR . i s, .

V,+| — | v, =0, €o je rovnica pre harmonicki ¢asovi zavislost' rychlosti vy
m

v, =A sin(wt+a').

Stradnica
t t
. A A'cosa’ A
=|v,dt=A"|sin(ot+a')dt=——/| cos(wt+a')—-cosa’ |=————cos(wt+a'),
y=[o, 0= Jsin(ot ot =2 [oos(ot-+) -cosa = FE - Leos(ot )
¢o mozno prepisat’ na tvar (6), ak Acﬂ:c, A= Aa a'+g=a.
@
Nech zvolime ktorukol'vek metodu, vysledok je
y:%+Asin(a)t+a).
1)
Stradnicu X ur¢ime z rovnice (4)
m m m m m
x=—gt——vy=—gt——a)Acos(a)t+a):—gt—Acos(a)t+a).
qB B qB qB qB

Ur¢ime konstanty A a a zo zaciatoénych podmienok t = 0, x =y = 0. Po dosadeni
x=0=Acosc. Pre A=0jecosa=0,atedaa=+n/2.

y=0=%+Asina. PreA>0jesina<0,tzn.a=-m/2a A:%.
w w

Pre suradnice tak dostavame

x=-3 (ot-sinot) a y=—_(1-cosot).
@ @
Vidime, Ze ide o superpoziciu rovnomerného pohybu vo vodorovnom smere s rychlostou v, = g
1)

a pohybu po kruznici s polomerom R = 9

5 Stredom v hibke yg = % a uhlovou rychlostou .

Pozn.: Podobne ako bod na kruhovej obruci, ktord sa pohybuje valivym pohybom po vodorovnej

rovinnej ploche. Vytvorena krivka sa nazyva cykloida.



Trajektoria sa sklada z oblikov, ktoré na seba nadvézuju vo vodorovnom smere, obr. RA-3. Cas,

za ktory Castica prejde jeden obluk T _2r_2mm

o QB

. Za tento Cas sa Castica posunie Vo

2
vodorovnom smere o L=vgT = 92n_ 2ng (ﬂj .
0 o B

2

2
Najnizsi bod trajektorie je v hibke y,, =2R =2 9 _ 29 [—] .
@

Obr. RA-3

Je moZné alternativne rieSenie, ktoré vychadza 7 nasledujiicej iivahy:

Uvazujme inercialnu vztaznu ststavu S', ktora sa pohybuje v smere 0si X rychlostou V =V ey.
V tejto sustave je pritomné indukované elektrické pole sintenzitou E'=V xB=-VBe,.
Rychlost’ V volime tak, aby sila tohto pol'a na ¢asticu Fe' = g E’ kompenzovala silu tiazovu, takze

mg=qVB=0,odkial V=19
gB

mg

V sustave S’ je zacCiato¢nd rychlost’ Castice (v Case t=0) v'=-V =——Bexa pohyb castice
q

uruje iba sila magnetického pola F'=qVv'x B, ¢o vedie na rovhomerny pohyb po kruZnici

s polomerom
RMV _ Mg
q B q2 BZ

!

a stredom v bode (X', ¥') = (0, R) uhlovou rychlostou @ = VE _48 .
m

Okamzita polohu vyjadruja stradnice
X'(t)=—Rsinwt
y(t)=R-Rcoswt.

Stradnice v povodnej vzt'aznej ststave s
X(t) =x'(t) +Vt=—Rsinwt + % =R (ot -sinot)

a yt)=y'(t)=R(1-cosat).

Zlozky rychlosti a zrychlenia dostadvame derivovanim vztahov pre stiradnice
v, (t) =x(t) =R (1-coswt) v, () = y(t) = wRsinwt
a (t) =V(t) = o’Rsin ot a,(t) =V, (t)=w’R coswt .

Z tychto vztahov uréime parametre pozadované v zadani T, L, ym a tvar trajektorie.
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Pozn.:
Ak zavedieme parameter a = w t, zapiSeme stradnice v tvare

X() =R (a —sina) y(@) =R (1-cosa),

¢o su parametrické rovnice cykloidy.

3. Magneticka indukcia

Riesenie:

Na dizke d medzi kontaktmi XY priameho tseku

vodita (obr. RA—4), ktory sa pohybuje kolmo na X B E

smer homogénneho magnetického pola B X
rychlostou v, sa indukuje elektromotorické napéitie F / D
(EMN) £=vBd. To sa votvorenom obvode
prejavi vznikom rovnako velkého -elektrického x |d
napitia na jeho svorkach a v uzatvorenom obvode Unc
indukovanym prudom li=£&/R, kde R je odpor v
celého uzatvoreného obvodu, vratane odporu A — > C v
vodica, v ktorom sa elektromotorické napitie \
indukuje. Y M
a) Ak ozna¢ime X posunutic vodia zo B
zaciato¢nej polohy zpolohy obsahujucej Obr. RA-4
stranu AF, je diZka vodi¢a medzi bodmi XY na
Sest'uholniku

d(x):a+2xtan30°=a+ix pre 0 <x<acos30°.

N

Indukované EMN pre X < a cos 30°, tzn. od AF do BE

E=vBd(x) = vB(a+ixj

N

Odpor useku priameho vodi¢a R; =d (X) r. Medzi bodmi X a'Y su dve vonkajsie vetvy: XFAY
a XEDCBY s dizkami

X 4 X 4
l(x)=a+2 =a+—X, I,(x)=3a+2|a- =5a——X
() c0s30° J3 2 (%) ( cosBO‘J J3

aodpormi Ry =r I aRz =r l2. Celkovy odpor uzatvoreného obvodu
A R (a+}x}(5a—\7_x] 1122 + B ax 10,
R=R +—2=r|a+—=X+ 3 3 )1y 3 5
R +R, 3 6a 6a

Pohybujucim sa vodi¢om prechadza medzi bodmi XY indukovany prud

6a a+£x
| _E_VB V3
R r 11612+§ax—§x2

J3 3




b)

c)

Na vodi¢ spradom |; pésobi magnetické pole brzdiacou silou Fn=Blid. Na udrzanie
rovnomerného pohybu treba posobit’ na vodi¢ rovnako velkou vonkajSou silou opa¢ného smeru

2
6a£a+2xj
2
F=Bld="> V3

r 1142 +§ax—§x2

J3 3

2
Pre krajnt polohu AF: x; =0, F = w ,
11r
B2
pre BE: x2 =acos 30°=a ? F2=8V7r a

Pre dané hodnoty F1 =~ 87 mN, F, =~ 182 mN.

Prud I sa deli medzi obe vetvy s odpormi R: a R,. Prd vetvou s odporom R»

2+ Oaxs 8y
'R+R, R(R+R,)+RR, 1 2,28, 16,

3 3

P

a napdtie
2, 6 8 2
a“+-—=ax+—-Xx
Upc=ral,=vBa g 316 .
11a’ + —ax - — x?

3 3

Prad vetvou s odporom R; je

5aZ + O ax—5x?
Lo R ER, VB J3 3
1= i - -
R+R, R(R+R,)+RR, 1 qq.0. 28 16,
J3 3
a napdtie
5a2+\7_ax—2x2
Uy=ral;,=avB 3

11a® +§ax—gx2

3 3
Pre krajné polohy: X1 =0, U, = % a Uy = %avB \

3
prex2=acos30°=a§, UD02=2a7vB a UAF2=2a7VB.

Pre dané hodnoty Upci = 1,2 mV, Uar1 = 5,9 MV, Upco = Uarz = 3,7 mV.

Vykon mézeme ur¢it’ dvomi spdsobmi. Teplo uvolnené v obvode

2
2 g2 6a(a+\/2_xj
Pt=RIi2=V 3

F 1142 +§aX—EX2

J3 3

alebo ako mechanicky vykon vonkajsej sily, ktory sa v procese meni na teplo

8



2
6a(a+2xJ
2 p2
_Ey VB J3

P, .
r 11a?‘+§ax—gx2
J3 3
6av’B? J3 g8av? B?
Pre krajné polohy: x;=0, B=—— ,prex;=a —, b, =——.
gnepoloy: =8 =T AT e

Pre dané hodnoty: P1= 64,2 mW, P, =~ 134,5 mW.



4.

Odraz svetla na dosticke

Riesenie:

a)

b)

Pre dopad Iuca na sklenenti platni¢ku zo vzduchu je ny = 1,00, nz = n mame

2 2
R =[cosa—ncosﬁ} i R _{ncosa—cosﬂ} .

cosa + Ncos " ncosa +cos B
Pre nulovy odraz kolmej zlozky (L) linedrne polarizovaného vlnenia mame cosa =ncos g,

. . . . sina
pricom podl'a zakona lomu sina =nsin £, teda cosa :—ﬂ cosf,tzn. tana=tan g .
sin

Rovnica pre & #  nema rieSenie v rozsahu a, f < n/2 rad.

NIV . . . . sina
Pre rovnobeznt zlozku linearne polarizovaného vinenia cos #=ncosa, pricom n= —ﬂ .
Sin
in 3 2 ¢
. . - sin ana . .
a teda cos fsin f=sinacosa , odkial’ tan § = [—j tana =——— , resp. sin2f =sin2a .
SINx n

Pre a# f aa, p<n/2rad jerieSenim 2a; = m — 23 alebo a; + ; = %a naviac plati
sina; =cosf; a cosa; =sinf;. Ztoho vyplyva, Ze odrazeny alomeny Iu¢ zvieraju uhol
n/2 rad. Po dosadeni do zakona lomu mame sin @; = nsin; = ncos a;,

odkial' tana; =n, resp. tan g, = 1 :
n

Pre uhol dopadu a1 (Brewsterov uhol) je koeficient odrazu rovnobeznej zlozky polarizacie (Il)
nuIOV}'/ (R" = 0)

Pre kremenné sklo ax = 57,07°..
Pre uhol o je koeficient odrazu Rj; na hornej a R, na dolnej strane platnicky

2 2
Rm:{ncos%—cosﬁl} _0 a Ru:{ncosﬂl—cos%} 0.

ncosa, + CoSs f3; ncos S, +cosay

Pre kolmu zlozku polarizacie (L) dostaneme na oboch rozhraniach

2
Cosay —NCOS B, ? cosa, —Nnsing, ’ l1-ntane, * [1-n?
Ry=R,= = = =

CoSay + NCOS B cose, + nsingy l+ntaney 1+n?

Pre kremenné skloR,; = R,, = 0,167.

Pre uhol dopadu o1 sa rovnobezna zlozka (Il) linearne
polarizovaného svetla neodraza na hornom rozhrani vzduch-
sklo ani na dolnom rozhrani sklo-vzduch, tzn. svetlo
prechadza cez platnic¢ku bez straty, a teda T, = 1,00.

Rovnobeznéd zlozka polarizovaného luca prejde platnickou
bez odrazu ana tienidle vznikne iba jedna stopa 1’
obr. RA-5.

Pre kolmu zlozku (1) polarizovaného luca vznikne séria stop
pod aj nad platnickou. Na obr. RA-5 je znazorneny prechod
laserového luca platnickou a vznik obrazca na tienidle.

Obr. RA-5
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Odraz la¢a: Prvy odrazeny lu¢ vytvori stopu 1 vo vzdialenosti zz od povrchu platni¢ky, kde
| |

7, =
taney N

Prvy prechadzajuci lu€ sa lame pod uhlom f1. Spodny povrch platnicky dosiahne v bode, ktory je
posunuty v smere K tienidluo x, =d tan g, = 9
n

Prechod luca: Po prechode rozhranim sklo-vzduch je uhol lomu a; a stopa na tienidle sa vytvori
vo vzdialenosti z;- od spodného povrchu platnicky

_l=x 1 d
-

Zl’ -
tan;, n n

Vzdialenost’ stredov krajnych stop 1-1' je

I 1
d,=z,+d+z,=2—+d (1——2j ~ 26,2 cm.
n n
Z obr. RA-5 je zrejmé, ze vzdialenost’ susednych stop nad a pod platni¢kou je rovnaka.
I 1-2x 2x 2d
d =7 -7 :__—:—l:— 34,2 mm.
T n n n?

d) Najintenzivnej$ia stopa nad sklenenou dostickou je stopa 1, ktora je na tienidle najd’alej od
sklenenej dosticky. Lu¢ 1 absolvoval jeden odraz ateda |, =1, R;; =1, R, . Lu¢ 2 najprv prejde
rozhranim do dosti¢ky, odrazi sa od dolného rozhrania a prvym rozhranim prejde nad dosticku,
teda I, =1, (1-R;)R,(1-Ry)=1, R, (1-R, )2 . Pomer intenzit susednych li¢ov

2 2
I, 1 1 (1+n°) 1+n2Y
(pl)lzzl_: 2 2 \2 V2 i ~144.
: @R) @R) | (ent) —(1m) "
Medzi d’alsimi susednymi li¢mi st navyse vzdy dva vnitorné odrazy, tzn. 1, =R’ I_
4
I, 1 1+n?
p === = p —eee—= 235,7 (A)
( 1)23 I (RJ_Z)Z ( 1)34 Ll_an

Medzi vSetkymi susednymi prechadzajucimi la¢mi su vzdy dva vniatorné odrazy, tzn. pomer
intenzit dvoch susednych lu¢ov pod dostickou je dany vztahom (A).
Prvy prechéadzajuci 1a¢ absolvuje dva prechody rozhranim (hornym a dolnym), takze

I, =1, (1-R, )2 a pomer intenzit krajnych stop

| R 1-n*Y
—l: L 2 :( > ] z0,241
' (1-R)) 4n

p, =
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