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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Zlomok s 1010 polickamzi v citateli a 1011 polickami v menovateli sluzi ako hraci plan

pre hru dvoch hracov.
U+0+...4+0

O+04...+0+0

Hrdci sa striedaji v tahoch. V kaZdom tahu hrdc¢ vyberie jedno z c¢isel 1, 2, ..., 2021
a vloZi ho do lubovolného prdzdneho policka. KaZdé c¢islo pritom moze byt pouzité iba
raz. Zacinajuct hrac vyhrdva, ak sa hodnota zlomku po zaplnent vsetkych policok lisi od
¢isla 1 o menej ako 1076, V opacnom pripade vyhrdva druhy hrdc. Rozhodnite, ktory
z hrdcov ma vyhravajicu stratégiu. (Pavel Salom)

Riesenie. Ukazeme, Ze vyhravajicu stratégiu ma zacinajuci hra¢. Nazvime ho A
a jeho protivnika ozna¢me B. OpiSeme najskor postup hraca A, ktorym zabezpedi,

Hra¢ A pri svojom prvom fahu vlozi ¢éislo 1 do menovatela. Kedykolvek hra¢ B
pri svojom tahu vyberie a vlozi do zlomku ¢islo x, hra¢ A pri naslednom tahu vyberie
¢islo 2023 — = a vlozi ho do tej istej ¢asti zlomku, kam vlozil hraé¢ B ¢islo x (t.j. obe po
sebe vlozené ¢isla x a 2023 — x buda bud v ¢itateli, alebo v menovateli).

Vysvetlime, preco opisani stratégiu moze hra¢ A vzdy uskutocnif. Najskor si
uvedomime, Zze po vloZzeni ¢isla 1 do menovatela bude ako v ¢itateli, tak v menovateli
pdrny pocet volngch policok (konkrétne 1010 v oboch ¢astiach zlomku). Tato vlastnost
zostane zrejme zachovand po kazdom tahu hraca A. Preto sa nemdze stat, ze by hra¢ B
pri niektorom svojom tahu obsadil posledné volné policko ¢itatela alebo menovatela.

Nemoéze sa stat ani to, ze by ¢islo, ktoré méa hra¢ A po niektorom fahu hraca B
vkladat, bolo uz skor vybrané, lebo po tvodnom vloZeni ¢isla 1 mozno zvy$né ¢isla od 2
do 2021 rozdelit na dvojice ¢isel s rovnakym stcétom 2023:

{2,2021}, {3, 2020}, {4,2019}, ..., {1011,1012}.

Znamena to, ze pri kazdom svojom tahu hrac¢ B nejaku z tychto dvojic ,na¢ne* a hra¢ A
ju nésledne ,dokonc¢i“. Tym je slibené vysvetlenie ukoncené.

Opisana stratégia hraca A zaruci, ze po zaplneni vSetkych policok bude hodnota
Citatela rovna 505 - 2023, zatial ¢o hodnota menovatela bude 505 - 2023 + 1. KedZe pre
taky zlomok plati

505 - 2023 1 1

— = < =10"°,
505-2023+1  505-2023+1 ~ 500 - 2000

0<1

hra¢ A bude vitazom.

2. Oznacme I stred kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC' s pravym uhlom
pri vrchole A. Dalej oznacme M a N stredy tseciek AB a BI. Dokdzte, Ze priamka C1
je dotycnicou kruzZnice opisanej trojuholniku BM N . (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

RieSenie. Ozna¢me S # C druhy prieseénik priamky CI s kruznicou ABC.! Doka-
zeme, ze priamka C'I sa dotyka kruznice BM N prave v bode S.

! Pre stru¢nost budeme pod ,kruznicou PQR® rozumiet kruznicu opisant trojuholniku PQR.

1



Je zname, ze bod S je stred kruznice AIB. Tento vysledok plati pre vSeobecny
trojuholnik ABC a uvedieme teraz jeho kratky dokaz. Kedze CS je os uhla ACB,
prislichaja v nom leziacim oblikom SA a SB kruznice ABC' zhodné obvodové uhly,
odkial vyplyva |SA| = |SB|. Druht potrebnt rovnost |SB| = |SI| dokdZeme cez uhly
trojuholnika BIS pri vrcholoch B a I:

|4BIS| = |{BCI| + |£CBI| = |{ACS| + |{ABI| = |{ABS| + |{ABI| = |{IBS)|.

Dokopy mame |SA| = |SB| = |SI| a dokaz je ukonceny.

KedZe S je stred kruznice AI B, pre stredy M, N jej tetiv AB, BI plati SM 1 M B
a SN L NB, takze body S, M, N, B lezia na (Télesovej) kruznici nad priemerom BS
(obr.1). Stred kruznice BM N je teda stredom usecky BS, a preto na dokoncenie celého
rieSenia sta¢i zdovodnit, ze |£{CSB| = 90°. Obvodovy uhol CSB v kruznici ABC je
vSak zhodny s obvodovym uhlom C'AB, a ten je podla zadania tlohy naozaj pravy.

Obr. 1

Pozndmka. Rolu bodu S v rieseni tlohy naznacuje fakt, ze uvazovana kruznica BM N
je v rovnolahlosti H (B , %) obrazom kruznice AI B, ktorej stred je prave bod S. Z toho
totiz hned vyplyva kltdovy poznatok, ze tsecka BS je priemerom kruznice BM N,
ktorej sa mé priamka CI dotykat.

3. Navzdjom rozne nenulové redlne ¢isla a, b, ¢ spliaji mnoZinovi rovnost
{a+b,b+c,c+a} = {ab,bc,ca}.

Dokazte, Ze plati aj rovnost
{a,b,c} = {a® —2,0® — 2,¢* — 2}.

(Josef Tkadlec)



Riesenie. Cisla a, b, c stt navzajom rozne a nenulové, takze st navzajom roézne ako ¢isla
a—+b, b+c, c+a, tak aj ¢isla ab, be, ca. Preto st mnoziny z prvej vety zadania zapisané
spravne, t.j. s naozaj trojprvkové. Toto tivodné konsStatovanie v dalSich rieSeniach
opakovat nebudeme.

KedZe zadanie ulohy je v ¢islach a, b, ¢ symetrické, mozeme rovnost posudzovanych
trojprvkovych mnozin vyjadrif tromi principidlne odli$nymi ststavami rovnic?

a-+b=ab, a-+b=ab, a—+b=bc,
b+ c=bc, b+ c=ca, b+ c=ca,
c+a=ca, c+a=bc, c+a=ab.

V pripade prvej stustavy dostavame od¢itanim jej druhej rovnice od prvej vztah a —c =
= b(a — ¢). Z toho vzhladom na predpoklad a # ¢ vyplyva b = 1. To vSak odporuje
prvej rovnici skiimanej stustavy.

Podobne v pripade druhej stistavy dostavame odc¢itanim tretej rovnice od druhej
vztah b — a = c(a — b), takze vdaka a # b mame ¢ = —1. Dosadenim do ststavy
dostaneme rovnice a +b = ab a a 4+ b = 1, odkial ab = 1. Cisla a, b st preto korene
rovnice 2 — x + 1 = 0. T4 vsak redlne korene nema.

Zostava nam tak rozobrat pripad tretej sustavy. Oznac¢me jej rovnice zhora nadol
(1), (2), (3). V ich désledku plati

ab? b(c+a) =bc+ ab (1),(3) (a+b)+(c+a)=2a+ (b+c¢) @) 2a + ca = a(2+ ¢).
Porovnanim oboch krajnjych vyrazov dostdvame ab® = a(2 + c), odkial vzhladom na
a # 0 mame b = 2 + ¢, ¢ize ¢ = b*® — 2. KedZe skiiman4 tretia ststava je cyklicka,
plati tiez a = ¢ — 2 a b = a® — 2. Mnozinové rovnost zo zaveru zadania tlohy je tak
dokézana.

Iné riesenie. Ukazeme, Ze tretiu sustavu z pévodného rieSenia

a+b=bc (1)
b+c=ca (2)
c+a=ab (3)

mozno posudit tak, ze ju za¢neme riesit beznou elimina¢nou metédou. Z (3) vyjadrime
¢ = ab — a a dosadime také ¢ do (2). Dostaneme po tprave a? —a = b(a? —a — 1).
Vsimnime si, ze podla (2) plati a # 1, ¢o spolu s a # 0 dava a®> — a # 0. Preto
zo vzorca a? — a = b(a® — a — 1) vyplyva nerovnost a? —a — 1 # 0 a vyjadrenie b =
= (a? — a)/(a® — a — 1). Po jeho dosadeni do (3) dostaneme ¢ = a/(a? —a—1). Rovnicu
(1) tak mo6zeme prepisat na tvar

CL2—CL CL2—CL a

a+

a2—a—-1 a?—-a—-1 a?2—a—-1’
odkial po tpravach dostaneme rovnicu

0=a’—a*—4a®+ 3a® + 2a = a(a — 2)(a® + a® — 2a — 1).

2 Rozlisime pritom, kolko rovnic typu = +y = xy spliiaju dvojice {x,y} vybrané z {a, b, c}. Bud to st
vSetky tri dvojice Ci prave jedna z nich, alebo to nie je ziadna.
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Kedze a # 0 a rovnost a = 2 by podla (2) znamenala b = ¢, prichddzame k zéveru, ze
¢islo a je nutne korenom mnohoclena

Qz) = 2% + 2% — 22 — 1.

Kedze skiiman4 ststava je cyklickd, korene polynému Q(z) st aj ¢isla b a ¢, takze plati
rozklad Q(z) = (z — a)(z — b)(x — ¢).3 Na doriesenie tilohy preto staci dokdzat, Ze ¢isla
a? — 2, b* — 2, ¢ — 2 st tiez navzdjom rozne korene polynému Q(z).

Najskor zdovodnime vzajomnt roznost: vzhladom na symetriu staci vylacit napr.
rovnost a? —2 = b? — 2. Podla nej by platilo a = b alebo a = —b. Prva rovnost odporuje
zadaniu priamo, z druhej rovnosti podla (1) vyplyva bc = 0, ¢o je tiez v spore so
zadanim.

Dokézat, ze ¢isla a? — 2, b — 2, ¢ — 2 st korene mnohoclena Q(x), znamen4 to
isté ¢o overit, Ze mnohoclen Q(mz — 2) je delitelny tromi roznymi korenovymi ¢initelmi
x—a, x—b, x—c ateda aj ich sifinom, t.j. polynémom Q(x). Je teda jasné, ako
rieSenie dokon¢it: najskor vypocitame

Q(2x*—2)=(2*-2%+(1*-2)2-202*-2)—1=2° 52" +62% — 1

a potom sa pouzitim znameho algoritmu presvedcime, ze delenie Q(az2 - 2) : Q(x) vyjde
bezo zvysku. Zapiseme tu iba vysledok tohto delenia v podobe rozkladu

Q(2z* —2) =Q(z) - (z* —2* — 2z + 1).

Pozndmky. Korene polynému Q(z) su ¢isla 2 cos %77 = 1,24698, 2 cos %77 = —0,44504
a 2cos gw = —1,80194. Také st teda (az na poradie) hodnoty [ubovolnej trojice ¢isel a,
b, ¢ vyhovujucich zadaniu tlohy.

Nazna¢me odlisny dokaz tvrdenia, Ze trojica {a,b,c} korenov odvodeného poly-
nému Q(x) je zhodna s trojicou {a? — 2,b% — 2,¢? — 2} (nebude pritom nutné vopred
zdovodnovat, Ze sa jednd aj o tri rozne ¢isla). Spomenuty fakt vyjadrime pomocou
Vietovych vzorcov rovnostami

a+bt+c=—-1=(a®—-2)+ > —2)+ (* -2),
ab+bc+ca=—-2=(a*—2)(b* —2) + (b* — 2)(c* — 2) + (* — 2)(a® — 2),
abc = 1= (a®—2)(b* —2)(c* —2).

Je teda nutné dokéazat, ze z troch lavych rovnosti vyplyvaju vSetky tri pravé rovnosti.
Nebudeme sa touto algebraickou previerkou tu zaoberat.

Iné riesenie. Nezavisle na prvych dvoch rieSeniach opiSeme este jedno odvodenie toho
kubického polynému Q(z) = 23 — sx? + ro — p, ktorého korene st zadané (navzdjom
rozne) ¢isla a, b, c. (Zvysok druhého riesenia potom opakovat nebudeme.) K hladanym
hodnotdm s = —1, r = —2 a p = 1 ddjdeme tak, Ze pre tieto nezname cisla urcena
Vietovymi vzorcami

s=a+b+c, r=ab+bc+ca, p=abc

3 Je moZné overit, Ze korene Q(x) su tri navzdjom rozne realne &isla, ale nie je to nevyhnutné. Podla
zadania ulohy totiz vyhovujuce cisla a, b, c existuju.
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najskor trojakym pouzitim rovnosti {a + b,b + ¢,c + a} = {ab, bc, ca} ziskame sistavu
troch rovnic, ktorti potom vyriesime.
7Z rovnosti stétu prvkov v oboch trojprvkovych mnozinach

(a+b)+(b+c)+ (c+a)=ab+bc+ ca

mame prva rovnicu 2s = r. S¢itanie sic¢inov dvojic ¢isel v kazdej z oboch mnozin vedie
k druhému désledku

(a+b)(b+c)+ (b+c)(c+a)+ (c+a)(a+Db) =ab-bc+ bc- ca+ ca- ab,

ktory mozno upravit na tvar (a+b+c)?+ (ab+bc+ca) = abc(a+b+c), t.j. s2+r = p-s.
Napokon v rovnosti stic¢inov trojic ¢isel

(a+b)(b+c)(c+a)=ab-bc-ca

je Tava strana rovna (a + b+ c)(ab + bc + ca) — abc = s - r — p a prava je p?, takze plati
s-r = p? + p. Vyslednt ststavu troch rovnic

2s =1, S2+r=p-s, S-T=p>+p
eliminaciou r = 2s zredukujeme na ststavu
s2+25s=p-s, (4)
25% = p® + p. (5)

V pripade s = 0 z (5) vyplyva p? +p = 0, takze p € {0, —1}. Tejto situécii zodpovedaji
polynémy Qi(x) = 2% a Q2(x) = 2® + 1, Ziadny z nich vSak zrejme nem4 tri rozne
realne korene. Nutne teda plati s # 0.

Po vydeleni (4) ¢islom s # 0 dostaneme s + 2 = p. Dosadenim takého p do (5)
dostaneme kvadratickii rovnicu 0 = s — 55 — 6 = (s — 6)(s + 1). Do tivahy tak pricha-
dzaju jediné dve riesenia (s,r,p) € {(6,12,8),(—1,—2,1)}. Prvému z nich zodpoveda
mnohoclen Q3(z) = 23 — 622 + 122 — 8 = (z — 2)® s iba jednym redlnym koretiom,
druhému rieseniu mnohoélen Q4(x) = x* + 22 — 2z — 1 = 0. Hladany mnohoclen Q(z)
je teda nutne rovny polynému Q4 (x).

Pozndamka. Vypocet Cisel s, r, p mozeme zjednodusit, ked vyuzijeme tivodny poznatok
z prvého riesenia, podla ktorého ¢isla a, b, ¢ po pripadnom preznaceni (danom zmenou
ich poradia) spliiaji stistavu rovnosti
a+b=bc, b+c=ca, c+a=ab (6)
Porovnanim rozdielov ich Tavych a prislichajicich pravych stran dostaneme rovnosti
a—c=clb—a), b—a=al(c—0b), c—b=bla—-c).

Ak porovname teraz sucéin troch Tavych stran so st¢inom troch pravych stran, potom po
vydeleni nenulovym éislom (a — b)(b — ¢)(¢ — a) uz dostaneme prva z troch neznamych
hodnét, konkrétne p = abc = 1.

Ak prepiSeme nanovo rovnosti (6) na tvar

a=blc—1), b=cla—1), c=a(b—1),
potom podobnou procedirou vynasobenia vzhladom na abc # 0 dostaneme rovnost
1=(a—1)(b—1)(c—1). Z nej po roznasobeni a dosadeni hodnoty abc = 1 vyjde pre

nezndme s = a+b—+car = ab+ bc+ ca rovnica r = s — 1. T4 spolu s rovnicou 2s = r,
ktoru ziskame s¢itanim rovnosti (6), uz vedie k uréeniu hodnét s = —1 a r = —2.



4. Ndjdite vietky prirodzené c¢isla n, pre ktoré plati rovnost
n+d(n) +d(d(n)) + - - - = 2021,

pricom d(0) = d(1) = 0 a pre k > 1 je d(k) superdelitel ¢isla k (t.j. jeho najvicsi
delitel d s vlastnostou d < k). (Tomas Bérta)

RieSenie. Podobne ako v domacom kole vyuzijeme poznatok, ze pre superdelitela d(m)
celého ¢isla m > 1 plati vzorec d(m) = m/p, pricom p je najmensi prvocinitel ¢isla m.
Rozlozme teda hladané n na prvodinitele: n = pipsa...pk, pricom p; = py =

2 ... 2 pg su prvocisla. Potom vdaka iivodnému poznatku mozeme rovnost zo zadania

prepisat na tvar

P1---Pk+P1--.Phk—1+P1...Pk—2+ - +pip2 +p1 +1=2021.

Po odéitani ¢isla 1 postupnym vynimanim na lavej strane dostaneme

pl(l + po(1 —|—p3(1 + - +pk_1(1 —l—pk) .. ))) = 2020. (1)

Vidime, Ze p; | 2020 = 101 -5 - 2 - 2. KedZe p; je prvocislo, mame 3 moznosti:
a) p1 = 101. Z (1) vyplyva 1 + po(...) = 20, takze po | 19, a teda po = 19 (a k = 2),
¢o vdaka 101 > 19 vedie naozaj k rieSeniu n = 101 - 19 = 1919.
b) p1 = 5. Z (1) vyplyva 1 4+ pa(...) = 404, takze py | 403. Podla 5 = p; = po vSak
prvocislo po moéze byt iba 2, 3 alebo 5, nie je to teda delitel ¢isla 403 = 13 - 31.
c) p1 =2.7Z (1) vyplyva 1 + po(...) = 1010, takZe ps | 1009. To vSak odporuje tomu,
ze podla 2 = p; = py je po = 2.

Zaver. Jediné vyhovujtce ¢islo je n = 1919.

5. Retazec znakov nazveme tdhladnym, ked md pdrnu diZku a jeho prvd polovica je
zhodnd s druhou polovicou (napr. abab). Retazec nazveme peknygm, ak ho mozno rozdelit
na niekolko whladngch retazcov (ako abcabededeff na abcabe, dede a ff ). Redukciou re-
tazca nazveme operdciu, pri ktorej z retazca zotrieme dva rovnaké susedné znaky (napr.
retazec abbac mozno zredukovat na aac a ten dalej na c¢). Dokdzte, Ze lubovolny retazec
obsahujuci kazdy svoj znak v pdrnom pocte mozZno ziskat sériou redukcii z vhodného
pekného retazca. (Martin Melicher)

RieSenie. Vo vietkych rieseniach budeme oznacovat T refazec, ktory vznikne z re-
tazca T' ,otocenim“ jeho znakov, t.j. ich zapisanim v opa¢nom poradi (od posledného
znaku po prvy). Okrem toho budeme pouzivat vnutri refazcov okrihle zatvorky, ktoré
nebudeme povazovat za znaky, ale iba za vizudlne oddelovace. Budeme tiez pracovat
s prazdnym retazcom, ktory je redukciou kazdého retazca aa s dvoma rovnakymi
znakmi.

Pre Iubovolny refazec X zrejme plati, ze refazec X X mozno sériou redukcii previest
na prazdny refazec, a to postupnym odoberanim dvojic rovnakych znakov ,zo stredu®.

Nech X a Y st lubovolné (nie nutne neprazdne) retazce a nech P je nejaky pekny
retazec, ktory mozno sériou redukeii previest na XY. Potom retazec X X P je tiez pekny
a mozno ho previest na retazec X (X X)Y, ktory mozno podla predchadzajiceho odseku
dalej previest na XY.



Dokézané tvrdenie o dvojici refazcov T' = XY a T} = XY mozeme vyslovif takto:
Ak mozno dany retazec T ziskat sériou redukcii z pekného retazca, plati to isté aj
o kazdom retazci 17, ktory ziskame z retazca T otoc¢enim niektorého jeho ,zaciatku* X
(mdze byt aj X = T'). Uvedomme si, ze postupnostou takych oto¢eni mozno z daného re-
tazca T vytvorit lubovolni permutéaciu jeho znakov. Naozaj, lubovolny znak z T' mozno
najskor jednym oto¢enim presunit na pociatok retazca (ak tam uz povodne nestoji)
a potom dalsim otoc¢enim (celého refazca) na jeho koniec. Opakovanim tejto procedury
dokazeme (postupne od konca) vytvorit akikolvek permutéaciu znakov retazca T

Uvazujme teraz podla zadania tlohy Tubovolny retazec T, ktory obsahuje kazdy
svoj znak v parnom pocte. V takom retazci T' mozno zrejme preusporiadat znaky tak,
aby vysiel nejaky thladny refazec T”. Ten je uz sam o sebe pekny, takZze podla predcha-
dzajiceho odseku mozno sériami redukcii peknych retazcov ziskat kazdy taky retazec,
ktory vznikne z refazca T’ permutéciou jeho znakov. KedZe jedna také permutécia déva
vychodiskovy refazec T, je rieSenie tilohy ukoncené.

Pozndamka. K vysledku tlohy dodajme, Ze refazce obsahujtce kazdy svoj znak v parnom
pocte st prave tie, ktoré sa daju ziskat sériou redukcii z nejakého pekného refazca. Jednu
implikdciu sme dokazali vyriesenim zadanej tlohy, druhé vyplyva okamzite z toho, ze
kazd4 redukcia daného refazca zachovéva paritu vSetkych poctov jeho jednotlivych
znakov.

Iné riesenie. O refazci hovorime, Ze je pdrny, ak obsahuje kazdy znak v paArnom pocte.
Méame teda dokazat, ze kazdy parny retfazec mozno ziskat sériou redukcii z nejakého
pekného retazca. Dokaz urobime matematickou indukciou podla dizky parneho refazca.

Najmensiu parnu dizku 0 mé iba prazdny refazec, pre ktory tvrdenie plati trivilne.

V druhom induk¢énom kroku uvazujme parny neprazdny retazec T' a oznacme a jeho
prvy znak. Pismeno a sa v T nachadza eSte na niektorej dalSej pozicii, ¢o umoziuje
zapisat T v tvare T = aXaY, pricom X a Y st vhodné (nie nutne neprazdne) retazce.
Kedze retazec XY je parny a kratsi ako T (o dva znaky), podla indukéného predpokladu
mozno XY ziskat sériou redukcii z vhodného pekného retazca A, ¢o zapiseme symbo-
licky takto: A — XY. Potom A’ = (aXaX)A je tiez pekny refazec, ktory dokaZeme
zredukovat na vychodiskovy retazec T sposobom, pri ktorom vhodné série redukcii
zapiSeme opif symbolicky:

A = (aXaX)A— (aXaX)(XY) = aXa(XX)Y — aXaY =T.

(Séria redukcii retazca X X na prazdny je zrejmé, pozri prvé rieSenie). Tym je dokaz
indukciou ukonceny.

Iné rieSenie. Pozrime sa na rieSenu situaciu ,,od konca“: Do zadaného retazca T', ktory
obsahuje kazdy svoj znak v parnom pocte, sa budeme snazit opakovane vkladat dvojice
rovnakych znakov, kym nedostaneme pekny refazec.* Kazda éiastocné séria vkladani
bude vyzerat nasledovne.

V aktudlnom refazci vyberieme niektory tsek aias...a, zloZeny z niekolkych
susednych znakov a;. Do tohto tiseku postupne vlozime dvojice aiaq, asas,..., ana,

4 Dvojicu rovnakych znakov budeme nielen vkladat medzi niektoré dva susedné znaky aktualneho
refazca, ale aj pripadne pripisovat za jeho posledny znak.
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takto:

(araz...an) = (aras ...an)a1a1 — (aras ... ay)ajazaza; —

— (ay1asz ... ap)a1a2a3azaza1 — -+ — (a1ag ... ap)(a1az . .. an)(Anan_1...a1).

Vidime, Ze sme vychodiskovy tsek C = ajas...a, otocili na C =anay_1...a1 8 tym,
7e sa nam pred C zlava objavili dve nové képie C' v podobe thladného retazca C'C. Cely
postup upravy zvoleného tseku C' = ajas ... a, vyjadrime skratenym zapisom s jednou
ipkou: C — CCC.

Teraz uz sme pripraveni opisat celkovy algoritmus tprav pociato¢ného retazca T
Rovnako ako v druhom rieseni ho najskor zapiseme v tvare T' = xAxB, pricom zx je
prvy znak T a A, B st vhodné (nie nutne neprazdne) retazce. PouZitim navrhnute;
apravy postupne pre tseky C = A a C = Azz dostaneme

T =(xA)xB — (zA)(zA)(Az)zB = (zA)(zA)(Azx)B —

— (zA)(zA)(Azz)(Azx)(r2A)B = (rAzA)(Azz Axz)(zx) AB. 1)
Vsetky tseky v zatvorkach posledného retazca si tthladné, pritom koncovy tsek T’ =
= AB je o 2 kratsi ako T' (a ma vSetky svoje znaky zastipené v parnom pocte). Ak nie
je T' prazdny retazec, zopakujeme v druhom kroku tpravy (1) pre 7" namiesto 7', atd.
Je zrejmé, Ze po koneénom pocte krokov dostaneme pekny retazec, ako sme si na tvod
tohto riesenia vytycili.

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Pre kaZdy jeho vnitorny bod X oznacme
X, Xy, X, jeho obrazy v osovyjch sumernostiach postupne podla priamok BC, CA, AB.
Dokazte, Ze vsetky trojuholniky X, Xy X. maji spolocny bod. (Josef Tkadlec)

RiesSenie. V limitnom pripade, ked X = A, trojuholnik X,X;,X. degeneruje na
usecku, ktora lezi na priamke obsahujicej vysku trojuholnika ABC na stranu BC.
Podobne to funguje v pripadoch X = B a X = C. Spolu to naznacuje, ze hladanym
spolocnym bodom vsetkych trojuholnikov X, X3 X, bude ortocentrum H trojuholnika
ABC. Dokazeme, Ze je to naozaj tak.

Ozna¢me najskor Yy, Yy, Y. kolmé priemety bodu X postupne na strany BC, C'A,
AB. Bod X podla zadania lezi vnutri ostrouhlého trojuholnika ABC, takze Y,, Y, Y.
st vnatorné body prislichajicich stran a navyse X je vnutornym bodom trojuholnika
Y, Y, Y.. Posledny fakt zdévodnime takto: Stvoruholniky AY, XY,, BY.XY,, a CY, XY,
st podla Télesovej vety tetivové, a teda aj konvexné, takze bod X nie je bodom Ziadneho
z trojuholnikov AY;Y., BY.Y, a CY,Y,, teda lezi vo ,zvysku“ trojuholnika ABC),
ktorym je vnitro trojuholnika Y,Y,Y,.. KedZe body Y,, Y, Y. st postupne stredmi
usefiek X X,, XX;,, XX, z rovnolahlosti H(X,2) vyplyva, ze bod X lezi aj vnutri
trojuholnika X, X, X..

V pripade, ked X = H, zaver predchadzajiceho odseku uz znamenad, ze bod H lezi
vnutri AX, X, X.. Ak je X vnatornym bodom jednej z tseCiek AH, BH alebo CH,
napriklad tsecky AH, tak H je vnatornym bodom tusecky X X, takze tiez lezi vnutri
AX,XpX., ako sme mali dokazat. Ostava teda rozobrat pripad, ked bod X nelezi na
ziadnej z tseciek AH, BH ani CH. Vtedy bod X lezi vnutri jedného z trojuholnikov
BHC, CHA alebo AHB. Nech je to ABHC bez ujmy na vSeobecnosti.
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Obr. 2

Kedze CH || X X, tsecka X X, pretina tsecku BH v niektorom bode Z.. Analo-
gicky vdaka BH || X X, tisecka X X, pretina tusec¢ku C'H v niektorom bode Z;,. Pouzité
rovnobeznosti navySe znamenaju, ze vzniknuty Stvoruholnik X 7, H Z. je rovnobeznik.
Z toho vyplyva, ze Gsecky Z,Z. a X H maja spolo¢ny stred.

Uvazujme teraz opidf rovnolahlost H(X,2). T4 zobrazi usecku Z,Z. na uréitt
usecku, ktorej stred je podla zaveru predchadzajiceho odseku prave bod H. Ak teda
ukazeme, ze oba krajné body tejto usecky, ¢ize obrazy bodov Z;, a Z., lezia v AX X, X,
bude to znamenat, Ze v AX X, X, lezi aj bod H. Tym budeme s celym riesenim
hotovi, lebo trojuholnik X X; X, je ¢astou trojuholnika X, XX, (X je totiz, ako vieme,
jeho vnutorny bod). Potrebna vlastnost obrazov Z;, a Z. v rovnolahlosti H(X,2) vsak
vyplyva okamzite z nerovnosti

|IXX.| =2|XY,| >2|XZ,| a |XXp|=2/XY >2/XZ.

Iné riesenie. Odlisnym spdsobom overime, ze ortocentrum H je (vnatornym) bo-
dom trojuholnika X,X,X.. Najskor vysvetlime, pre¢o nam na to sta¢i dokézat, ze
useCka X, X. pretina tusecky AH, AX v ich vnatornych bodoch. To totiz bude
vdaka symetrii zadania znamenat, %Ze podobne pretina tsecka X.X, tsecky BH, BX
a usecka X,X, usecky CH, CX, takze oba body H a X budu lezat vnutri prieniku
troch polrovin opacnych k polrovinam X, X.A, X.X,B a X,X,C. Tymto prienikom
ale musi byt trojuholnik X, X;X., lebo v niom lezi bod X, ako vieme z prvého rieSenia
(dokaz tohto tvrdenia tu opakovat nebudeme).

Na doékaz pretnutia tseciek X, X. a AX vyuzijeme rovnosti |[AX| = |AXp| =
= |AX,|, ktoré vyplyvaji z pouzitych osovych simernosti a podla ktorych je bod A
stredom kruznice opisanej trojuholniku X X, X.. Kedze pre obvodovy uhol X, XX,
v tejto kruznici plati

14X, X X,| = 180° — |{BAC| > 90°,

lebo podla zadania o = |{BAC| < 90°, pretina tetiva XX, polomer AX v jeho
vnutornom bode, ako sme chceli dokézat.



Pre dokaz potrebného tvrdenia o tuseckach X, X. a AH si najskor vSimneme, Ze
konvexny uhol X.AX;, ma vdaka konstrukcii bodov X;, X, velkost 2« a tsecka AH
lezi v tomto uhle. Ak preto dokdZeme nerovnost [LAX .X,| < |[{AX.H]|, bude to uz
znamenat, ze tsecka X, X, naozaj pretina tsecku AH v jej vntitornom bode.

Ako uz vieme, trojuholnik A XX, je rovnoramenny a mé pri hlavnom vrchole A
uhol velkosti 2c. Preto maju oba zvysné uhly pri vrcholoch X3, X, velkost 90° — «,
aki ma zrejme aj uhol ABH. Preto je potrebna nerovnost |{AX.X,| < |LAX.H|
ekvivalentnd s nerovnostou |[{ABH| < |{AX.H|, ktora vo zvysku riesenia dokadzeme
nasledujtcim postupom.

Je zname, ze bod H lezi na kruznici k’, ktord je obrazom kruZnice k opisanej
trojuholniku ABC v osovej simernosti podla priamky ADB, presnejSie na tom jej
obliku AB, ktory neobsahuje obraz C’ vrcholu C.° KedZe bod X lezi vnuatri AABC,
lezi jeho obraz X, vnutri AABC', a teda aj vnutri kruhového odseku kruznice k' urcenej
oblikom AC’B. Z toho uz dostédvame

|{ABH| = |{AC'H| < |{AX_ H]|,

ako sme potrebovali ukéazat.

5 Tento poznatok o ostrouhlom trojuholniku ABC moZno pri zvy€ajnom oznaceni velkosti uhlov
dokézat takto: vdaka AH 1 BC plati |ABAH| = 90° — (3, podobne vdaka BH 1 AC plati
|{ABH| = 90° — «, odkial |[{AHB| = 180° — (90° — a) — (90° — 3) = a + § = 180° — ~,
zatial ¢o | AC'B| = |£ACB| = ~; navy$e body C’ a H lezia v opaénych polrovinich vytatjch
priamkou AB.
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Pozndmka. Z dokézaného tvrdenia o pretnuti useéiek v kazdej z dvojic (AH, X, X,),
(BH, X, X.) a (CH,X.X,) vyplyva nielen (v rieSeni vyuzity) zaver, ze bod H lezi
vnutri prieniku troch polrovin opa¢nych k X, X A, X . X,B a X,X;,C, ale aj zaver,
ze bod H lezi vnutri troch (konvexnych) uhlov X, AX., X.BX, a X,CXy. Ani oba
tieto zavery vSak samy osebe neimplikuji, ze bod H lezi v trojuholniku X, X3 X.. Nie
je nimi totiz vylucena situacia z obr.4, na ktorom je neprazdnym prienikom troch
spomenutych polrovin a troch spomenutych uhlov Zlto vyfarbend oblast. Vyluéit tato

A
Xe
T
|
|
| B Xy
|
|
|
X, O

Obr. 4

situaciu a sucasne dokazat, ze z tvrdenia o dvojiciach tseciek (AH, XpX.), (BH, X X.),
(CH, X.X,) vyplyva potrebny zaver H € AX,X,X., moézeme nasledovne.

Uvazujme Sestuholnik M = AX.BX,CX,, ktory dostaneme, ked k trojuholniku
ABC pozdlz jeho stran ,prilepime“ zvonka trojuholniky ABX,, BCX, a CAXy, ktoré
st sumerne zdruzené postupne s trojuholnikmi ABX, BC'X a CAX. Tento popis vzniku
Sestuholnika M nam urcéuje jeho vnitro, podla ktorého teraz rozhodneme o konvexnosti
vSetkych jeho vnatornych uhlov (presnejsie mame na mysli, ze velkosti tychto uhlov st
mensie ako 180°). O uhloch pri vrcholoch A, B, C' to uz vieme z rieSenia. Uhly pri
zvysnych vrcholoch X,, X3, X, st vSak zhodné postupne s uhlami AXB, BXC, CXA,
takze st aj konvexné, kedze bod X lezi vnutri trojuholnika ABC. Sestuholnik M je
teda konvexny. Z toho, ze tsecka AH pretina tsecku X, X,., tym padom vyplyva, ze
bod H lezi v polrovine X, X, X, lebo ta je vdaka konvexnosti M polrovinou opac¢nou
k X3 X.A. Analogickou tivahou o tseckach BH a C'H dokopy dostaneme, ze bod H lezi
vo vsetkych troch polrovinach X, X, X., Xp X. X, a X . XX}, teda naozaj plati H €
€ AX, XpXe.
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