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70.ro¢nik MO Zadania tuloh celostatneho kola kategorie A

(Sutaz sa konala 21.-24. 3. 2021.)

1. Zlomok s 1010 polickami v ¢itateli a 1011 polickami v menovateli sluzi ako hraci plan
pre hru dvoch hracov.
U+0+...+0

O+04+...+0+0

Hréci sa striedaju v fahoch. V kazdom tahu hrac¢ vyberie jedno z ¢isel 1, 2, ..., 2021
a vlozi ho do Tubovolného prazdneho policka. Kazdé ¢islo pritom moze byt pouzité iba
raz. Zacinajuci hra¢ vyhrava, ak sa hodnota zlomku po zaplneni vSetkych policok 1isi od
¢isla 1 o menej ako 107%. V opa¢nom pripade vyhrava druhy hra¢. Rozhodnite, ktory
z hrdéov mé vyhravajicu stratégiu. (Pavel Salom)

2. Oznac¢me [ stred kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC' s pravym uhlom
pri vrchole A. Dalej ozna¢me M a N stredy usediek AB a BI. Dokézte, Ze priamka CI
je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku BM N. (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

3. Navzajom rozne nenulové realne éisla a, b, ¢ spliiaji mnozinova rovnost
{a +b,b+c,c+ a} = {ab,bc, ca}.
Dokéazte, ze plati aj rovnost
{a,b,c} = {a2 -2, -2, — 2}.
(Josef Tkadlec)
4. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati rovnost
n+d(n)+d(d(n)) + --- = 2021,

pricom d(0) = d(1) = 0 a pre k > 1 je d(k) superdelitel ¢isla k (t.]j. jeho najvicsi
delitel d s vlastnostou d < k). (Tomas Barta)

5. Retazec znakov nazveme thladngm, ked mé parnu dizku a jeho prva polovica je
zhodné s druhou polovicou (napr. abab). Retazec nazveme pekngm, ak ho mozno rozdelit
na niekolko thladnych retazcov (ako abcabededeff na abcabe, dede a ff). Redukciou re-
tazca nazveme operaciu, pri ktorej z refazca zotrieme dva rovnaké susedné znaky (napr.
retazec abbac mozno zredukovat na aac a ten dalej na c). Dokéazte, Ze lubovolny refazec
obsahujuci kazdy svoj znak v parnom poc¢te mozno ziskat sériou redukcii z vhodného
pekného retazca. (Martin Melicher)

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Pre kazdy jeho vnutorny bod X ozna¢me
X, Xp, X, jeho obrazy v osovych simernostiach postupne podla priamok BC, C A, AB.
Dokazte, ze vSetky trojuholniky X, X, X, maja spoloény bod. (Josef Tkadlec)



