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65. roénik Matematickej olympiady, 2015/2016

Ulohy celostatneho kola kategérie A

PRvY SUTAZNY DEN, 4. APRILA 2016

1. Nech p > 3 je dané prvocislo. Urcte pocet vsSetkych usporiadanych Sestic
(a,b,c,d, e, f) kladnych celych ¢isel, ktorych sucet je rovny 3p, a pritom vsetky
zlomky

a+b b+c c+d d+e e+ f

c+d d+e e+f f4+a a+bd

maju celociselné hodnoty.

2. OznaCme postupne r a r, polomery kruznice vpisanej a kruznice pripisanej
k strane BC trojuholnika ABC'. Dokazte, ze ak plati

r+r, =|BC|,
tak trojuholnik ABC' je pravouhly.

3. Medzi obyvatelmi istého mesta st populdrne matematické kluby. Kazdé dva z nich
maju asponl jedného spolo¢ného ¢lena. Dokazte, Ze modzeme obyvatelom mesta
rozdat kruzidla a pravitka tak, Ze iba jeden obyvatel dostane oboje, a pritom
kazdy klub bude mat pri plnej c¢asti svojich ¢lenov k dispozicii ako pravitko, tak
kruzidlo.

Na rieSenie tuloh je 4,5 hodiny, za kazda tlohu modZete ziskat najviac 7 bodov. Pocas
sutaze nie je dovolené pouzit Ziadne elektronické pristroje ani ziadne pisomné materialy.
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4. Pre kladné cisla a, b, ¢ plati
(a+ ¢)(b* + ac) = 4a.

Uréte maximélnu hodnotu vyrazu b + ¢ a najdite vSetky trojice ¢isel (a, b, c), pre
ktoré vyraz tito hodnotu nadobuda.

5. V trojuholniku ABC plati |[BC| = 1 a zaroven na strane BC existuje prave
jeden bod D taky, ze |DA|?> = |DB| - |DC|. Uréte vetky mozné hodnoty obvodu
trojuholnika ABC'.

6. Na niektoré policko Sachovnice 6 X 6 postavime figtirku kralovi¢a. T4 moze v jednom
tahu poskocit bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. Dizka tohto skoku je
striedavo jedno a dve policka, pricom skokom dlzky jedna (t.j. na susedné policko)
figirka zacina. Rozhodnite, ¢i sa d& zvolit vychodiskova pozicia figurky tak, aby
po vhodnej postupnosti 35 skokov navstivila kazdé policko Sachovnice prave raz.

Na rieSenie tloh je 4,5 hodiny, za kazda tlohu méZete ziskat najviac 7 bodov. Pocas
sutaze nie je dovolené pouzit Ziadne elektronické pristroje ani ziadne pisomné materialy.
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