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1. Pre redlne cisla x, y, z plati

lz+z|=1—y.

Zistite, aké vsetky hodnoty moze nadobidat siucet x +y+ z. Pre kazdy vyhovujici siucet
wvedte priklad prislichajucich éisel x, v, z. (Méria Domanyové, Patrik Bak)

RieSenie. Ak je x + y = 0, tak podla prvej zadanej rovnice plati z +y = 1 — z, takze
hladany stcet = + vy + z je rovny 1. K rovnakému zaveru dojdeme, ked bude platit
y+ 2z = 0 alebo z + x = 0. Ostéva posudit pripad, ked vSetky tri sucty = + y, y + z,
z 4+ x st zaporné. Vtedy mozno danu sustavu prepisat na tvar

—rz—y=1-z,
y-z=1-7, (1)
—z—x=1-y.

Scitanim tychto troch rovnic dostaneme = + y + z = —3. Stcet x + y + z teda vzdy

nadobuda bud hodnotu 1, alebo hodnotu —3. UkdZzeme, Ze obe tieto hodnoty si na
rieSeniach zadanej stistavy dosiahnutelné.

N&jst potrebné trojice (x,y, z) bude jednoduché. Ako sa totiz ukaze, staci sa pritom
obmedzif na trojice rovnakych ¢isel x = y = 2. Vtedy sa zadané ststava redukuje

na jedind rovnicu [2z| = 1 — z. T4 m4 zrejme dve riefenia z = —1 a z = 1. Tym
zodpovedaju riesenia (—1,—1,—1) a (%, %, %) povodnej sustavy, ktoré uz potvrdzuju,

7e oba suéty x +y + 2z = —3 aj x +y + 2z = 1 st dosiahnutelné.!

Pozndmka. Rovnost z 4y + z = —3 spliia jediné riesenie (—1, —1, —1) zadanej ststavy,
kedze to je jediné riesenie stustavy (1).2 Rovnost  +y + z = 1 spliia nekonecne vela
rieSeni (x,y, z); vSetky st urcené podmienkou

@EE<DAGSDAGES)A(z+y+z=1)3

Prvé tri nerovnosti vyjadruji, ze pravé strany rovnic sdstavy st nezaporné; ak su
splnené, tak z rovnosti x + y + z = 1 vyplyva, ze st nezdporné aj sucty = + vy, y +
+ 2z, z + x (rovné postupne 1 — 2z, 1 — z, 1 — y), takze (x,y, ) je rieSenim.

! Trojice (—1,—1,—1) a (%, %, %) sme mohli rychlejsie ziskat priamou volbou x = y = 2z v rovniciach
r+y+z=-3,resp. z+y+ z = 1, a potom sa dosadenim presvedcit, ze to s rieSenia.

2 Ak totiz trojica (x,y, z) spliia pévodnti stistavu, nie véak (1), musi byt jeden zo sucétov = +y, y + 2,

z + x kladny, takZe potom (ako vieme) plati z +y + z = 1.

Mnozinou v8etkych takych trojic (z,y, z) je v kartezidnskej ststave stradnic (rovnostranny) troj-
uholnik s vrcholmi (1,1, —1], [1,—1,1] a [-1,1,1]. Z nerovnic x £ 1, y < 1 totiz vyplyva z = 1 —x —
—y 2 —1 a podobne pre z, y. Vyhovujice body tak lezia v prieniku kocky s vrcholmi [£1, £1, £1]
s rovinou = + y + z = 1, ¢o je vysSie spomenuty trojuholnik.



Iné riesenie. Pri oznaceni s = x + y + z mozZno ststavu prepisat na tvar
s —z] =1—z,
s — x| =1—u, (2)
ls—yl=1-y.

Povazujme dalej ¢islo s v sustave (2) za (nezavisly) parameter. Nasou tlohou je zistit,
pre ktoré hodnoty s existuje riesenie (z,y, z) ststavy (2) s vlastnostou = + y + z = s.

Ak je s = 1, tak rieSeniami stustavy (2) st (podla definicie absolutnej hodnoty)
prave tie trojice (x,y, z), pre ktoré platia nerovnosti 1 — 2 20,1 —x =20, 1—y = 0.
Prikladom takého riefenia s vlastnostou z +y+z = s = 1 je napriklad trojica (3, 1, 3).

Ostava posudit pripad, ked s # 1. Vtedy s — z # 1 — z, takze z prvej rovnice v (2)
vyplyva s — z # |s — z|, ¢ize s — z < 0. Preto moZno prvia rovnicu v (2) prepisat ako
—(s—z) = 1—2z, odkial z = 1(s+1). Analogicky musi platif z = (s+1) ay = 1(s+1).
Z podmienky z+y+z = s teraz zapisanej ako 2(s+1) = s vyplyva, Ze je nutne s = —3.
Lahko sa presvedé¢ime, ze zodpovedajuca trojica (—1, —1,—1) je rieSenim.

Dospeli sme k rovnakému zaveru ako v prvom rieSeni: jediné dve mozné hodnoty
sactu r +y + 2z st ¢isla 1 a —3.

Iné riesSenie. Este jednym algebraickym postupom dokazeme, ze x +y + z € {—3,1}.
(Otézku dosiahnutelnosti oboch hodnét uz opakovane posudzovat nebudeme.)

Absolutnych hodnét v sustave sa zbavime tak, Ze kazda z troch rovnic umocnime
na druhi. Ked ich nasledne séitame, dostaneme

(@+y)’+@+2)"+(=+2)?=1-2"+1-2)"+1-y)"
Z toho po jednoduchej tprave dostaneme rovnicu
(x+y+2)7?+2x+y+2)-3=0,

ktora je kvadratickou rovnicou s? + 2s — 3 = 0 pre skiimany stcet s = x + y + 2. Jej
korene st s = —3 a s = 1. Tym je slibeny dokaz ukonceny.

Za uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 4 body za dokaz, Ze stcet s = x+y+ 2z nemdze nadobiadat
iné hodnoty ako 1 alebo —3; 1 bod za priklad rieSenia (z,y, z) so saétom s = 1; 1 bod za uvedenie
(jediného) riesenia (—1,—1, —1) so stétom s = —3.

Za netplny dokaz tvrdenia s € {—3,1} mozno ziskat ¢iastkové body (napriklad pri netplnom
rozbore moznych znamienok sucétov = +y, y + 2z, z+ =), nanajvys viak 2 body, ak je v postupe logicka
chyba (napriklad zabudnutie nejakého pripadu moznjch znamienok).

Ak sa riesitel snazi opisat mnozinu vsSetkych rieSeni danej sustavy, ziadne body navyse tym
neziskava.

2. Uvazujme trojuholnik ABC, v ktorom je |{BAC| < 60°. Obraz bodu B v osovej
sumernosti podla priamky AC oznaéme D, obraz C podla AB oznaé¢me E a obraz B
podla AD oznacéme F. Dokazte, ze |CF| = |DE). (Patrik Bak)

Riesenie. Usetky CF a DE z dokazovanej rovnosti st stranami trojuholnikov ADE
a AFC. Preto stac¢i dokazat, Ze tieto dva trojuholniky st zhodné, AADE = ANAFC.

Oznacme o = |[{BAC/|. Zdéraznime vopred, ze vdaka zadanej podmienke v < 60°,
ktord znamend, ze 3o < 180°, budeme moct pocitat velkosti (konvexnych) uhlov so
spoloénym vrcholom A podla poloh ich ramien ako na obr. 1.4

4 Pouzité osové siimernosti totiZ zarucujd, e ramend AE, AB, AC, AD, AF leZia v tomto poradi pri
otacani okolo vrcholu A.



Osové sumernosti, ktoré urcuju konstrukciu bodov D, E a F, v prvom rade
znamenaju, Ze platia rovnosti |[AD| = |AB| = |AF| a |[AE| = |AC|, ako sme dvoma
farbami vyznacili na obrazku. Dalsim dosledkom je, ze velkost av m4a nielen uhol BAC,
ale maju ju aj uhly CAD a EAB, takze konvexny uhol BAD mé velkost 2a a konvexny
uhol FAD ma velkost 3. Poslednym potrebnym désledkom stmernosti je, ze velkost
2a: m4 nielen uhol BAD, ale aj uhol DAF, a preto konvexny uhol C AF ma velkost 3a,
teda rovnaku ako skor uvedeny uhol EFAD.

Obr. 1

Z odvodenych rovnosti |AD| = |AF|, |AE| = |AC| a |{EAD| = |£CAF| podla
vety sus uz vyplyva zhodnost AADE = ANAFC, ktort sme chceli dokézat.

Dodajme, Zze tvahy o zhodnych trojuholnikoch ADE, AFC mozZno bez zmienky
o nich opisat ivahou o otoceni so stredom v bode A o orientovany uhol FAC. Podla
vysledkov z tretieho odseku néasho rieSenia je pri takom otoceni obrazom tusecky DFE
prave usecka FC.

Za Uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 1 bod za uvedenie rovnosti |[AE| = |AC|; 1 bod za
dokaz rovnosti |AD| = |AF|; 1 bod za dokaz rovnosti | EAB| = | BAC| = |{CAD]|; 1 bod za dokaz
|ADAF| = 2| BAC| a zvy$né dva body za dokoncenie dokazu pouzitim vety sus, kosinusovej vety
¢i otocenim so stredom v A. Z tychto poslednych dvoch bodov moze jeden byt udeleny pri netplnom
rieSeni, ak riesitel uvedie, Ze uvedend zhodnost ¢i otocenie stacia na dokoncenie tlohy.

3. Dokdzte, Ze ak pre nejaké kladné celé ¢isla a, b, ¢ je 3% - 7° — 10¢ kladné dvojciferné
¢islo, tak je to prvocislo. (Josef Tkadlec)

RieSenie. Predpokladajme, 7e &isla a, b, ¢ st prirodzené a ze N = 3%-7° —10° je kladné
dvojciferné éislo. Cislo N nie je delitelné ziadnym zo $tyroch najmensich prvoéisel 2, 3,
5 a 7, lebo kazdym z nich je delitelné prave jedno z ¢isel 3¢ - 7° a 10¢, takZe ich rozdiel
nim delitelny nie je.

Piate najmensie prvodéislo je 11. Z rovnosti 11?2 = 121 vyplyva, ze kazdé zlozené
¢islo, ktoré nie je delitelné Ziadnym z prvoéisel 2, 3, 5, 7, mé aspon tri cifry.> Nase
dvojciferné ¢islo N teda nie je zloZené, je preto nutne prvocislo, ako sme mali dokézat.

Pozndmka. Je zrejmé, ze dvojciferné ¢isla tvaru 3¢ - 7 — 10¢ naozaj existujt, napriklad
3-7—10=11,3%-7-10%2=289, 3- 7% — 103 = 29 a pod.

Za Uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov. V pripade netplného riesenia dajte 3 body za pozorovanie, ze
N nie je delitelné prvocislami z mnoziny {2, 3,5,7}; v pripade, Ze riesitel spomenie nedelitelnost iba

5 Tento (alebo jemu ekvivalentny) zdver je v iplnom rieseni nutné objasnit. Mozno sa pritom odvolat
na znamy Skolsky poznatok, ze kazdé zlozené &islo N mé aspon jedného prvoéinitela p, ktory splia
nerovnost p < v/ N.



dvoma z nich, dajte 1 bod, v pripade, Ze ukaze nedelitelnost tromi prvocislami, dajte 2 body (zmienku,
ze nie je delitelné prave jednym z prvocisel, typicky N je neparne, nebodujte). Dalsie 3 body dajte za
tvrdenie, ze kazdé zlozené dvojciferné ¢islo je delitelné aspoii jednym z prvocisel 2, 3, 5 alebo 7 (ak nie
je toto konstatovanie ni¢im podlozené, strhnite 1 bod).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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