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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia uloh skolského kola kategorie C

1. Urcte vsetky dvojice (m,n) prirodzengch cisel, pre ktoré plati
2m + 2s(n) = n - s(m) = 70,

pricom s(a) oznacuje ciferny sucet prirodzeného ¢isla a. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Z rovnice 2m + 2s(n) = 70 upravenej na m + s(n) = 35 vyplyva, ze m < 35,
a teda s(m) =< 11 (rovnost nastane pre m = 29). Podla rovnice n - s(m) = 70 je preto
¢islo s(m) delitelom ¢isla 70, ktory je nanajvys rovny 11, takze s(m) € {1,2,5,7,10}.

Teraz pre kazda z hodnot s(m) rovnu 1, 2, 5, 7, 10 dopo¢itame postupne hodnoty
n ="70/s(m), s(n), m = 35 — s(n) a zapiSeme ich do nasledujtcej tabulky:

s(m) 1 2 5 7 10
n 70 35 14 10 7
s(n) 7 8 5 1 7
m 28 27 30 34 28

Cisla z kazdého stipca sice spliiaji obe zadané rovnice, nie je v8ak zarucené, ze s(m) je
naozaj ciferny sucet ¢isla m. Vidime, Ze prvé tri pripady, ked s(m) € {1,2,5}, neveda
k ziadnemu rieSeniu, lebo s(28) # 1, s(27) # 2 a s(30) # 5. Zvy$né dva pripady, ked
s(m) =7 a s(m) = 10, vedd ku dvom rieSeniam danej tlohy, kedze s(34) = 7 a s(28) =
= 10. Zodpovedajice m a n st v tabulke vytlacené tucne.

Zdver. Dana tloha mé prave dve riesenia, ktorymi st dvojice (m,n) = (34,10)
a (m,n) = (28,7).

Pozndmka. Ak nerovnost s(m) < 11 vopred neodvodime, mozeme tlohu vyriesit postu-
pom z uvedeného rieSenia, ked pritom dotyént tabulku rozsirime o stipce pre hodnoty
s(m) € {14, 35,70}, t. . zvysSné tri delitele ¢isla 70:

s(m) 14 35 70
n 5) 2 1
s(n) 5 2 1
m 30 33 34

Tieto moznosti vylucéuji nerovnosti s(30) # 14, s(33) # 35 a s(34) # 70.

Za 1uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 2 body za uvedenie vSetkych (vopred nevylaéenych)
moznost{ pre hodnoty s(m) a n z rozkladu 70 = n-s(m), 3 body za vylaéenie vSetkych nevyhovujtcich
moznosti; 1 bod za najdenie a overenie oboch rieseni vratane uvedenia spravnej odpovede.

Len za uhadnutie oboch vyhovujtcich dvojic dajte 1 bod.



2. Dany je rovnobeznik ABCD, v ktorom K, L su postupne stredy stran BC', AD. Nech
pata M kolmice z bodu D na priamku AB leZi vnutri strany AB daného rovnobeznika
a nech N je stred usecky M B. Dokdzte, Ze |[NK| = |NL|. (Vojtéch Zlamal)

Riesenie. Oznac¢me S priesecnik uhlopriecok daného rovnobeznika ABCD, t.j. ich
spolo¢ny stred. Bod S je tiez stredom priecky KL, ktora je navyse rovnobeznéa so
stranou AB.!

Vsimnime si, ze v pravouhlom trojuholniku BDM je bod S stredom prepony BD
a bod N je stredom odvesny M B (obr.1). Usecka SN je teda jeho stredna priecka
rovnobezna s odvesnou DM, takze plati nielen DM 1 AB, ale aj SN 1. AB.
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Obr. 1

Teraz zo vztahov KL || AB a SN 1L AB dostavame SN L KL. Priamka SN
kolmé na tisecku K L prechadza jej stredom S, takze je to jej os. Z toho uz vyplyva
|NK| = |NL|, ako sme mali dokdzat. (Dodajme, ze sme spravent ivahu mohli zapisat
ako tivahu o vyske NS trojuholnika K LN, ktory je v jej dosledku rovnoramenny.)

Za Uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 2 body za zistenie, ze Gisecka SN je strednou prieckou
trojuholnika BDM; 2 body za dékaz SN L K L; 1 bod za zdévodnenie, ze priamka NS je os tisecky KL

(pripadne usecka NS je vyska k zdkladni KL rovnoramenného trojuholnika K'LN); 1 bod za z toho
vyplyvajici potrebny zaver.

3. Nech a, b, ¢ su kladn€ redlne ¢isla, pre ktoré plati ab+bc+ca = 1. Urcte, aké hodnoty
nadobida vyraz

a(b? +1) N b(c? +1) N c(a? + 1)
a+b b+c ct+a
(Josef Tkadlec, Patrik Bak)

RieSenie. Vzhladom na podmienku ab+ bc+ ca = 1 upravime (podobne ako v tlohe 4
z domaceho kola) najskér prvy z troch séitancov skimaného vyrazu

b2 +1 b2 b+b b b
a(b® + ):a( + ab + be + ca) :a( +a)(b+c) — a(b+¢) = ab+ ca.
a-+b a-+b a-+b

Analogicky zvysné dva sc¢itance maja vyjadrenia

b(62+1):bc+ab . c(a®? +1)

= ca + be.
b+c c+a

! Tieto zndme poznatky nie je nutné v rieseni dokazovat. Napriek tomu uvedme, Ze vyplyvaju z
vlastnosti strednych priecok SK a LS v trojuholnikoch ABC a ABD.
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Dokopy tak pre sucet vsetkych troch zadanych zlomkov dostavame

a(V®* +1) n b(c? +1) n c(a®? +1)

a1 b bt o o = (ab+ca)+(betab)+(ca+be) = 2(abtbetca) = 2,

pricom sme opéf vyuzili rovnost ab + be + ca = 1 zo zadania tlohy.

Zdver. Dany vyraz nadobtuda pre fubovolné kladné realne ¢&isla a, b, ¢, ktoré splhaju
podmienku ab + bc + ca = 1, vzdy hodnotu 2.

Za 1plné riesenie Ulohy dajte 6 bodov, z toho: 3 body za potrebnii tpravu ktoréhokolvek z troch
séitancov daného vyrazu; 2 body za séitanie troch upravenych s¢itancov (zlomkov); 1 bod za uvedenie
spravnej odpovede.

Za nedokazani hypotézu o jedinej hodnote 2 daného vyrazu dajte 1 bod, aj ked je podporena
konkrétnymi numerickymi vypoctami.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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