MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

N1 Je mozné tabul'ku 5 X 5 vyplnit celymi ¢islami tak, aby sucet ¢isel v kazdom riadku bol neparny a sucet cisel
v kazdom stlpci parny?
N2 Pre ktoré n také, Ze n < 8, je mozné tabul'ku n X n vyplnit spésobom popisanym v sutaznej tilohe?

N3 Prektoré d z {0, 1, 2,3,4,5, 6} je mozné vyfarbit niekol'’ko policok tabulky 6 X 6 tak, aby v kazdom riadku aj
kazdom stipci bolo prave d vyfarbenych poli¢ok?

D1 Udajte priklad vyplnenia tabul'ky 71 X 71, ktoré vyhovuje zadaniu sutaZznej tulohy.
D2 Dokazte, Ze tabul'’ku n X n je mozné vyplnit spésobom popisanym v sitaznej dlohe pre kazdé n také, ze n > 18.

D3 Je mozné ofarbit policka nekonecnej Stvorcovej siete Ciernou a bielou farbou tak, aby v kazdom riadku bolo
len konecne vela policok Ciernych a v kazdom stlpci len konec¢ne vela policok bielych?

N1 Dokazte, Ze dotycnice vedené z bodu A ku kruznici so stredom O st simerne zdruZené podla priamky O A.
N2 Dokazte, ze v lubovolnom lichobezZniku je spojnica stredov jeho ramien rovnobezna s jeho zakladnami.

D1 Uhlopriecky lichobeznika ABCD so zakladiiami AB, CD sa pretinaji v bode P a priamky AD, BC v bode Q.
Dokazte, Ze stredy zakladni AB, CD lezia na priamke PQ.

D2 V lichobezniku ABCD so zakladiiami AB, CD oznacme P priesecnik osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch 4, D
apodobne Q priesecnik osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch B, C. Dokazte, Ze dlzka tisecky PQ je rovna polovici
obvodu ABCD.

D3 Je dany konvexny patuholnik ABCDE taky, Ze trojuholniky ABC, BCD, CDE, D E A maju vSetky rovnaky obsah.
Use¢ky AC, AD pretni isecku BE postupne v bodoch M, N. Dokazte, ze |BM| = |[NE|.

D4 V doty¢nicovom Stvoruholniku ABCD ozna¢me P priesecnik polpriamok AD a BC, dalej Q priesecnik polpria-
mok BA a CD anapokon R kolmy priemet bodu D na priamku P Q. Dokazte, Ze kruznice vpisané trojuholnikom
ADQ a CDP vidiet z bodu R pod rovnakym uhlom.

N1 N43jdite najmensie kladné celé ¢islo n také, Ze 75 - n je tretia mocnina celého Cisla.

N2 Nech k je celé cislo také, ze k > 2. Dokazte, Ze ak v rovnosti a - b = ¢ su dve z troch zastipenych kladnych
celych ¢isel a, b, ¢ rovné k-tym mocnindm celych ¢isel, plati to isté aj pre tretie ¢islo.

N3 Dokazte, ze pre vSetky dostatocne vel'ké kladné celé Cisla n plati:

a) n? > 10n + 100.

b) 2" > 10n2.

c) 3" >10-2™
D1 DokazZte, Ze pre l'ubovolné celé ¢isla n, k vacsie nez 1 je Cislo X/n bud celé, alebo iracionalne.
D2 Najdite vietky kladné celé ¢isla n, pre ktoré je n? + n — 11 druhou mocninou celého &fsla.
D3 Ur¢te v3etky dvojice celych kladnych ¢&isel a a b, pre ktoré plati 4% + 4a? + 4 = b2.
D4 Pre ktoré dvojice celych ¢isel x a y plati 1 + 2% 4 22¥*1 = 527

4
N1 PouZite popisanil metddu na vyrieSenie sustav v obore redlnych cisel:
a) 3x + 2y =x%a2x+3y =y2
b) 3xy — 10 = 2x? a2xy + 15 = 3y2.

N2 Ukazte, Ze z prvych dvoch rovnic ststavy zo sttaznej ulohy vyplyva, Ze obe ¢islaz — x a x + y + z st roézne od
nuly. Aké si obdobné désledky inych dvoch rovnic?
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V obore readlnych cisel riesSte stistavu rovnic
2 — 4,3
x+y =y,

y+x% =x3.

V obore redlnych ¢isel rieste stistavu
x2—yz=|y—z|+1,
y2—zx=|z—x|+1,

zZ—xy=|x—y|l+1

N3jdite vSetky redlne rieSenia sustavy rovnic

+z=1,
x+y
1
—+x=1,
y+z
+y=1.
zZ+x y

Navzajom rdzne realne ¢isla a, b, ¢ spiiajia + 1/b = b + 1/c = ¢ + 1/a. Dokéite, Ze |abc| = 1.

N3ajdite vSetky redlne ¢isla x také, pre ktoré platix > 3 a

x+Jx—Dx-2)+/(x-DE-3)+/(x-2)(x—3)=5.

N3ajdite vSetky celé Cisla n také, ze n > 3, pre ktoré existuju redlne ¢isla a4, a,, ..., a4, také, ze a, 1 = aq,
Anip =0y aq;a;41 +1=a;,, prekazdéiz{l,2,..,n}

5

N1 Dokazte tvrdenie o Svr¢kovom bode:
V Tubovolnom trojuholniku ABC prechadza os vnitorného uhla BAC stredom toho oblika BC kruznice opi-
sanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A.

N2 Dokazte tvrdenie o troch prstoch”:
V danom trojuholniku ABC oznac¢me [ stred kruznice dorho vpisanej a S stred toho oblika BC kruZnice opi-
sanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A. Potom plati |SB| = |SI| = |SC].

N3 Dokazte, Ze v sttaznej tlohe je priamka S, S, osou tsecky Al.

N4 Dokazte vetu o tisekovom uhle:
Nech ABC je trojuholnik vpisany do kruznice k a T bod doty¢nice kruznice k v bode B v polrovine opacnej
k polrovine BCA. Potom plati [¥TBC| = |&BAC|. (Uhol TBC je tzv. tisekovy uhol prislichajici tomu obliku
BC kruZnice k, ktory neobsahuje bod 4.)

D1 Vsitudcii zo sitaznej ilohy ozna¢me dalej S, priese¢nik polpriamky Al s kruznicou k rdzny od A. Dokazte, Ze
bod I je priese¢nikom vySok trojuholnika S, S} S..

D2 Oznac¢me [ stred kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC s pravym uhlom pri vrchole A. Ozna¢me
tiez M a N stredy tseciek AB a BI. DokaZzte, Ze priamka CI je doty¢nicou kruZnice opisanej trojuholniku BMN.

D3 Vtetivovom Stvoruholniku ABCD oznac¢me postupne L, M stredy kruznic vpisanych trojuholnikom BCA, BCD.
Dalej ozna¢me R priese¢nik kolmic vedenych z bodov L a M postupne na priamky AC a BD. Dokazte, Ze troj-
uholnik LMR je rovnoramenny.

D4 Oznaéme I stred kruznice vpisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Jeho vnitorny bod P spiiia podmienku
|«PBA| + |«PCA| = |«PBC| + |«PCB|. Dokazte, Zze |AP| = |Al|, pri¢om rovnost nastane, prave ked P = I.

D5 Osi vnutornych uhlov pri vrcholoch B, C ostrohuhlého trojuholniku ABC pretnt protilahlé strany postupne
vbodoch K, L. Ozna¢me M priese¢nik priamky BK s osou usecky CL. Bod N leZi na priamke CL tak,Ze NK || LM.
Dokaite, Zze INK| = |NB].

6
N1 Najdite vSetky kladné celé cisla t také, Ze Cisla t, 2t — 1 a 2t + 1 st vSetky prvocisla.
N2 Si dané reélne ¢&isla d a g, pricom q € {0,1}. Dokazte, Ze postupnost’ (xg, Xy, ...) spifia pre kazdy index i

rovnost x;,; = qx; + d, prave ked je jej vieobecny ¢len tvaru x; = kq' + ¢, kde c = d/(1—q) a k je 'ubovolna
konstanta.
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Nech M je kone¢na mnoZina, f je lubovolné zobrazenie tavké, ze f : M - M,am € M. Dokazte, Ze postup-
nost (m, f(m), f(f(m)), ...) je od istého Clena periodicka. Dalej dokazte, Ze ak zobrazenie f je prosté, tak tato
postupnost je periodicka.

Dokaizte, Ze pre kazdé neparne ¢islo d sa zvysky cisel 29, 21, 22, ... po deleni ¢islom d periodicky opakuju.
DokaZzte malti Fermatovu vetu:

Pre l'ubovolné prvocislo p a celé &islo a nesudelitelné s p plati a?~! = 1 (mod p).

Dokazte, Ze kazdé kladné celé ¢islo ma nasobok, v ktorého desiatkovom zapise sa vyskytuju len nuly ajednotky.
Dokazte, Ze pre kazdé kladné celé ¢islo n existuje n-miestne ¢islo, ktoré je ndsobkom 5™ a ktorého vsetky
Cislice st neparne.

Dokazte, ze kazdé kladné celé cislo ma nasobok, ktory je kladnym Fibonacciho ¢islom. (Fibonacciho postup-
nost F je urcend vztahmi F(0) = 0, F(1) = 1 aF,,,, = F,,,; + F,, pre kazdy index n.)

Dokazte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré davaju po deleni Styrmi zvySok 3.
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Je mozné tal?ul’ku 5 X 5 vyplnit celymi ¢islami tak, aby sucet ¢isel v kazdom riadku bol neparny a sucet cisel
v kazdom stlpci parny?

Riesenie:

Nie je to moZné. Pre spor predpokladajme opak a ozname S suicet éisel,v celej tabul’ke. S¢itanim cez riadky
je S rovné suctu piatich neparnych ¢isel, teda je neparne. S¢itanim cez stlpce je S rovné suctu piatich parnych
Cisel, teda je parne.

Pre ktoré n také, Zze n < 8, je mozné tabul'ku n X n vyplnit sp6sobom popisanym v stitaznej dlohe?
Riesenie:

Ibapren=5an=7.

V pripade n < 6 je stcet &isel v kazdom stipci najviac 12, takze kvéli delitelnosti siedmimi musi byt rovny 7.
Sucet cisel v celej tabul'ke preto musi byt rovny 7n, podla suctov ¢isel v riadkoch to vsak musi byt nasobok
piatich, takze nutne n = 5.

Ak n =5, tak tri riadky vyplnime jednotkami, dva riadky dvojkami.
Ak n = 7, tak $tyri stipce vyplnime jednotkami, tri stipce dvojkami.

V pripade n = 8 je stidet &isel v kazdom stipci v rozmedzi 8 az 16, takze kvoli delitelnosti siedmimi musi byt
rovny 14. Sucet vSetkych cisel v tabul’ke je potom 8 - 14, ¢o nie je ndsobok piatich, takze taky nie je ani sucet
¢isel v niektorom riadku.

Pre ktoré d z{0,1,2,3,4,5, 6} je moZné vyfarbit niekol'ko policok tabulky 6 X 6 tak, aby v kazdom riadku aj
kaZdom stlpci bolo prave d vyfarbenych policok?
Riesenie:
Pre kazdé také d.
Pre dané d je mozné napriklad ofarbit policka, ktoré na obrazku obsahuju ¢isla najviac rovné d.
1(2]|3|4|5(6
6|1(2(3(4]|5
5(6(1|2]|3|4
415(6[(1[2(3
3(4|5|6|1]|2
2(3]|4|5]|6]1

Udajte priklad vyplnenia tabul'ky 71 x 71, ktoré vyhovuje zadaniu sutaznej tlohy.
Riesenie:
Pretoze ¢islo 69 - 2 + 2 - 1 ¢iZze 140 je ndsobkom piatich i siedmich, vyhovuje kazdé vyplnenie, ked' je v kaz-

dom riadku i stipci 69 dvojok a 2 jednotky. Na to sta¢i tabul’ku vyplnit',,cyklicky“: do prvého riadku napisat’
(1,1,2,2,...,2),do druhého (2,1,1, 2,2, ..., 2) atd., aZ do posledného 71.riadku (1, 2, 2, ..., 2, 1).

Dokazte, ze tabulku n X n je mozné vyplnit spdosobom popisanym v sutaznej tilohe pre kazdé n také, Zen > 18.
Riesenie:

Podmienka n > 18 zarucuje existenciu celého &isla s, ktoré je nasobkom 35 a splita nerovnosti n < s <2n
Sucet Cisel v kazdom riadku i stlpci tabulky n X n bude rovny danému ¢islu s, ak v kazdom riadku i stlpci bude

2n — s jednotiek a s — n dvojok. Dosiahneme to podobne ako v rieSeni dlohy D1, ked’ riadky tabul'’ky postupne
vyplnime ,cyklickymi“ zmenami poZadovanej zostavy jednotiek a dvojok.

Je mozné ofarbit policka nekonecnej Stvorcovej siete ¢iernou a bielou farbou tak, aby v kazdom riadku bolo
len konecne vela policok ¢iernych a v kazdom stlpci len konec¢ne vela policok bielych?

RiesSenie:

Ano, napriklad ako na obrazku:
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Dokazte, Ze dotyc¢nice vedené z bodu A ku kruznici so stredom O st simerne zdruzené podla priamky OA.
RieSenie:

Stac¢i dokazat, Ze simerne zdruzené su body dotyku uvaZovanych dotyc¢nic. St to vSak priesec¢niky danej
kruzZnice s Talesovou kruznicou nad priemerom OA a obe tieto kruZnica si podla priamky OA simerné.
Inak tiez staci overit zhodnost trojuholnikov T; 0A a T,0A4, kde T;, T, st body dotyku tychto doty¢nic, a to
podla vety Ssu.

Dokazte, Ze v l'ubovolnom lichobeZniku je spojnica stredov jeho ramien rovnobezna s jeho zakladnami.
RieSenie:

Rozdelme dany lichobeznik jednou jeho uhloprieckou na dva trojuholniky a uvazme ich stredné priecky rov-
nobezné so zakladiami lichobeznika. Odtial' pouzitim znamych vlastnosti trojuholnikovych priecok plynie,

Ze spojnica stredov ramien lichobeZnika je nielen rovnobezna s jeho zakladtiami, ale navy$e ma dizku rovni
aritmetickému priemeru ich dizok.

Uhlopriecky lichobeznika ABCD so zakladiiami AB, CD sa pretinaju v bode P a priamky AD, BC v bode Q.
Dokazte, Ze stredy zakladni AB, CD lezia na priamke PQ.

RieSenie:

Bod P je vnitornym stredom rovnolahlosti tise¢iek AB a €D, bod Q je vonkaj$im stredom ich rovnolahlosti.
V oboch rovnolahlostiach si stredy tuseciek AB, CD zodpovedaju, takzZe leZia so stredmi rovnolahlosti P, Q na
tej istej priamke.

(Mexico 1999,

https://artofproblemsolving.com/community/c6h1681483p10720804)

V lichobezniku ABCD so zakladiiami AB, CD ozna¢me P priese¢nik osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch 4, D
a podobne Q priesecnik osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch B, C. Dokazte, Ze dlzka usecky PQ je rovna polovici
obvodu ABCD.

RieSenie:

KedZe body P, Q leZia na osiach dvoch uhlov, st to stredy kruZnic dotykajuicich sa priamok AB, CD a postupne
ramien AD, BC. Body P, Q preto leZia na osi pasu medzi rovnobezkami AB a CD, ktora prechadza stredmi
M, N ramien AD, BC. Lahko dopocitame, Ze |¥APD| = 90° = |«BQC(|, takze body P, Q leZia na kruzniciach
s priemermi AD, BC. Potom plati

1 1 1 1
|PQ| = |PM| + |MN| + |NQ| = 5 |DA| + §(|AB| +|CD]) + 5 |BC| = §(|AB| + |BC| + |CD| + |DA]).

(Juzna Afrika 2003,
https://artofproblemsolving.com/community/c4616_2003_south_africa_national_olympiad)

Je dany konvexny patuholnik ABCDE taky, Ze trojuholniky ABC, BCD, CDE, DE A maju vsetky rovnaky obsah.
Usecky AC, AD pretnu Gsecku BE postupne v bodoch M, N. Dokazte, Zze |BM| = |NE].

RieSenie:

Z rovnosti obsahov BCD a CDE plynie BE || CD. Podobne dokaZzeme BC || AD a DE || AC, takze trojuholniky

BCM a NDE su podobné (uu). KedZze BE || CD, vysky tychto dvoch trojuholnikov z vrcholov C, D si zhodné,
takZe ide o dva zhodné trojuholniky, a preto |BM| = |NE|.

(Rusko 2008,

https://artofproblemsolving.com/community/c5168_2008_allrussian_olympiad)

V doty¢nicovom $tvoruholniku ABCD oznacme P priesecnik polpriamok AD a BC, dalej Q priesec¢nik polpria-
mok BA a CD anapokon R kolmy priemet bodu D na priamku P Q. DokaZte, Ze kruZnice vpisané trojuholnikom
ADQ a CDP vidiet z bodu R pod rovnakym uhlom.



RieSenie:

Oznacme I, ] stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ADQ, CDP a, r; ich polomery. Vdaka podobnosti troj-
uholnikov sta¢f dokazat rovnost |RI| / |R]| = 1;/r;. Dalej ozna¢me K stred a r polomer kruznice vpisanej do
$tvoruholnika ABCD a E priesec¢nik priamok /] a PQ.Body K, I leZia na osi uhla BQC tak, ze |QK| / |QI| = r /7.
Podobne body K, J lezia na osi uhla APB tak, Zze |PK|/|P]| = r/r;. Po dosadeni za druhy a treti zlomok

v rovnosti
|EIl [P]] |QK| _

|EJI |PK| |QI
(Menelaova veta pre trojuholnik I/K) vychadza |EI|/|E]| = 7;/1;. Zaroven zrejme plati aj [DI|/|D]| = /7.
KruZnica s priemerom DE je teda Apolléniovou kruznicou pre body I, ] a pomer 1;/7;. KedZe |*DRE| = 90°,
bod R leZi na tejto kruznici, a tak plati |[RI|/|R]| = 7; /1;, ako sme chceli dokazat.
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Najdite najmensie kladné celé Cislo n také, Ze 75 - n je tretia mocnina celého cisla.

RieSenie:

Celé ¢islo je tretou mocninou, prave ked' sa v jeho rozklade na prvocinitele vyskytuje kazdé prvocislo v moc-
nine, ktora je ndsobkom troch. Ked%e 75 = 3 - 52, hladané najmensie n je rovné 32 - 5 = 45,

Nech k je celé Cislo také, ze k > 2. Dokazte, Ze ak v rovnosti a - b = ¢ sud dve z troch zastupenych kladnych
celych ¢isel a, b, ¢ rovné k-tym mocnindm celych cisel, plati to isté aj pre tretie ¢islo.

RieSenie:

Vyjdeme z poznatku, Ze celé Cislo je k-tou mocninou, prave ked’ sa v jeho rozklade na prvocinitele vyskytuje
kazdé prvocislo v mocnine, ktora je nasobkom cisla k. V nasej situacii pre l'ubovolné prvocislo p oznacme
postupne a, 8,y (nezaporné) pocty zastipenia tohto p vrozkladoch na prvocinitele ¢isel a, b, c. Potom rovnost’
a-b = cznamend a + [ = y, takZze dokazované tvrdenie plynie zo zrejmej vlastnosti, Ze ak st dve z takych
Cisel a, B, y delitelné danym ¢islom k, je nim delitelné aj to tretie.

Dokazte, Ze pre vSetky dostato¢ne vel'’ké kladné celé ¢isla n plati:

a) n? > 10n + 100.

b) 2™ > 10n2.

c) 3" >10-2™

RieSenie:

a) Akn > 20, zrejme plati n> — 10n — 100 = n(n — 10) — 100 > 20- 10 — 100 > 0.

b) Zrejme 21° = 1024 > 1000 = 10-102. Navy3e ak dokazovana nerovnost plati pre nejaké n také, Ze n > 10,
tak platii pre n+ 1: Skuto¢ne, 2"*1 = 2-2™ > 2-10n2 > 10(n+ 1)?, kde posledna nerovnost plati, pretoze
je ekvivalentna s nerovnostou n(n — 2) = 1, zrejme platnou dokonca pre kazdé n také, ze n = 3.

c) IKked ajtuje dékazindukciou Iahky, ukaZzme, ako sa zaobist bez nej: Nerovnost prepisana do tvaru (3/2)" >
10 je splnena (vzhladom na % > 1 a odtial plynuci fakt, Ze funkcia x —» (3/2)* je vSade rastica), prave ked’
platin > 10g3/2 10 = 5,68.

Dokazte, Ze pre l'ubovolné celé ¢isla n, k vacsSie nez 1 je ¢islo X/n bud celé, alebo iracionalne.

Riesenie:

Predpokladajme, Ze ¢islo §/n je racionalne, takZe §/n = u/v, kde u a v st celé kladné ¢isla. Potom plati rovnost’

n - v* = uk a z vysledku tilohy N2 plynie, Ze tieZ ¢islo n je k-tou mocninou celého &isla, t. j. &islo §/n je celé.

Najdite vietky kladné celé &isla n, pre ktoré je n? + n — 11 druhou mocninou celého &isla.

Riesenie:

Lahko overime, Ze ak n > 11, tak platin? < n? + n — 11 < (n + 1)2. Stadi teda prebrat n také, Ze n < 11,
vyhovuju prave 3,4 a 11.

Ur¢te vetky dvojice celych kladnych ¢&isel a a b, pre ktoré plati 4% + 4a? + 4 = b?.

RieSenie:

59-A-III-1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=314).

Pre ktoré dvojice celych ¢isel x a y plati 1 + 2% + 22¥%1 = 527

Riesenie:

(IMO 2006, http://www.imo-official.org/problems.aspx)




4 RieSenie sustavy rovnic Casto zaciname tak, Ze niektoré dve jej rovnice od seba odcitame alebo niekol'ko jej
rovnic s¢itame. Niekedy sa pritom vyplati zmienené rovnice dopredu vynasobit vhodnymi ¢islami alebo i vyrazmi
s neznamymi, aby sme ziskali ich ¢o najjednoduchsi dosledok.
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PouZite popisanti met6édu na vyrieSenie ststav v obore realnych cisel:
a) 3x+ 2y =x%a2x +3y=y2

b) 3xy — 10 = 2x% a 2xy + 15 = 3y2.

Riesenie:

a) (x,y) €{(0,0),(5,5)}a(x,y) € {(2,—-1),(-1,2)}

Od¢itanim rovnic a tpravou vysledku dostaneme (x —y)(x + y — 1) = 0, odkial y = x aleboy = 1 —x. Po
dosadenti takych y vyjdu v prvom, resp. druhom pripade vzdy dve vysSie uvedené rieSenia.

b) (x,y) €{(2,3),(=2,-3)}.
Vynasobme dané rovnice postupne vyrazmi y a x. Po ich naslednom sc¢itani sa vo vysledku kubické cleny
navzajom zrusia, a dostaneme tak rovnicu 15x — 10y = 0, podla ktorej x = 2t ay = 3t pre vhodné realne t.
Po dosadeni takych x a y vyjde rovnica t? = 1 s korefimi +1, ktorym zodpovedaju vy3sie uvedené riesenia.

Ukazte, Ze z prvych dvoch rovnic ststavy zo sutaznej tlohy vyplyva, Ze obe ¢islaz —x ax + y + z st rézne od
nuly. Aké si obdobné désledky inych dvoch rovnic?

Riesenie:

Posudzované dve rovnice od seba od¢itajte a vysledok potom upravte.

V obore realnych cCisel rieste sistavu rovnic

x+y2:y3’

y+x% =x3.
Riesenie:
Cesko, 57-A-111-1 (http://www.matematickaolympiada.cz/media/440727 /A57iii.pdf).

V obore realnych cisel rieste sustavu
x*—yz=|y—z|+1,

y?—zx=|z—x|+1,
z2—xy=|x—-y|l+1
RieSenie:
68-A-III-1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3121).
N3jdite vSetky redlne rieSenia sustavy rovnic

+z=1,
xX+y
+x=1,
y+z
=1.
Z+x+y

RieSenie:

69-A-11-1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3386).

Navzajom rdzne realne ¢isla a, b, ¢ spiiajia + 1/b = b + 1/c = ¢ + 1/a. Dokézte, Ze |abc| = 1.

Riesenie:

Prva rovnost prepiSemenaa —b = 1/c —1/b = (b — c¢)/(bc). Podobne dostaneme b — ¢ = (¢ — a)/(ca)
ac—a = (a—b)/(ab). Po vynasobeni troch odvodenych rovnosti a ndslednom vydeleni nenulovym ¢islom
(a — b)(b — ¢)(c — a) uZ ziskame pozadované (abc)? = 1.

N3ajdite vSetky realne cisla x také, pre ktoré platix > 3 a

x+Jx-DEx-2)+/x-DE-3)+/(x-2)(x—3)=5.
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RieSenie:

Odc¢itame 1 a upravime na

Vx—1+Vx—-2)(Wx—1+Vx—-3) =4

Po podobnom od¢itani 2, resp. 3 ziskame

Vx—1+Vx—-2)(Wx—-2+Vx—-3)=3

Vx—1+Vx—-3)Wx—-2+Vx—3)=2.

Odvoden trojicu vztahov teraz lahko vyrieSime ako sustavu: Ak vydelime vzdy sucin dvoch rovnic tou tretou,
dostaneme (vzhladom na nezapornost sic¢tu dvoch odmocnin)

Vi—1+Vx—2=.4-3/2=2-+24,
Vx—1+Vx—3=4-2/3=:-+24,
Vx—2+Vx—3=3.2/4=-424,

z ¢oho uZz lahko (ako zo sustavy troch linedrnych rovnic pre nezname hodnoty troch zastiipenych odmocnin)
urcime

7
—1=—v24
* 24"
5
Vx—2= ﬁ\/ 24,
3= ! 24
x =22 .
Tymto trom vztahom vyhovuje jediné x, a to 73 /24. Skiska dosadenim do p&vodnej rovnice je Iahka.

(IMO 2018,

http://imo-official.org/problems.aspx)

Najdite vSetky celé cisla n také, Ze n = 3, pre ktoré existuja realne cisla a4, a,, ..., a4, také, ze a4 = aq,

Aniz =0y a0;0;41 +1=a;,, prekazdéiz{l,2,..,n}

RieSenie:

Akékolvek kladné n delitelné tromi.

Ak vynasobime i. rovnicu ¢islom a;, , a vSetky ich potom scitame, vznikne na lavej strane stcet ¢lenov tvaru

a;a;410i4, asucet Clenov tvaru a;,,. Ten isty vysledok na lavej strane je moZné dosiahnut, ak pred s¢itanim

vynasobime i. rovnicu ¢islom a;_; (poloZime pritom a, = a,). Rovnost oboch vzniknutych pravych stran
n n . v s P 1aon v ; )

i a?, =Y., ai_1a;4, je mozné prepisat na tvar 3 Yicq(ai—1 — a;42)? = 0, takZe musi platit a;_; = a4,

pre kazdé iz {1, 2, ...,n}. Odtial v pripade 3 { n vidime, Ze dokonca vSetky cisla a; musi byt rovnaké, ¢o nie je

mozné, lebo rovnica x2 + 1 = x nema realne rieSenie. Naopak, v pripade 3 | n podmienkam zo zadania ulohy

zrejme vyhovieme n-ticou (2,-1,-1, ...,2,—1,—1).

N1

N2

Dokazte tvrdenie o Svrékovom bode:

V Tubovolnom trojuholniku ABC prechadza os vnitorného uhla BAC stredom toho oblika BC kruznice opi-
sanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A.

RieSenie:

Oznacéme S druhy priesec¢nik osi uhla BAC s kruZnicou opisanou trojuholniku ABC. Krat$im oblukom SB, SC
tejto kruznice prislichajui rovnako vel'ké obvodové uhly, takze tieto obliky st zhodné.

Dokazte tvrdenie o troch prstoch”:

V danom trojuholniku ABC oznac¢me [ stred kruznice doriho vpisanej a S stred toho oblika BC kruZznice opi-
sanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A. Potom plati |SB| = |SI| = |SC]|.

RieSenie:
Vzhladom na symetriu sta¢i dokazat' len rovnost |SB| = |SI|. Pri $tandardnom znaceni vel'’kosti vnutornych
uhlov trojuholnika ABC plati

|«SBI| = |«SBC| + |«CBI| = |«SAC| + B/2 = a/2 + B/2.
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Pretoze SIB je vonkajsi uhol trojuholnika ABI, plati tiez
|«SIB| = |«IAB| + |<ABI| = a/2 + /2.

Trojuholnik SIB tak skuto¢ne mé zhodné ramena SB a S1.

Dokazte, Ze v sitaznej ulohe je priamka S, S osou tusecky Al.

RieSenie:

Podla vysledku ulohy N2 plati |S, A| = |S,I] a [S.A| = |S.I]|, takze S4, Sg st dva rozne body osi tsecky Al.
Dokazte vetu o tisekovom uhle:

Nech ABC je trojuholnik vpisany do kruznice k a T bod dotyc¢nice kruznice k v bode B v polrovine opacnej
k polrovine BCA. Potom plati |<TBC| = |&BAC|. (Uhol TBC je tzv. tisekovy uhol prislichajici tomu obliku
BC kruznice k, ktory neobsahuje bod 4.)

RieSenie:

Oznacéme stred danej kruZnice S:

A

Zo vztahu medzi stredovym a obvodovym uhlom |&BAC| = % |«BSC|, z rovnoramennosti trojuholnika BSC
mame |«CBS| =90° — % |«BSC|.Z toho uZ dostavame |<TBC| = 90° — |«CBS| = |«BAC]|.

V situdcii zo sutaznej ilohy ozna¢me dalej S, priese¢nik polpriamky Al s kruznicou k rdzny od A. Dokazte, Ze
bod I je priese¢nikom vySok trojuholnika S, S} S..

Riesenie:

Priamka S, S, je ako os usecky Al (pozri N3) kolma na S, /. Podobne priamka S,/ je kolma na S,;S..

Oznacéme [ stred kruZnice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC s pravym uhlom pri vrchole A. Ozna¢me
tiez M a N stredy Useciek AB a BI. Dokazte, Ze priamka CI je dotyCnicou kruznice opisanej trojuholniku BMN.

RieSenie:

70-A-11I-2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3576).

V tetivovom $tvoruholniku ABCD ozna¢me postupne L, M stredy kruznic vpisanych trojuholnikom BCA, BCD.
Dalej ozna¢me R prieseénik kolmic vedenych z bodov L a M postupne na priamky AC a BD. Dokézte, Ze troj-
uholnik LMR je rovnoramenny:.

RieSenie:

56-A-III-2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=225).

(IMO 2006,

http://imo-official.org/problems.aspx)

Ozna¢me I stred kruZnice vpisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Jeho vniitorny bod P spiiia podmienku
|«PBA| + |«PCA| = |«PBC| + |«PCB|. Dokazte, Zze |AP| = |Al|, pri¢om rovnost nastane, prave ked P = I.
Riesenie:

Nech |2PBA| = %,8 + &, potom |XPBC| = %B — § a zo zadanej uhlovej podmienky lahko plynie |[<PCA| =
%y — §a|«PCB| = %y + 8. 0dtial' |<PBC| + |<PCB| = %[; + %y =90° — %y, takze uhol BPC ma velkost
90° + %y, ¢o je, ako je zname, aj vel'’kost uhla BIC. Preto bod P z polroviny BCA leZi na obluku BIC kruZnice
opisanej trojuholniku BIC. Ta ma stred v strede kratSieho oblika BC Kkruznice opisanej trojuholniku ABC, ¢o
je bod na polpriamke Al, takze I je tym bodom oblika BIC, ktory je k bodu A najblizsie.

(Junior Balkan 2010,

https://artofproblemsolving.com/community/c4212_2010_junior_balkan_mo)

Osi vnutornych uhlov pri vrcholoch B, € ostrohuhlého trojuholniku ABC pretnu protilahlé strany postupne
vbodoch K, L. 0zna¢me M priesecnik priamKky BK s osou isecky CL. Bod N leZina priamke CL tak,ze NK || LM.
Dokazte, ze INK| = |NB|.



RieSenie:

Bod M ako priesec¢nik osi ostrého uhla CBL a osi ise¢ky CL je stredom kratSieho obltuka CL kruZnice opisanej
trojuholniku BCL. Odtial' a zo zadanej rovnobeZnosti plynie |*MBC| = |<MLC| = |€KNC(|, takZe $tvoruhol-
nik BCKN je tetivovy. Preto bod N lezi na kratSom obluku BK kruznice opisanej trojuholniku BCK, ktory ma
ostry uhol pri vrchole C, na ktorého osi bod N tiez leZi. Je tak stredom zmieneného obltika BK, odkial uz plynie
INK| = |NB|.
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Najdite vSetky kladné celé ¢isla t také, Ze ¢isla t, 2t — 1 a 2t + 1 su vSetky prvocisla.

Riesenie:

2 a 3, kedy ide o trojice prvocisel (2, 3,5), resp. (3,5, 7).

PretoZe 1 nie je prvocislo, ostava vylucit pripad t = 4. Vtedy prvocislo t dava po deleni tromi zvySok 1 alebo
2.Akt = 3k + 1,kde k = 1, Cislo 2t + 1 CiZe 6k + 3 je delitelné tromi. Akt = 3k + 2,kde k > 1, Cislo 2t — 1
Cize 6k + 3 je delitelné tromi.

Su dané redlne Cisla d a g, pricom q ¢ {0, 1}. Dokazte, Ze postupnost’ (xo, X1, -..) spiia pre kazdy index i
rovnost x;,, = qx; +d, prave ked' je jej vSeobecny ¢len tvaru x; = kq' +c,kde ¢ = d/(1—q) a k je lubovolna
konStanta.

RieSenie:

Cislo c je zadané tak, Ze rovnosti x;,; = qx; + d je mozné prepisat do tvaru x;,; — ¢ = q(x; — c). Tieto
upravené rovnosti znamenaju prave to, Ze Cisla x; — ¢ tvoria geometrickd postupnost s kvocientom g, t. j. Ze
pre kazdé i plati x; — ¢ = kq' kde k je l'ubovolna konsStanta.

Nech M je konecna mnoZina, f je lubovolné zobrazenie také, ze f : M — M, am € M. Dokazte, Ze postup-
nost (m, f(m), f(f(m)), ...) je od istého ¢lena periodicka. Dalej dokaZte, Ze ak zobrazenie f je prosté, tak tato
postupnost je periodicka.

RieSenie:

Podla Dirichletovho principu sa medzi prvymi |M| + 1 ¢lenmi postupnosti musi aspoii jeden prvok opakovat.
0d jeho prvého vyskytu tak postupnost bude periodick3, lebo kazdy dalsi ¢len zadanej postupnosti je jed-
noznacne urceny predchadzajicim ¢lenom. Keby postupnost nebola periodicka uz od prvého clena, nasli by
sa v nej dva vyskyty toho istého prvku, ktorému predchadzaju dva rozne Cleny, Co nenastane, ak je zobrazenie
f prosté.

DokaZte, Ze pre kazdé neparne ¢&islo d sa zvysky &isel 20, 21, 22, ... po deleni ¢islom d periodicky opakujt.
RieSenie:

Pouzite vSeobecny vysledok tlohy N3 pre zobrazenie z » 2z (mod p) na mnozine {1, 2, ...,d — 1}.

Dokéazte mali Fermatovu vetu:

Pre 'ubovolné prvocislo p a celé &islo a nesudelitelné s p plati a?~! = 1 (mod p).

RieSenie:

UkaZte, Ze zobrazenie t = a -t (mod p) je prosté na mnoZzine {1, 2, ..., p — 1}, takZe je to bijekcia. Porovnanim
sucinu vSetkych p — 1 vzorov a sucinu vSetkych p — 1 obrazov dostaneme

p-D'=@ D@-2).(a-(p—1)=aP(p—1) (mod p).
Po vydeleni kongruencie ¢islom (p—1)! (nestidelitelnym s jej modulom p) uz dostadvame dokazované tvrdenie.
Dokazte, Ze kazdé kladné celé ¢islo ma nasobok, v ktorého desiatkovom zapise sa vyskytuju len nuly ajednotky.
RieSenie:
Podla Dirichletovho principu medzi ¢islami 1, 11, 111, ... existuju dve, ktoré davaji rovnaky zvySok po deleni
nasim ¢islom. Ich rozdiel ma poZadovanu vlastnost.
(USA 2003)
Dokazte, Ze pre kazdé kladné celé Cislo n existuje n-miestne ¢islo, ktoré je nasobkom 5™ a ktorého vsetky
Cislice st neparne.
Riesenie:
Dokaz urobime matematickou indukciou:
Akn = 1, vyhovuje 5.
Majme pre n vyhovujice a. Cisla a + i - 10" pre i z {1,3,5,7,9} st vietky nasobkami 5" a pritom davaji
navzajom rdzne zvysky po deleni 5™*1, takze jedno z nich je ndsobkom 5"*1. Toto &islo je zrejme (n + 1)-
-miestne a vSetky jeho Cislice st neparne.
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Dokazte, ze kazdé kladné celé cislo ma nasobok, ktory je kladnym Fibonacciho ¢islom. (Fibonacciho postup-
nost F je urcend vztahmi F(0) = 0, F(1) = 1 aF,,,, = F,,,; + F,, pre kazdy index n.)

Riesenie:

Nech d je l'ubovolné kladné celé ¢islo. VSade dalej pod ,zvySkami“ rozumieme zvysky po deleni d. Sledujme
zvySky dvojic po sebe nasledujtcich ¢lenov postupnosti F. Tychto dvojic zvySkov je najviac d - d rdéznych, teda
medzi prvymi d? + 1 dvojicami sa niektora dvojica musi zopakovat. KedZe navy$e zvy$ok nasledujticeho ¢lena
je jednoznacne urceny zvySkami dvoch predchadzajtcich ¢lenov, je postupnost vSetkych zvyskov od istého
miesta periodicka. Pretoze navysSe zo zvyskov dvoch susednych ¢lenov je mozné jednoznacne urcit i zvysky
vSetkych predchadzajtcich clenov, je postupnost zvySkov periodickd (uz od zaciatku). A kedZe F; cize O je
nasobkom d, zvySok 0 tak ma dokonca nekonecne vela Fibonacciho ¢isel.

Dokazte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré davaju po deleni Styrmi zvysok 3.

RieSenie:

Dokaz sporom: Pripustme, Ze je takych prvocisel len konecne vela, a ozna¢me ich vsetky py, ..., p. VSimnime
si, ze ak niekol'ko ¢isel dava po deleni Styrmi rovnaky zvysSok 1, ma tito vlastnost aj ich sucin. Neparne cislo
4 - pip, - Pr — 1, ktoré oznacime N, vSak dava po deleni Styrmi zvySok 3, takze taky musi byt aj aspon jeden
z jeho prvocinitelov (m6ze nim byt i samo ¢islo N). Ziadne z prvocisel py, ..., px vSak nie je delitelom N, spor.
Kvoli zaujimavosti dodajme preslavenu Dirichletovu vetu: Pre kazdé dve nesudelitelné ¢islad az, kde1 < z <
d, existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré davaju po deleni ¢islom d zvysok z. Jej elementarny dokaz nie je
zZnamy.




