skmo.sk

2017/2018
67.ro¢nik MO Zadania tlloh doméaceho kola kategorie C

(Termin odovzdania: v piatok 19. janudra 2018.)

1. Najdite najmensie stvorciferné cislo abcd také, ze rozdiel
(ab)” ~ (cd)”

je trojciferné ¢islo zapisané tromi rovnakymi ciframi.
(Patrik Bak, Maria Domanyova)

2. Urcte najvacsi mozny pocet neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin s rovnakymi
stc¢tami prvkov, na ktoré mozno rozdelif mnozinu
a) {1,2,...,2017},
b) {1,2,...,2018}.
Ak je mnozina tvorena jednym ¢islom, povazujeme ho za sucet jej prvkov.
(Patrik Bak)

3. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB, v ktorom D oznacuje péatu
vysky z vrcholu C. V polrovine s hrani¢nou priamkou AB a vnitornym bodom C
uvazujme body FE, F také, ze uhly EBA, FAB su pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|.
Dokézte, ze priamky AFE a BF sa pretinaju na tsecke C'D. (Jaroslav Svrcek)

4. Urcéte najviicsie celé ¢islo n, pri ktorom mozno Stvorcovi tabulku n x n zaplnit
prirodzenymi ¢islami od 1 po n? tak, aby v kazdej jej stvorcovej ¢asti 3 x 3 bola zapisana
aspon jedna druha mocnina celého ¢isla. (Jaromir Sims3a)

5. Dana je kruznica k(O,r) a bod A, pricom |AO| = d > r. Doty¢nice z bodu A sa
dotykaju kruznice k v bodoch B, C. Trojuholniku ABC je vpisana kruznica. Vyjadrite
jej polomer o pomocou danych dlzok d a r. (Sarka Gergelitsova)

6. Na kruhovom opevneni hradu je niekolko veZi. Do nich sa rozmiestni pét ¢iernych
a piat Cervenych rytierov (v kazdej vezi ich méze byt viac a moézu mat rozne farby)
a zaénu strazit. Po uplynuti kazdej hodiny prejda vsetci ¢ierni rytieri do susednej veze
v smere chodu hodinovych ruciciek a vSetci cerveni rytieri prejdii do susednej veze
v opacnom smere. Dokazte nasledujiice tvrdenie:
a) Ak je vezi osem, mozu sa rytieri na zaciatku rozmiestnit tak, ze pocas kazdej
hodiny bude v kazdej vezi asponi jeden rytier.
b) Ak je vezi sedem, niektort hodinu ostane asporn jedna veZza neobsadend, nech
uz sa na zaclatku rytieri rozmiestnia akokolvek.

(Pavel Calabek)
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67.ro¢nik MO Zadania tloh domaceho kola kategorie B

(Termin odovzdania: v piatok 19. janudra 2018.)

1. Najdite vsetky mnohoéleny tvaru az® + bx? + cx + d, ktoré po deleni dvojélenom
222 + 1 davaju zvySok = + 2 a po deleni dvojélenom z? + 2 davaja zvysok 2z + 1.
(Pavel Calabek)

2. Dokazte, ze pre kazdé kladné realne cislo ¢ platia nerovnosti

2
1

0=
T t+1

—Vt<|t—1].

(Tomas Jurik)

3. Nech ABCD je kosostvorec s kratSou uhloprieckou BD a E vnutorny bod jeho
strany C'D, ktory lezi na kruZnici opisanej trojuholniku ABD. Uréte velkost jeho
vnutorného uhla pri vrchole A, ak maja kruznice opisané trojuholnikom ACD a BCE
prave jeden spolo¢ny bod. (Jaroslav Svréek)

4. Urcte pocet vSetkych trojic prirodzenych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati
a + ab+ abc + ac + ¢ = 2017.
(Patrik Bak)
5. Dany je lichobeznik ABCD (AB || CD). Uvazujme obe priamky, z ktorych kazda
deli dany lichobeznik na dve casti s rovnakym obsahom a je pritom rovnobezna s jeho
uhloprieckou AC, resp. BD. Dokazte, ze priesecnik tychto dvoch priamok lezi na tsecke,

ktora spaja stredy oboch zakladni AB a CD. (Jaromir Sims3a)

6. Najdite najvicsi mozny pocet ¢éisel, ktoré mozno vybrat z mnoziny {1,2,3,...,100}
tak, aby medzi nimi neboli ziadne dve, ktoré sa lisia o 2 alebo 0 5. (Pavel Caldbek)
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67.ro¢nik MO Zadania uloh domaceho kola kategorie A

(Termin odovzdania: v pondelok 4. decembra 2017.)

1. Pavol striedavo vpisuje kriziky a kriazky do policok tabulky (zac¢ina krizikom). Ked
je tabulka cel& vyplnend, vysledné skdre spoéita ako rozdiel O — X, pricom O je celkovy
pocet riadkov a stlpcov obsahujtcich viac krazkov ako krizikov a X je celkovy podet
riadkov a stipcov obsahujtcich viac kriZzikov ako krizkov.
a) Dokézte, ze pre tabulku 2 x n bude vysledné skére vzdy 0.
b) Uréte najvyssie mozné skére dosiahnutelné pre tabulku (2n + 1) x (2n 4 1)
v zavislosti od n.
(Josef Tkadlec)

.....

nerovnic
(a—Dz+b<az?<ar+(b-1)

nekonecne vela rieseni = v obore realnych ¢isel. (Jaromir Sims3a)
3. V rovine st dané dve zhodné kruznice s polomerom 1, ktoré majia vonkajsi dotyk.
Uvazujme pravouholnik obsahujuci obe kruznice, ktorého kazda strana sa dotyka aspon

jednej z nich. Urcte najvacsi a najmensi mozny obsah takého pravouholnika.
(Jaroslav Svréek)

4. Najdite najvacsie prirodzené ¢islo n také, ze hodnota suctu

V1] + (V2] + V3] +...+ [Vn]

(Patrik Bak)

5. V konvexnom $tvoruholniku ABC D plati | ABC| = |{ACD| a |{ACB| = |{ADC|.
Predpokladajme, ze stred O kruznice opisanej trojuholniku BC'D je rézny od bodu A.
Dokéazte, ze uhol OAC je pravy. (Patrik Bak)

6. Najdite najvacsi mozny pocet prvkov mnoziny M celych ¢isel, ktora ma nasledujiicu
vlastnost: Z kazdej trojice roznych ¢isel z M mozno vybrat niektoré dve, ktorych sucet
je mocninou ¢isla 2 s celo¢iselnym exponentom. (Jan Mazak)



