MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie C
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N2
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Pre celé ¢islan, a, b platin | aan | b. DokaZte, Ze potom pre lubovolné celé ¢isla k, I plati ajn | ka + Ib
(Specidlne naprikladn |a+ban| a — b).

Pre celé ¢islan, a, b, kde a, b st nesudelitelné, plati a | n a b | n. Dokézte, Ze potom plati aj ab | n.

Mame vyjst niekol'’ko schodov. Keby sme ich brali po dvoch, jeden zostane. Keby sme ich brali po troch, tiez
zostane jeden. DokaZte, Ze to dopadne rovnako, ked’ schody budeme brat po Siestich.

Pre celé ¢islan, a, b plati a | n a b | n. Dokazte, Ze potom plati aj nsn(a, b) | n.

Pre celé Cislan, aq, ..., a; plati a; | n pre kazdé iz {1, 2, ..., k}. Dokazte, Ze potom plati nsn(aq, ..., ay) | n.

Je dané prirodzené cislo m také, Ze m > 5 a ¢islo m + 1 je delitelné aspoil dvoma prvocislami. DokaZte, Ze
zaver sutaznej ulohy plati vSeobecnejsie: Postupne pre i z {3, 4, ..., m} Ziakov rozdelujeme do i-tic, vZdy jeden
ziak zvysi a toho z dalsej hry vylucime. Potom aj pri naslednom rozdelovani na (m + 1)-tice jeden ziak zvysi.
Dokazte, Ze ak by sme v dlohe D3 povolili, aby ¢islo m + 1 bolo delitelné len jednym prvocislom, tak zaver
vSeobecne neplati: Existuje také n, Ze prvych m rozdeleni probehne so zadanym vysledkom, avsak pri nasled-
nom rozdelovani ziakov do (i + 1)-tic sa nestane, Ze by zvysil jeden Zziak.

Najdite najvacsie prirodzené cislo d, ktoré ma ta vlastnost, Ze pre l'ubovolné prirodzené ¢islo n je hodnota
vyrazu n* + 11n? — 12 delitelna ¢islom d.

N1

N2

D1

D2
D3

D4

Na tabuli st napisané tri dvojmiestne (nie nutne rézne) Cisla také, ze sticet tych s Cislicou 1 je 36 a sucet tych
s Cislicou 5 je 40. Urcte tieto tri ¢isla.

Natabuli sti napisané navzajom rozne dvojmiestne Cisla také, Ze kazdé z nich obsahuje ¢islicu 5 a sucet vSetkych
je 75. Urcte tieto cisla (najdite vSetky moznosti).

Na tabuli je napisanych 18 navzijom réznych dvojmiestnych cisel. StiCet tych, ktoré obsahuju ¢islicu 1, je 593.
Urcte vSetky mozné hodnoty suctu tych cisel, ktoré obsahuju cislicu 2.

N3ajdite vSetky Stvormiestne ¢isla abcd s cifernym suctom 12 také, ze ab—cd = 1.

- _\2 )
N3jdite najmensSie Stvormiestne Cislo abcd také, ze (ab) — (cd) je trojmiestne ¢islo zapisané tromi rov-
nakymi ¢islicami.
Z cislic 0 az 9 vytvorime pat dvojmiestnych Cisel, pricom kazdu cislicu pouzijeme prave raz. Zistite, kol'ko
réznych hodnét moze nadobudat ich sucet a ktoré hodnoty to st.

N1

N2

N3

N4

D1

D2

DokaZte zndmu vetu o strednej priecke trojuholnika: V trojuholniku ABC ozna¢me M, N postupne stredy stran
AB, AC. Potom tise¢ka MN je rovhobeZna sa stranou BC a ma oproti nej poloviénu dizku.

Dokazte zndmu vetu o strednej priecke lichobeZnika: V lichobeZniku ABCD, v ktorom AB || CD, oznatme M, N
postupne stredy ramien BC, AD. Potom tisetka MN je rovnobezna so zakladiiami AB, CD a jej diZka je rovna
aritmetickému priemeru oboch ich diZok.

Je dany lichobeznik ABCD, pre ktorého zakladne AB a CD plati |[AB| = 2 - |CD|. Dokézte, Ze jeho stredna
priecka je jeho uhloprieckami rozdelena na tri rovnako dlhé tseky.

V trojuholniku ABC leZi bod K na strane AB a bod L na strane AC tak, ze 2 - |AK| = |[BK|a 2 - |AL| = |CL|.
Oznacéme P priesec¢nik dseciek BL a CK. Vyjadrite vzdialenost bodu P od priamky BC pomocou vzdialenosti
bodu 4 od tej istej priamky BC.

Je dany rovnobeZnik ABCD. Nech E, F, G, H st postupne stredy jeho strdn AB, BC, CD, DA. Priamky BH a AC
sa pretinaji v bode I, priamky BD a EC v bode J, priamky AC a DF v bode K, priamky AG a BD v bode L.
Dokazte, Ze Stvoruholnik IJKL je rovnobeZnik.

Je dany trojuholnik ABC s taZiskom T. Na priamkach AT a BT sud zvolené postupne body E a F tak, Ze Stvoruhol-
nik TECF je rovnobeznik. Dokazte, Ze tisecky AC a BC delia usecku EF na tri zhodné casti.



D3

D4

Je dany trojuholnik ABC, v ktorom D, E st postupne stredy stran BC, AB. Nech F je stred usecky BE a G
vnutorny bod strany AC, pre ktory plati |AG| = 3 - |CG|. Dokazte, Ze priese¢nik priamok DF a GE leZi na tej
rovnobezke s priamkou BC, ktora prechadza bodom A.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Nech body D a E su paty kolmic postupne z bodov B a C na os vonkajsieho
uhla BAC. Oznacme F priesecnik useciek BE a CD. Dokazte, Ze priamka AF je kolma na priamku DE.
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Do jedného riadku je zapisanych 71 ¢isel. Kazdé z nich je 1 alebo —1 a pritom sucet kazdych desiatich sused-
nych ¢isel je rovny 0. Dokazte, Ze prvé ¢islo sa rovna poslednému ¢isly, a urcte najvacési mozny sucet vietkych
Cisel.

Tabul'ka 5 X 4 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet ¢isel v kaZzdom Stvorci 2 X 2 je 0. Urcte najvacsi mozny
sucet vsetkych cisel v tabulke.

Pre ktoré d z {0, 1, 2, 3,4, 5, 6} je mozZné vyfarbit niekol'’ko poli¢ok tabul'ky 6 X 6 tak, aby v kazdom riadku aj
kazdom stipci bolo prave d vyfarbenych poli¢ok?

Je mozné vyplnit' §tvorcovi tabul'ku éislami 1 a —1 tak, aby stéet ¢isel v nejakom stipci bol parny a v inom
stlpci bol neparny?
Je moZné vyplnit tabul'ku 10 X 10 ¢islami 1 a —1 tak, aby v kazdom riadku bol sticet ¢isel rovnaky a v kazdom
stipci bol iny?
Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze v aspoii 9 riadkoch je sucet ¢isel kladny.
a) Dokazte, Ze v asporti jednom stipci je stcet ¢isel kladny.
b) Plati rovnaky zaver aj za slabsieho predpokladu, ze stcet ¢isel je kladny v aspoti 8 riadkoch?
Urcte, pre ktoré kladné prirodzené cislan je mozné tabulku nxXn vyplnit ¢islami 2 a —1 tak, aby sucet vSetkych
Cisel v kazdom riadku aj kazdom stlpci bol rovny 0.
Urcte, pre ktoré kladné prirodzené Cisla n je mozné Stvorcovu tabul'ku n X n, ktorej polia st ofarbené ako polia
Sachovnice, vyplnit ¢islami 2 a —1 tak, Ze sticasne plati:
e Sucet vietkych &isel v kazdom riadku aj v kazdom stipci tabul’ky je 0.
¢ Sucet cisel na vSetkych ciernych poliach tabul'ky sa rovna stctu ¢isel na vSetkych jej bielych poliach.
Urcte, pre ktoré kladné prirodzené ¢isla n je moZné tabul'’ku n X n vyplnit ¢islami 1, 2 a —3 tak, aby sucet ¢isel
v kazdom riadku aj kazdom stipci bol 0.

N1

N2

D1
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V situacii zo sutaznej tlohy najdite dve dvojice zhodnych uhlov vel'’kosti mensich nez 60°.

V situacii zo stitaznej Glohy néjdite priklad dvoch trojuholnikov, ozna¢me ich K; L; M; a K, L, M,, ktoré spliiaju
tieto podmienky: |L1M1| = |L2M2 |, |<K1M1L1| = |<K2M2L2| a |<L1K1M1| + |<L2K2M2| = 1800. Potom
dokazte, Ze z tychto troch vSeobecne zapisanych podmienok plynie rovnost’ |K;L;| = |K,L,|.

V trojuholniku ABC oznac¢me M stred strany BC, N stred taznice AM a P priesecnik polpriamky BN so stranou
AC. Urcte pomer |AP| : |PC].

V trojuholniku ABC je bod M stredom strany BC. Bod K lezi na taznici AM a plati |CK| = |AB|. Bod L je
priesecnik polpriamky CK so stranou AB. Dokazte, Ze trojuholnik AK L je rovnoramenny.

Nech D, E st postupne stredy stran AB, BC trojuholnika ABC a F je stred tsecky AD. Dokazte, Ze priamka CD
rozpoluje usecku EF.

V rovnoramennom trojuholniku ABC so zdkladiiou BC so stredom D ozna¢me M stred taZnice AD a P patu
kolmice z bodu D na priamku BM. Dokazte, Zze AP L PC.

Je dany pravidelny patuholnik ABCDE, v ktorom M je pata kolmice z vrcholu D na stranu AB. Priesecnik
osi usecky DM s priamkou AC oznac¢me K. DokaZte, Ze uhol AKD je pravy.

N1
N2
D1

Pre prirodzené Cisla a, b, c, d plati ab + bc + cd + da = 77. Urcte vSetky mozné hodnoty ich suctu.

Pre prirodzené ¢isla a, b, ¢ plati a(a + b + ¢) + bc = 143. Urcte vSetky mozné hodnoty |b — c|.

Vkazdom pqliéku tabul’ky 2 X 2 je napisané prirodzené &islo. Ak s¢itame stéin ¢isel v prvom stipci, stiéin &isel
v druhom stlpci, sicin ¢isel v prvom riadku a sdcin ¢isel v druhom riadku, dostaneme vysledok 2021.

a) Urcte vSetky mozné hodnoty stuctu vSetkych Styroch Cisel v tabul’ke.



b) Najdite pocet tabuliek spiiiajiicich zadanie, ktoré obsahuju $tyri navzajom rozne &isla.

D2 Na kazdej stene kocky je napisané kladné prirodzené ¢islo. Ku kazdému jej vrcholu je pripisany sucin troch
Cisel na prilahlych stenach. Sicet 6smich ¢isel pri vrcholoch je 1001. Urcte vSetky moZné hodnoty suctu Cisel
na stenach.

D3 Urcte pocet vSetkych trojic prirodzenych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati a + ab + abc + ac + ¢ = 2017.

D4 Na tabuli je napisanych pat’ (nie nutne réznych) prvocisel, ktorych stcin je 105-krat vacsi nez ich sucet. Urcte
tieto prvocisla.
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Navodné a doplnujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie C

1
N1

N2

N3
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D4

D5

Pre celé Cislan, a, b platin | aan | b. Dokazte, Ze potom pre lubovolné celé ¢isla k, [ plati ajn | ka + Ib
(Specidlne naprikladn | a+ban | a — b).

RieSenie:

Podmienky n | a an | b znamenajui existenciu celych ¢isel a’, b’ takych, Ze a = a’'na b = b'n. Potom
ak + bl =a'nk + b'nl = n(a'k + b'l), o znamen4, Zze n | ka + lb.

Pre celé ¢islan, a, b, kde a, b st nesudelitelné, plati a | n a b | n. Dokézte, Ze potom plati aj ab | n.

Riesenie:

Pre Tubovolné prvocislo p oznalme a,, by, n, exponenty mocnin prvocisla p v rozkladoch ¢isel a, b, n na
prvocinitele. NaSim cielom je dokazat nerovnost a, + b, < n,,. Vdaka nesudelitelnosti a, b je v sucte a, + b,
aspoti jeden scitanec rovny nule a pritom podla zadania plati a, < n, aj b, < n,,.

Mame vyjst niekol'’ko schodov. Keby sme ich brali po dvoch, jeden zostane. Keby sme ich brali po troch, tiez
zostane jeden. Dokazte, Ze to dopadne rovnako, ked’ schody budeme brat po Siestich.

RieSenie:

Nech n je pocet schodov. Podla prvej podmienky plati 2 | n — 1, podla druhej 3 | n — 1. KedZe 2 a 3 su
nesudelitelné Cisla, podla vysledku tilohy N2 plati aj 6 | n — 1, a to je dokazované tvrdenie.

Pre celé Cislan, a, b platia | n a b | n. Dokazte, Ze potom plati aj nsn(a, b) | n.

Riesenie:

Postupujeme podobne ako v ulohe N2: Ak st a,,, by, n,, prislusné exponenty, tak z nerovnosti a, < n, ab, <
n, mame max(a,, b,) < n,, kde vSak max(a,, b,) je zrejme exponent prvocisla p v rozklade cisla nsn(a, b).
Pre celé ¢islan, aq, ..., ay plati a; | nprekazdé iz {1,2, ..., k}. Dokazte, Ze potom plati nsn(a, ..., ax) | n.
RieSenie:

Postupujte analogicky ako pri rieSeni tlohy D1.

Je dané prirodzené ¢islo m také, Ze m > 5 a ¢islo m + 1 je delitelné aspoii dvoma prvocislami. Dokazte, Ze
zaver sutaznej ulohy plati vSeobecnejsie: Postupne pre i z {3, 4, ..., m} Ziakov rozdelujeme do i-tic, vzdy jeden
zZiak zvysi a toho z dalSej hry vylucime. Potom aj pri naslednom rozdelovani na (m + 1)-tice jeden Ziak zvysi.
Riesenie:

Nech n je pocet ziakov. Podmienku, ¢o sa stane v i. kroku, zapiSeme v tvare i | n — i + 2, ¢o je ekvivalentné
si | n + 2. Podla vysledku tlohy D2 to znameng, Ze nsn(3,4, ..., m) | n + 2. KedZe ¢islo m + 1 je delitelné
aspoil dvoma prvocislami, je moZné ho zapisat v tvare a - b s dvoma nesudelitelnymi ¢islami a a b takymi, Ze
a,b < m. Kazdé z cisel a, b urcite deli ¢islo nsn(3, 4, ..., m) (aj ked' a = 2 alebo b = 2), teda aj ¢islo n + 2. To
(podla vysledku N2) znamena, Ze platiajm + 1 =ab | n + 2.

Dokazte, Ze ak by sme v tlohe D3 povolili, aby ¢islo m + 1 bolo delitelné len jednym prvocislom, tak zaver
vSeobecne neplati: Existuje také n, Ze prvych m rozdeleni probehne so zadanym vysledkom, avsak pri nasled-
nom rozdelovani ziakov do (m + 1)-tic sa nestane, Ze by zvysil jeden ziak.

RieSenie:

VyuZijeme poznatky z rieSenia ilohy D3. Nechn = nsn(3, 4, ..., m)—2.PretoZe zrejmen > m—2,t.j.n+2—m >
0, a zaroven pre kazdé i z {3, 4, ..., m} plati i | nsn(3,4, ..., m) = n + 2, postupné rozdelenia do i-tic pre také i
pozadovanym spdsobom prebehne a rozdelovanie do (i + 1)-tic sa potom zucastni n + 2 —m ziakov. Ak vSak
m+ 1 = p¥, kde p je prvocislo a k je kladné celé ¢&islo, tak ¢islo n + 2 ¢iZe nsn(3, 4, ..., m) uZ nebude delitelné
¢islom m + 1, pretoze v rozklade takého cisla n + 2 sa prvocislo p vyskytuje iba v (k — 1). mocnine. Takze
rozdelenie do (m + 1)-tic vo vysledku s jednym zvySnym Ziakom neprebehne.

N3ajdite najvacsie prirodzené cislo d, ktoré ma ta vlastnost, Ze pre l'ubovolné prirodzené ¢islo n je hodnota
vyrazu n* + 11n? — 12 delitelna ¢islom d.

RieSenie:

66. rocnik, C, domace kolo, 2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=2241).



N1

N2

D1

D2

D3

D4

Na tabuli st napisané tri dvojmiestne (nie nutne rozne) cisla také, Ze sucet tych s Cislicou 1 je 36 a stcet tych
s Cislicou 5 je 40. Urcte tieto tri Cisla.

RieSenie:

Zamerajme sa na zadany sucet 40. PretoZe toto ¢islo nema cislicu 5, neméZe to byt ani ,sdcet” jedného, ani
vSetkych troch napisanych cisel, ktoré by sa museli koncit ¢islicou 5, lebo sii mensie nez 50; musi ist teda
o sucet dvoch cisel konciacich sa ¢islicou 5, teda nutne cisel 15 a 25. ZvySné tretie ¢islo musi s ¢islom 15 davat
zadany sucet 36, takze ide o ¢islo 21 (ktoré skutocne obsahuje ¢islicu 1).

Na tabuli st napisané navzajom rozne dvojmiestne Cisla také, Ze kazdé z nich obsahuje ¢islicu 5 a sucet vSetkych
je 75. Urcte tieto Cisla (najdite vSetky moznosti).

RieSenie:

Ak je napisané cislo jedno, tak je to samo ¢islo 75. Ak st napisané cisla dve, tak ¢islicou 5 sa moze len jedno
Cislo zacinat' a len jedno koncit, mame teda 75 = 5? 4+ 75, ¢o je jedine 50 + 25. Ak st napisané aspon tri Cisla,
tak sucet vSetkych je aspon 15 + 25 4+ 35 = 75; st to preto prave tri ¢isla, a to 15, 25 a 35.

Na tabuli je napisanych 18 navzajom réznych dvojmiestnych cisel. Sucet tych, ktoré obsahuju ¢islicu 1, je 593.
Urcte vSetky mozné hodnoty suctu tych cisel, ktoré obsahuju cislicu 2.

RieSenie:

Pocet vSetkych dvojmiestnych ¢isel s islicou 1 je rovny 18 zo zadania tlohy, st to totiz ¢isla 10, 11, ..., 19 a 21,

31, .., 91 aich sucet je rovny prave ¢islu 593 zo zadania dlohy. Na tabuli st teda vSetky tieto ¢isla a Ziadne iné.
Tie s Cislicou 2 st prave 12 a 21. Hladany sucet je teda 12 + 21 cize 33.

Najdite vSetky Stvormiestne ¢isla abcd s cifernym suctom 12 také, Ze ab—cd = 1.
Riesenie:
69. ro¢nik, C, domace kolo, 1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3388).

- _\2 _\2
N3jdite najmensSie Stvormiestne Cislo abcd také, ze (ab) - (Cd) je trojmiestne ¢islo zapisané tromi rov-

nakymi ¢islicami.

RieSenie:

67.rocnik, C, domace kolo, 1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=2597).

Z cislic 0 az 9 vytvorime pat dvojmiestnych ¢isel, pricom kazdu ¢islicu pouzijeme prave raz. Zistite, kol'ko
roznych hodnot moéze nadobudat ich stucet a ktoré hodnoty to su.

RieSenie:

70. ro¢nik, B, domace kolo, 1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3472).

N1

N2

N3

DokaZte zndmu vetu o strednej priecke trojuholnika: V trojuholniku ABC ozna¢me M, N postupne stredy stran
AB, AC. Potom tise¢ka MN je rovnobeZn4 sa stranou BC a ma oproti nej poloviénu dizku.

RieSenie:

Trojuholniky ABC a AMN st podobné s koeficientom 1/2 (veta sus), takze plati |[MN| = |AB| /2 a uhly ABC,
AMN su zhodné, odkial plynie MN || BC.

Dokazte znamu vetu o strednej priecke lichobeZnika: V lichobeZzniku ABCD, v ktorom AB || CD, oznatme M, N
postupne stredy ramien BC, AD. Potom tise¢ka MN je rovnobezna so zakladiiami AB, CD a jej dizka je rovna
aritmetickému priemeru oboch ich diZok.

Riesenie:

Uvazujme stred K uhlopriecky AC. Potom MK a NK su postupne stredné priecky trojuholnikov ABC a ACD,
takze (podlaN1)jednakplati MK || AB |l CD || NK, pretobod K lezina isecke M N rovnobeznej so zakladiami,
jednak plati [MK| = |AB| /2 a [NK| = |CD| /2, odkial |[MN| = |MK| + |NK| = (|AB| + |CD|)/2.

Je dany lichobeznik ABCD, pre ktorého zakladne AB a CD plati |AB| = 2 - |CD|. Dokéazte, Ze jeho stredna
priecka je jeho uhloprieckami rozdelend na tri rovnako dlhé tseky.

RieSenie:

Zachovajme oznacenie z rieSenia tlohy N2. Tam sme ukazali, Ze stred K uhlopriecky AC je jej priesecnikom
so strednou prieckou MN a pritom plati |MK| : |[NK| = (|AB]| /2) : (|ICD|/2) = |AB| : |CD|. Analogicky musi
platit, Ze stred L uhlopriecky BD je jej priese¢nikom so strednou prie¢kou NM a pritom |ML| : |[NL| = |[CD| :



N4

D1

D2

D3

D4

|AB|.Z podmienky |AB| = 2 - |CD] tak plynie, Ze body K, L delia tse¢ku M N na tri zhodné tseky.

V trojuholniku ABC leZi bod K na strane AB a bod L na strane AC tak, ze 2 - |AK| = |[BK|a 2 - |AL| = |CL|.
Oznacme P priesecnik useciek BL a CK. Vyjadrite vzdialenost bodu P od priamky BC pomocou vzdialenosti
bodu 4 od tej istej priamky BC.

Riesenie:

Oznacme v vzdialenost A od BC. Trojuholniky ABC a AK L st podobné podla vety sus s koeficientom 1/3, takze
|KL| = |BC| /3, KL || BC avzdialenost bodu A od priamky KL je v/3. Odtial pre nezndme vzdialenosti u, w
bodu P postupne od priamok BC a KL plynieu+w = v—v/3 = 2v/3.Z podobnosti trojuholnikov BCP a KLP
(veta uu) ziskame pre u, w druhd rovnicu w/u = |KL| /|BC| = 1/3. Teraz uz lahko vypocitame, Ze u = v/2
(aw =v/6).

Je dany rovnobeznik ABCD. Nech E, F, G, H su postupne stredy jeho stran AB, BC, CD, DA. Priamky BH a AC
sa pretinaju v bode I, priamky BD a EC v bode J, priamky AC a DF v bode K, priamky AG a BD v bode L.
Dokazte, Ze Stvoruholnik /KL je rovnobeZznik.

RieSenie 1:

Nech S je stred rovnobeZnika ABCD. VSimnime si, Ze bod I je taZiskom AABD a bod K je taZiskom ABCD.
Preto |IS| = |SA| /3 = |SC| /3 = |KS|. Analogicky |JS| = |LS|. Uhlopriecky $tvoruholnika IJKL sa navzijom
rozpoluju, takze ide o rovnobeznik.

RieSenie 2:

Uvazujme stredovt simernost podla stredu rovnobeznika ABCD.V nej sa H zobrazina F a E na G. Priese¢nik
I Gseciek BH a AC sa preto zobrazi na priesecnik useciek DF a AC ¢iZe na K. Analogicky dokazeme, Ze aj |
sa zobrazi na L. Tym padom obrazom usecky IJ je isecka KL, takze IJKL je skuto¢ne rovnobeznik.

Je dany trojuholnik ABC s taZiskom T. Na priamkach AT a BT sud zvolené postupne body E a F tak, Ze Stvoruhol-
nik TECF je rovnobeznik. Dokazte, Ze tisecky AC a BC delia usecku EF na tri zhodné casti.

Riesenie:
70. ro¢nik, C, doméce kolo, 5 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3473).
68. rocnik, C, skolské kolo, 3 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3047)

Je dany trojuholnik ABC, v ktorom D, E st postupne stredy stran BC, AB. Nech F je stred usecky BE a G
vnutorny bod strany AC, pre ktory plati |AG| = 3 - |CG|. Dokazte, Ze priese¢nik priamok DF a GE leZi na tej
rovnobezke s priamkou BC, ktora prechadza bodom A.

RieSenie:

Uvazujte dva priesecniky doty¢nej rovnobezky: jednak s priamkou DF, jednak s priamkou GE. Tieto dva priese¢niky

splynu, ak budd mat rovnaku vzdialenost od bodu A.

CPS] 2021 (https://skmo.sk/dokumenty.php?rocnik=70)

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Nech body D a E st paty kolmic postupne z bodov B a C na os vonkajsSieho
uhla BAC. Oznalme F priesecnik useciek BE a CD. Dokéazte, Ze priamka AF je kolma na priamku DE.
Riesenie:

Cielom je dokdzat BD || AF. Na to staci overit, Ze pre prieCku AF v AEDB plati |AE| : |AD| = |FE]| : |FB].
Na to pouzijeme podobnost AABD ~ AACE a potom podobnost AFEC ~ AFBD, podla ktorych postupne
dostaneme |AE| : |AD| = |CE| : |DB| = |FE| : |FB|.

N1

N2

Do jedného riadku je zapisanych 71 ¢isel. Kazdé z nich je 1 alebo —1 a pritom stcet kazdych desiatich sused-
nych ¢isel je rovny 0. Dokazte, Ze prvé Cislo sa rovna poslednému c¢islu, a urcte najvacsi mozny sucet vsetkych
Cisel.

RieSenie:

Prvych 70 cisel rozdelime na 7 desatic so stuctom nula. Stucet vSetkych ¢isel je teda rovny poslednému cislu.
Podobne zistime, Ze sucet vSetkych cisel je rovny prvému ¢islu, ked’ uvaZime rozdelenie na 7 desatic posled-
nych 70 cisel. Prvé a posledné ¢islo sa teda rovnaju, a to suctu vSetkych cisel, ktory je tak najviac 1.

Priklad 71 &isel 1, —1, 1, ..., —1, 1 spliia podmienku tlohy a ich celkovy stéet je rovny 1, ¢o je teda hladany
najvacsi mozny sucet.

Tabul'ka 5 X 4 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze stcet ¢isel v kazdom Stvorci 2 X 2 je 0. Urcte najvacsi mozny
sucet vsetkych cisel v tabulke.

Riesenie:

Danti tabul’ku 5 x 4 (s piatimi riadkami a $tyrmi stipcami) rozdel'me na horny riadok 1 x 4 a $tyri §tvorce 2 x 2



N3

D1

D2

D3

s nulovymi suctami vpisanych cisel. Stucet vSetkych cisel v tabul’ke je teda rovny suctu cisel v prvom riadku,
takZe je najviac 4.

Sucet 4 dosiahneme, ak tabul'ku vyplnime tak, Ze do prvého, tretieho a piateho riadku didme samé 1, kym do
druhého a Stvrtého riadku ddme samé —1.

Pre ktoré d z{0,1,2,3,4,5, 6} je mozné vyfarbit niekol'ko policok tabul’ky 6 X 6 tak, aby v kazdom riadku aj
kazdom stlpci bolo prave d vyfarbenych policok?

Riesenie:

Pre kazdé také d, a to napriklad tak, Ze ofarbime policka, ktoré na obrazku obsahuju ¢isla nepresahujtce d.

1(2({3[4|5]|6
611|2|3(4]|5
5|6(1|2|3|4
4(5|6(1|2(3
3|14(5]6(1]|2
213(4|5(6]|1

Je mozné vyplnit' §tvorcovi tabul'ku &islami 1 a —1 tak, aby stéet ¢isel v nejakom stipci bol parny a v inom
stlpci bol neparny?

Riesenie:

V $tvorcovej tabulke n X n je v kazdom stipci n &isel. Ak je a z nich 1, ostatnych n — a je —1, takZe sucet
Cisel v tomto stlpci je a — (n — a) Cize 2a — n. Toto Cislo je parne, resp. neparne, prave ked' je také aj cislo
n. Teda vSetky sucty ¢isel v jednotlivych stlpcoch maju rovnaku paritu. (Iné vysvetlenie: Parita suctu ¢isel
v danom stlpci sa nezmeni, ked’ v iom kaZdé ¢islo —1 zamenime ¢islom 1.) Tabul'ku teda nemozno vyfarbit
vyhovujicicm sposobom.

Je moZné vyplnit tabul'ku 10 X 10 ¢islami 1 a —1 tak, aby v kaZdom riadku bol stcet ¢isel rovnaky a v kazdom
stlpci bol iny?

Riesenie:

Ano, pozri obrazok, v ktorom su ofarbené policka s ¢islom 1.

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze v asponl 9 riadkoch je stcet ¢isel kladny.
a) Dokazte, Ze v aspoti jednom stipci je stcet ¢isel kladny.
b) Plati rovnaky zaver aj za slabsSieho predpokladu, Ze stcet ¢isel je kladny v aspoii 8 riadkoch?
RieSenie:
a) Najmensi mozny kladny stcet v riadku je 2. Sticet vSetkych éi§el v tabul'ke je teda aspoii 9 - 2 — 10, ¢o je
kladné ¢islo. Preto je vylicené, aby bol sticet ¢isel v kazdom stlpci nekladny.
b) Zaver neplati vSeobecne, pozri priklad na obrazku, kde st ofarbené prave policka s ¢islom 1.



D4

D5

D6

Urcte, pre ktoré kladné prirodzené Cislan je mozné tabul’ku n X n vyplnit ¢islami 2 a —1 tak, aby stucet vSetkych
¢isel v kazdom riadku aj kazdom stlpci bol rovny 0.

RieSenie:

70. ro¢nik, C, doméce kolo, 2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3473).

Urcte, pre ktoré kladné prirodzené ¢isla n je mozné Stvorcovu tabul’ku n X n, ktorej polia su ofarbené ako polia
Sachovnice, vyplnit ¢islami 2 a —1 tak, Ze sti¢asne plati:

o Stiet vetkych ¢isel v kazdom riadku aj v kazdom stipci tabul’ky je 0.

¢ Sucet cisel na vsetkych ciernych poliach tabul'ky sa rovna stctu Cisel na vsetkych jej bielych poliach.
RieSenie:

70. roc¢nik, C, krajské kolo, 2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3605).

CPSJ 2019 (https://omj.edu.pl/cpsj)

Urcte, pre ktoré kladné prirodzené ¢isla n je mozné tabul'’ku n X n vyplnit ¢islami 1, 2 a —3 tak, aby sucet Cisel
v kazdom riadku aj kazdom stipci bol 0.

Riesenie:
Vypliime vyhovujicim spésobom najskor prvy riadok tabulky n X n. To zrejme nie je mozné pre n z {1, 2};
pre n z {3,4,5} sa to da: (1,2,-3), (1,1,1,-3) a (2,2,2,-3,-3). ﬁalej z vyhovujuceho riadku pre dané n
ziskame vyhovujuci riadok pre n + 3 pripojenim trojice ¢isel (1, 2, —3). Prvy vyhovujuci riadok tabulky n X n
tak mame zostrojeny pre kazdé n, kde n > 3. Z tohto prvého riadku pri danom n teraz lahko zostrojime celu

vyhovujicu tabul'ku n X n, a to tak, Ze do kazdého dalSieho riadku zostavu ¢isel z predchadzajiceho riadku
»CyKlicky posunieme“ o jedno miesto, podobne ako sme to urobili v tabul'ke z riesenia ulohy N3.

N1

N2

D1

V situdcii zo sutaznej tlohy najdite dve dvojice zhodnych uhlov vel'’kosti mensich nez 60°.

RieSenie:

Jednu takd dvojicu mame v rovnoramennom trojuholniku DCE: |[*DCE| = |*DEC|. PretoZe vSak tieto zhodné
uhly maju vyjadrenie |[*DCE| = 60° — |*ACD| a |¥DEC| = |*DEB| = 60° — |*BDE]| (lebo |<DBE| = 120°),
je druhou dvojicou <ACD a <BDE.

V situacii zo stitaznej Glohy najdite priklad dvoch trojuholnikov, ozna¢me ich K; L; M; a K, L, M,, ktoré spiiiaji
tieto podmienky: |L1M1| = |L2M2 |, |<K1M1L1| = |<K2M2L2| a |4L1K1M1| + |4L2K2M2| = 1800. Potom
dokazte, Ze z tychto troch vSeobecne zapisanych podmienok plynie rovnost’ |K;L;| = |K,L,|.

RieSenie:

Napriklad K = A,Ly =D,M; =CaK, = BL, = E M, = D (plynie z rieSenia ulohy N1).

Dékaz rovnosti |K;L;| = |K,L,| je trivialny v pripade, ked' |&L,K;M;| = |<L,K,M,| = 90°. Dalej preto pred-
pokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, Ze | &L, K, M,| > 90°. Potom na polpriamke opac¢nej k polpriamke K, M,
existuje taky bod K3, ze |[K3L,| = |K,L,|. Zrejme plati |«<L,K3M,| = 180° — |«L,K,M,| = |«L,K, M|, a tak
sa trojuholniky K3 L, M, a K; LM, zhoduju v dvoch vnutornych uhloch a jednej strane, si teda zhodné, odkial
uz plynie |K;L,| = |K§L2 ¢ize |K1L1| = |K;,L,|, ¢o sme mali dokazat. Pre znalcov sinusovej vety dodajme, Ze
tvrdenie ulohy je okamZitym d6sledkom tejto vety pouZitej pre trojuholniky K, L M4 a K, L, M, s prihliadnutim
na vzorec sin ¢ = sin(180° — ).

V trojuholniku ABC ozna¢me M stred strany BC, N stred taznice AM a P priese¢nik polpriamky BN so stranou
AC. Urtte pomer |AP| : |PC]|.



D2

D3

D4

D5

RieSenie 1:

Uvazujme stred S tsecky PC. Potom MS je strednda priecka v ABCP, takze MS || BP, preto NP je stredna
priecka v AAMS. Preto plati |AP| = |PS| = |SC|, odkial uz |AP| : |PC| =1 : 2.

RieSenie 2:

Dopliime trojuholnik ABM na rovnobeznik ABMB’ so stredom N. Potom P je priese¢nik uhlopriecok licho-
beznika ABCB’, takZe trojuholniky BCP a B' AP st podla vety uu podobné, odkial plynie |AP| : |CP| = |B'A| :
IBC| = |BM|: |[BC| =1: 2.

RieSenie 3:

Ozna¢me B’ obraz bodu B v simernosti so stredom A a K priese¢nik polpriamky BN s tise¢kou B'C. Potom
AM je stredna priecka v AB’BC, takze plati AM || B'C. Odtial plynie, Ze zhodné Gsecky AN a NM s strednymi
prieckamiv AB'BK, resp. AKBC, a preto st zhodné aj zodpovedajtce strany B'K a KC, ¢ize K je stred BC. Bod
P tak je priese¢nik dvoch taznic CA, BK trojuholnika B’ BC, je to teda jeho tazisko, a preto |AP| : |[PC| =1: 2.
V trojuholniku ABC je bod M stredom strany BC. Bod K lezi na taZnici AM a plati |CK| = |AB|. Bod L je
priese¢nik polpriamky CK so stranou AB. Dokazte, Ze trojuholnik AKL je rovnoramenny.

Riesenie:

Dopliime trojuholnik ABC na rovnobeznik ABA’C. Potom plati |CA'| = |AB| = |CK]|, takZe CKA' je rovno-
ramenny trojuholnik s hlavnym vrcholom C, preto st uhly CKA" a CAK' zhodné. Odtial pouZitim viet o vr-
cholovych a striedavych uhloch uz plynie zhodnost uhlov LKA a LAK, takze trojuholnik AKL je skutocne
rovnoramenny (s hlavnym vrcholom L).

Nech D, E st postupne stredy stran AB, BC trojuholnika ABC a F je stred usecky AD. Dokazte, Ze priamka CD
rozpoluje usecku EF.

Riesenie:

68. roc¢nik, C, skolské kolo, 3 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3047).

V rovnoramennom trojuholniku ABC so zdkladiiou BC so stredom D ozna¢me M stred taZnice AD a P patu
kolmice z bodu D na priamku BM. Dokazte, ze AP L PC.

Riesenie:

Dopliime trojuholnik ABD narovnobeZnik ABDB' so stredom M.Vzhladomna |AB’| = |BD| = |DC|je ADCB'
pravouholnik, na ktorého opisanej kruznici vdaka pravému uhlu DPB’ leZi bod P. Preto je pravy aj uhol APC,
ako sme mali dokazat.

Je dany pravidelny patuholnik ABCDE, v ktorom M je pata kolmice z vrcholu D na stranu AB. Priesecnik
osi usecky DM s priamkou AC oznac¢me K. DokaZte, Ze uhol AKD je pravy.

Riesenie:

UvaZujme bod A’ simerne zdruZeny s bodom A vzhladom na prieseénik K. PretoZe body A a A" maju od
osi tise¢ky DM rovnaki vzdialenost, lezi bod A’ na rovnobezke s priamkou AB, ktora prechadza vrcholom D.
Vdaka tomu je bod € vnutornym bodom usecky AA’, takze uhly A’AB a A’ AD su vlastne uhly CAB, resp. CAD,
ktoré oba maja velkost 36° (po lahkom vypocte). Z dokazanej zhodnosti uhlov A’AB, A’AD a zo zhodnosti

striedavych uhlov A'AB, AA’D plynie zhodnost uhlov A'AD a AA'D, takze AA'D je rovnoramenny trojuholnik
so zakladniou AA’, ktorej stred je prave bod K. Uhol AKD je preto skutocne pravy.

N1

N2

D1

Pre prirodzené ¢isla a, b, ¢, d plati ab + bc + cd + da = 77. Urcte vSetky mozné hodnoty ich stctu.
RieSenie:

Platiab + bc +cd +da=b(a+c)+d(a+c)=(a+c)(b+d).Pretoze77 =7-11l,a+c>1,b+d > 1,
nutne {a + ¢,b +d} = {7,11},atedaa + b + c + d = 18. Pritom S$tvorica (1, 1, 6, 10) vyhovuje zadaniu.

Pre prirodzené ¢isla a, b, ¢ plati a(a + b + ¢) + bc = 143. Urcte vSetky mozné hodnoty |b — c|.

Riesenie:

Upravoumame a(a+b+c)+bc = a(a+b)+c(a+b) = (a+b)(a+c), takze (a+b)(a+c) = 143 = 11-13,
prioma+b > laa+c > 1, takze {a + b,a + ¢} = {11,13}, odkial [b—c| = |(a+b) = (a +¢)| =
[11 — 13| = 2. Pritom trojica (1, 10, 12) vyhovuje zadaniu.

CPSJ 2021 (https://skmo.sk/dokumenty.php?rocnik=70)

V kazdom pqliéku tabul'ky 2 X 2 je napisané prirodzené ¢islo. Ak s¢itame suéin &isel v prvom stipci, siéin ¢isel
v druhom stlpci, stcin ¢isel v prvom riadku a sucin ¢isel v druhom riadku, dostaneme vysledok 2021.

a) Urcte vSetky mozné hodnoty suctu vsetkych Styroch ¢isel v tabul'ke.



D2

D3

D4

b) Najdite pocet tabuliek spiiiajiicich zadanie, ktoré obsahuju $tyri navzajom rozne &isla.
Riesenie:

a) Cisla v tabul'ke je moZné oznadit a, b, ¢, d tak, ze ab + cd + ac + bd = (a + d)(b + ¢) = 2021 = 43 - 74.
Odtial plynie {a + d,b + c} = {43,47},takZzea + b + c+d = 43 + 47 = 90.

b) Podla ¢asti a) rozliSime dva pripady,atoa+d =43 ab+c =47, resp.a+d =47ab + c = 43.V prvom
pripade je mozZné dvojicu (a, d) zvolit prave 42 sposobmi a dvojicu (b, ¢) prave 46 spdosobmi, v druhom
pripade su tieto pocty naopak. Dohromady tak existuje 2 - 42 - 46 roznych vyhovujuicich tabuliek, avsak
vcitane tych, v ktorych sa niektoré dve cisla rovnaju. Ich pocet potrebujeme zistit, aby sme ho potom mohli
od celkového poctu odcitat. Pretoze 43 a 47 si neparne ¢isla, v kazdej vyhovujicej tabul'ke platia #= dab #
c.V kaZzdej tabul’ke s rovnakymi ¢islami preto musi platit asponi jedna zrovnostia = b,a = ¢,d = b,d = ¢,
pritom vdaka a+d # b+c tobude prave jedna z nich (vylucte dve rovnosti rozborom vSetkych moZnostiich
vyberu). Kazdu z tychto Styroch rovnosti vzdy spliia 42 vyhovujtcich tabuliek v kazdom z dvoch rozlisenych
pripadov, takze ich celkovy pocetje 2 - 4 - 42 Cize 8 - 42. Hladany pocet je preto 2 - 42 - 46 — 8 - 42 Cize 3528.

Na kaZdej stene kocky je napisané kladné prirodzené ¢islo. Ku kazdému jej vrcholu je pripisany sucin troch
¢isel na prilahlych stenach. Sicet 6smich ¢isel pri vrcholoch je 1001. Urcte vSetky moZné hodnoty suctu ¢isel
na stenach.

Riesenie:

Akje (a, b) dvojica Cisel na prednej a zadnej stene, (c, d) dvojica ¢isel na hornej a dolnej stene a napokon (e, f)
dvojica ¢isel na lavej a pravej stene, tak roznasobenim stcinu (a +b)(c +d) (e + f) dostaneme osem scitancov,
ktorymi st prave ¢isla pripisané vrcholom kocky (v kaZdom vrchole sa stykaju tri steny, po jednej z popisanych
troch dvojic stien). Platiteda (a+b)(c+d)(e+f) = 1001 = 7-11-13, odkial' {a+b,c+d,e+f} = {7,11,13},
takZea+b+c+d+e+f=7+11+13 =31

Existuje pritom asporii jedna vyhovujica Sestica (a, b, ¢, d, e, ), a to napriklad (1, 1,1, 6,10, 12).

67. ro¢nik, B, domdce kolo, 4 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=2578)

Urcte pocet vSetkych trojic prirodzenych Cisel a, b, c, pre ktoré plati a + ab + abc + ac + ¢ = 2017.
RieSenie:

Pricitajte k obom strandm rovnice ¢islo 1, aby ste potom l'avt stranu mohli rozlozit na sucin dvoch Cinitelov.
Na tabuli je napisanych pat (nie nutne réznych) prvocisel, ktorych sicin je 105-krat vacsi nez ich sucet. Urcte
tieto prvocisla.

Riesenie:

70. roc¢nik, A, domace kolo, 1, ¢ast a) (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3467).




