MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie A

1 Je moZné vyplnit tabulku n X n jednotkami a dvojkami tak, aby bol sticet ¢isel v kazdom riadku delitelny piatimi
a sucet ¢isel v kazdom stipci delitelny siedmimi? Rieste pre pripady

a) n=9,
b) n =12.
(Tomas Barta)
Riesenie:

a) DokaZeme sporom, Ze Ziadne také vyplnenie neexistuje. Pripustme opak a uvaZujme nejaké vyhovujuice vy-
plnenie tabulky 9 x 9. Zamerajme sa na jej lubovolny stipec. Stcet &isel v tomto stipci je aspori 9 - 1 &ize 9
anajviac9-2 Cize 18. KedZe je to podla predpokladu nasobok siedmich, musi byt rovny ¢islu 2 - 7 ¢ize 14 (lebo
1-7=7<9a3:7 =21 > 18). Sucet Cisel v celej tabul'ke je preto rovny 9 - 14 ¢iZe 126. Pretoze je v kazdom
riadku sucet Cisel delitelny piatimi, musi byt delitelny piatimi aj sucet cisel v celej tabul'ke. KedZe vSak ¢islo
126 ¢iZe 5 - 25 + 1 piatimi delitelné nie je, dosiahli sme poZadovany spor.

b) Ano, také vyplnenie existuje. Jeden z moznych prikladov je uvedeny na obrazku.

1111|111 (1|1|2(2]|2
1111|111 (1|1|2(2]|2
1111|111 (1|1|2(2]|2
1111|1142 (2|2|1(1]|1
1111|1142 (2|2|1(1]|1
1111|112 |2|2|1|1]|1
1111|1222 (2|2|2(2]|2
11|11 (1|2(2)2(2|2|2(2]|2
11112(2|1(142(2|2|2(2]|2
11112(2|1(1)2(2|2|2(2]|2
2|12(1|1(1|1}2|2|2(2|2|2
2121|1112 [2[2]|2|2]|2

Takto zapisané riesenie je Uplné, pre inSpiraciu vsak este popiSeme jeden mozny spdsob, ako na taky priklad
prist.

Majme vyhovujtice vyplnenie tabul'ky 12 X 12. V kazdom riadku je sucet Cisel aspon 12, najviac 24 a sucasne
je delitelny piatimi. Je teda rovny 15 alebo 20, ¢o zodpoveda zastipeniu troch alebo 6smich dvojok. Podobne
stiet ¢isel v kazdom stipci patri do toho istého rozmedzia 12 aZ 24 a stiéasne je delitelny siedmimi. Je teda
rovny 14 alebo 21, ¢o zodpoveda zastiipeniu dvoch alebo deviatich dvojok.

Oznaéme r pocet riadkov s troma dvojkami a s pocet stipcov s dvoma dvojkami. Potom celkovy poéet dvojok
v tabul'ke mézZeme vyjadrit dvoma spdsobmiakor -3+ (12—7r)-8as-2+4(12—s5)-9. Zrovnosti tychto dvoch
vyrazov dostdvame rovnicu 7s—5r = 12.]ejrieSenim (jedinym vzhladom na podmienkyr,s € {0, 1, ..., 12}) je
dvojica (6, 6). Chceme teda tabul'ku vyplnit tak, aby v jednej polovici riadkov boli 3 dvojky, a v druhej polovici
ich bolo 8, v jednej polovici stipcov boli 2 dvojky a v druhej 9 (na poradi riadkov a stipcov zrejme nezaleZi).

Pontka sa rozdelit celd tabul’ku 12 X 12 na $tyri podtabulky 6 X 6 a kazdu z nich vyplnit tak, aby v kazdom
riadku i stipci obsahovala rovnaky pocet dvojok. Jednou z moznosti je, aby tieto poéty dvojok boli rovné 0, 3,
2 a 6 (vzhladom na to, Ze poCty musia byt v rozmedzi 0 aZ 6, je to dokonca opit jedind moznost). Staci teda
vyplnit jednu podtabul’ku celt jednotkami, jednu celtl dvojkami a zvy$né dve napriklad ako na obrazku.

2 Je dany lichobeznik ABCD so zékladiiami AB a CD. Oznaéme k a [ kruZnice s priemermi BC a AD. Dalej oznaéme
P priesecnik priamok BC a AD. Dokazte, Ze dotyc¢nice z bodu P ku kruznici k zvieraju rovnaky uhol ako dotycnice
z bodu P ku kruznici l.

(Patrik Bak)



RieSenie:
Stredy E, F zadanych kruZnic k, resp. [ su stredy ramien BC, resp. AD (pozri obrazok). Nech R4, R,, resp. S;, S,
st body dotykov doty¢nic z bodu P postupne ku kruzniciam k, [.

Na$ou ulohou je dokazat' rovnost |&R,PR,| = |%S,PS,|. KedZe dve doty¢nice vedené z jedného bodu bodu k tej
istej kruZnici st simerne zdruzené podla spojnice tohto bodu so stredom kruZnice (pozri navodnu dlohu 1),
plati |<R,;PR,| = 2 |«R,PE| a |&S,;PS,| = 2|«S,PF|. Preto ndm stac¢i dokazat' zhodnost uhlov R;PE a S;PF.
Tu ziskame z podobnosti dvoch pravouhlych trojuholnikov podla vety Ssu, ked overime rovnost dvoch pomerov
|PE| : |[ER,| a |PF| : |FS].

Predovsetkym, ER,, E B s rovné polomeru kruznice k a podobne FS;, FA st rovné polomeru Kruznice . NavySe
podla znamej vlastnosti strednej priecky lichobeznika (pozri nadvodnu tlohu 2) v nasej situacii mame FE || AB,
takZe trojuholniky PFE a PAB st podobné podla vety uu, a preto plati |PE| : |PB| = |PF| : |PA|, a teda tieZ
|PE| : |[EB| = |PF] : |FA]. (V poslednom kroku sme uplatnili uzito¢né pravidlo, Ze ak a/(a + ¢) = b/(b + d),
tak a/c = b/d. Overte, Ze plati pre l'ubovolné kladné hodnoty a, b, c, d.) Spojenim tychto dvoch pozorovani uz
ziskame, ¢o sme potrebovali na dokoncenie nasho riesenia:

\PE| _ |PE| _|PF| _ |PF|
|[ER{| |EB| |FA| |FS|

N4jdite vSetky celé ¢isla n také, Zze n > 2 a ¢islo n"~2 je n-t4d mocnina celého ¢&isla.

(Patrik Bak)
RieSenie:
UkaZeme, Ze jediné vyhovujuice n je 4.
Kvéli struc¢nosti budeme v celom rieseni pisat’ ,n-td mocnina“ namiesto ,n-ta mocnina celého ¢isla“ Plati, ze
kladné celé ¢islo je n-tou mocninou prave vtedy, ked' sa v jeho rozklade na prvocinitele vyskytuje kazdé prvocislo
v mocnine, ktora je nadsobkom cisla n. Ak su teda dve celé ¢isla n-tymi mocninami a ich podiel je celé ¢islo, musi
byt n-tou mocninou i tento podiel. PouZitim tohto tvrdenia na n-té mocniny n™ a (podla zadania tilohy) n" 2

dostavame, Ze aj ¢islo n™/n™ 2 &iZe n? je n-tou mocninou.

NiZsie dokaZeme, %e pre kazdé celé n také, Ze n = 5, plati 1* < n? < 2", takZe pre Ziadne také n nemoZe
&islo n? byt n-tou mocninou - muselo by totiZ {st' 0 n-td mocninu so zdkladom leZiacim medzi ¢islami 1 a 2.
Kazdé n vyhovujiice zadaniu tlohy tak nutne spiiia nerovnost n < 5. Pre zvy$nych kandidatov z {3, 4} &islo n 2
otestujeme priamo: 3372 = 3, ¢o nie je tretiamocnina, a 4*~2 = 16 = 24, o poZadovana $tvrtd mocnina skutoc¢ne
je.

Ostava dokazat' 1" < n? < 2" pre kazdé celé n také, Ze n > 5. Prva nerovnost je zrejma (dokonca pre kazdé n
také, ze n > 1), dékaz druhej urobime matematickou indukciou:

1) 52 =25<32 =25
2) Predpokladajme, Ze pre nejaké n také, ze n > 5, plati n? < 2", a dokazujme, Ze potom plati aj (n+ 1)? < 2™*1,
Z predpokladanej nerovnosti n? < 2™ po vynasobeni oboch stran ¢islom 2 dostaneme 2n? < 2 - 2" = 2"+

takZe poZadovana nerovnost (n+ 1)? < 2™*! bude dokazan4, ak ukazeme, Ze (n + 1)? < 2n? &ize 2n? — (n+
1)2 > 0. To je vak lahké, dokonca pre kazdé n také, Ze n > 3, mame

2n2—(n+1)?=n*-2n—-1=nn-2)—-1=23-1-1=2>0.

(Z nasho postupu vidime, Ze implikacia z 2. induk¢ného kroku plati dokonca pre kazdé n také, Ze n > 3. Dokazo-
vana nerovnost n? < 2" v3ak neplati ani v pripade n = 3 ani v pripade n = 4, takZe v 1. induk¢nom kroku sme
museli zacat' aZ od ¢isla 5.)



Poznamka:

V prvej ¢asti rie§enia moézeme postupovat' s malou obmenou bez tvahy o &isle n?, ked' zapiseme rovnicu n™® 2 =
k™ s neznadmymi celymi ¢islami n, kde n > 2, a k, kde k > 1. V pripade neparneho n su exponentyn — 2 an
nesudelitelné Cisla, a tak z Gvahy o prvociniteloch plynie, Ze samo cislo n je n-ta mocnina, ¢o dalej vylac¢ime
n n
) z 7 . . -—1 = ) ) , . ), .
nerovnostou n < 2". V pripade parneho n z upravenej rovnice nz~ -~ = k2 opat vdaka nesudelitelnosti za-
P , , v vr ..n . v 7~ ), : 7w )
stipenych exponentov vyplyva, Ze ¢islo n je 5 -toumocninou, ¢o pre n také, Ze n > 4, dalej vylic¢ime nerovnostou

n
n < 272, ktoréa je ekvivalentna s nerovnostou n? < 2" z predvedeného rie$enia.

V obore realnych cisel rieste sustavu rovnic

xy+1 =22
yz + 2 =x?,
zx + 3 = y2.

(Tomas Jurik)
Riesenie 1:

Odc¢itanim druhej rovnice od prvej a drobnou dpravou dostaneme

yix—2)—1=(z—-x)(z+x),
-1=0Z—-x)(z+x+y).

Obdobnou tpravou rozdielu druhej a tretej rovnice ziskame

Zy—x)=1=(x-»x+y),
-1=x-y)x+y+2).

Z ktorejkolvek z oboch ziskanych rovnic plynie x + y + z # 0, takZe je m6Zeme obe vyrazom x + y + z vydelit
a potom ich porovnanim dostat
-1

X=—

x+y+z
Nechd = z—x = x —y.Potomz = x +d ay = x — d, takze vSetky rieSenia pévodnej ststavy su tvaru
(x,x —d,x + d). Dosadme také y a z do jednotlivych rovnic.
Dosadenim do druhej rovnice ziskame (x — d)(x + d) + 2 = x2, ¢ize d? = 2,t.j. d € {+V/2}. Dosadenie do prvej
a tretej rovnice s naslednym vyuzitim vysledku d? = 2 zapiSeme do dvoch stlpcov vedla seba:

=x—y.

x(x—d)+1=(x+d)? (x+d)x+3=(x-d)?
1 =d?+ 3xd, 3xd = d? -3,
3xd = —1. 3xd = —1.

Akd = ﬁ,takvyjdex = —% = —%\/Zaakd = —/2, tak x =

z = x + d ziskame (jediné) dve rieSenia tlohy, ktorymi su trojice
W2 72 52\ (12 7V2 52
6’ 6 6 )J)\6’ " 6" 6]

1

1 e Apnr e
P gx/f. Dopo¢itanim hodnéty = x — d,

Skuskou sa lahko presvedcime, Ze vyhovujuce aj zadaniu.

Poznamka:

Rovnaky medzivysledok (x, x—d, x+d) je mozné tieZ dosiahnut porovnanim dvoch rozdielov inych dvojic rovnic.
Napriklad porovnanim rovnosti —1 = (x —y)(x +y+2z)a—-2=(Z—-y)(x+y +z) vyjdez —y = 2(x — y).
RieSenie 2:

Ak vynasobime tri zadané rovnice postupne ¢islami x, y, z a vSetky ich potom s¢itame, zmieSané ¢leny tretieho
stupiia sa vo vyslednom sucte navzajom zrusia:

x(xy+ D) +y(yz+2)+z(zx+3)=x-2>+y-x*+z-y?
x+2y+3z=0.

To isté sa stane, ak zadané rovnice vynasobime postupne ¢islami y, z, x:

yxy+ 1) +ziyz+2)+x(zx+3)=y-z2+z- x> +x-y?,
3x+y+2z=0.



Vidime, Ze kazdé rieSenie povodnej stistavy je nutne rieSenim ststavy dvoch linedrnych rovnic (s troma nezna-
mymi)

x+2y+3z=0,

3x+y+2z=0.
RieSenie takej sustavy (vysvetlite sami, preco k tejto stistave dvoch rovnic nema zmysel pripajat’ tretiu linedrnu

rovnicu 2x —y—z = 0, ktora zodpoveda medzivysledku (x, x —d, x + d) z rieSenia 1) popiSeme pomocou jedného
parametra: Napriklad odc¢itanim prvej rovnice od dvojnasobku tej druhej vyli¢ime neznamu y a vyjde

0=2@Bx+y+22)—(x+2y+32z)=5x+z,
teda z = —5x. Podobne vyli¢ime neznamu z a ziskame
0=30@x+y+22)—2(x+2y+32)=7x—y,

teday = 7x.VSetky rieSenia odvodenej linedrnej stistavy su teda trojice tvaru (x, 7x, —5x) s 'ubovolnym realnym
Cislom x. Dosadenim takej trojice do povodnej sustavy vyjde stistava

7x% 4+ 1 = 25x2,
—35x% 4+ 2 = x?,
—5x2 + 3 = 49x2?,

ktorej vietky rovnice st ekvivalentné s rovnakou rovnicou 18x2 = 1, ktord mé korene +v2/6. Dochaddzame tak
k rovnakému zaveru ako v rieSenf 1: Suistavu zo zadania spliiaji prave dve trojice

W2  7V2 5V2Z\ [(1V2 V2 52
6’ 66 )')\'6" 6" 6 )

RieSenie 3:
Na ziskanie rieSenia zadanej stistavy rovnic vyuzijeme Standardnt dosadzovaciu metédu, i ked pritom uplatnime
menej Standardné obraty (niZSie zdéraznené kurzivou).

Najskor ukazeme, Ze zZiadna z nezndmych x, y, z sa nemdZze rovnat nule. Keby naprlklad platilo y = 0, z prvych
dvoch rovnic ststavy by sme dostali z € {+1} ax € {£V2}. Tieto hodnoty v$ak nespliiaji tretiu rovnicu xz + 3 =
0. Podobne sa vylacia pripady x = 0az = 0.

Vdaka odvodenej podmienke xyz # 0 mdéZeme nezndmu x vyjadrit z prvej a tretej rovnice:
z2—1 y? -3

=x =
y A

Dosad'me oba krajné zlomky do pravej strany zvysnej (druhej) rovnice a upravujme:

z2—-1 y?-3
+2= : ,
yz y 2

y?z® +2yz = (z* = D(y* - 3),
y2+2yz+3z2-3=0.

Eliminaciou neznamej x sme teda pre nezname y a z obdrzali ststavu rovnic
z2—-1 y?2-3
y  z
y?+2yz+3z2-3=0.

’

Jej rieSenie zaéneme tak, %e oba désledky druhej rovnice y2 — 3 = —(3z2 + 2yz)az? -1 = —%(y2 + 2yz)
dosadime do citatelov zlomkov z prvej rovnice a upravime:

y?+2yz  3z°+2yz

’

3y z
y+ 2z =33z + 2y),
5y+7z=0.
Plati teda y = 7t a z = —5t pre vhodné redlne ¢islo t. Dosadenim do druhej rovnice odvodenej ststavy pre

nezname y a z dostaneme pre neznadmu t rovnicu 49t? — 70t% + 75t?> — 3 = 0 ¢ize 18t? = 1. Tato rovnica ma



korene ++/2/6. Zo vztahovy = 7t a z = —5t v oboch pripadoch lahko vyjadrime y a z a nasledne zo vztahu

2_
x = yTg aj x, a tak (samozrejme, po skuaske) k trojiciam
W2 72 5V2)\ (1V2 V2 52
6’ 66 )J)\6’ 6" 6/

Oznacme [ stred Kruznice vpisanej do roznostranného trojuholnika ABC a k kKruZnicu jemu opisanu. Polpriamky
BI a CI pretnu kruznicu k postupne v bodoch S, a S, pricom S, # B a S, # C. Dokazte, Ze dotyC¢nica ku kruznici
k vbode A, priamka vedena bodom I rovnobeZne so stranou BC a priamka S, S, sa pretinaju v jednom bode.

(Patrik Bak)
RieSenie:
Podla zadania je trojuholnik ABC réznostranny. Budeme bez ujmy na vSeobecnosti dalej predpokladat, Ze plati

|AB| < |AC|.V pripade |AB| > |AC] totiZ sta¢i vymenit oznacdeni vrcholov B a C - takd zmena nema na dokazo-
vané tvrdenie vplyv.

Oznaéme P priese¢nik dvoch priamok zo zadania: doty¢nice d ku kruZnici k vbode A a priamky p vedenej bodom
I rovnobeZne so stranou BC. Vysvetlime najprv, preco priesecnik P vobec existuje a preco leZi v polrovine opacnej
k polrovine ABC, ako je to na obrazku.

X B C

Z predpokladu |AB| # |AC| plynie, Ze dotyc¢nica d a se¢nica BC KruZnice k nie st rovnobezné. Pretinaju sa teda
v bode, ktory ozna¢ime X a ktory je vdaka upresneniu |AB| < |AC| vnitornym bodom polpriamky opacnej
k polpriamke BC. PretoZe rovnobeZzka p s priamkou BC prechddza vnitornym bodom I trojuholnika ABC, jej
priese¢nik P s dotyCnicou d existuje a leZi vnutri tisecky AX. Bod P preto navyse - rovnako ako bod X - skuto¢ne
lezi v polrovine opacnej k polrovine ABC.

Venujme sa uZ teraz zadanej dlohe. Iste ju splnime, ked’ overime, Ze zadané body S, a S, leZia na osi tusecky Al
a Ze na tejto osi leZi i nami zvoleny priesec¢nik P.

Zamerajme sa najskor na bod S;,. Chceme dokazat' |S,A| = |Sp1], t. . overit, Ze trojuholnik S, Al je rovnoramenny
so zakladniou Al. To je pomerne znadme tvrdenie (dalej uvedené v navodnej tlohe N2), ktoré kvoli tplnosti teraz
dokaZeme.

Pri Standardnom znaceni vel'’kosti vntitornych uhlov trojuholnika ABC podla obrazku vlavo plati

a a
|«SpAll = [4S,AC] + |4CAI| = |4S,BC| + 5 = g + 5.

Rovnaku velkost ma aj druhy uhol AIS, pri zakladni A/, ktory je vonkaj$im uhlom trojuholnika ABI, a preto

|xAIS,| = |<IAB| + |<ABI| = = +

N_rw

N R

Skutoc¢ne teda plati |S, Al = |Sp1].



Vzhladom na symetriu plati aj poZadovana vlastnost druhého bodu S, a to rovnost |S.A| = |S.I|.

Aj pre treti bod P k dokazu poZadovanej rovnosti |[PA| = |PI| uvazime vnatorné uhly trojuholnika PAI pri za-
kladni AI a vyuZijeme tentokrat obrazok vpravo. Fakt, Ze jedna z priamok urcujtcich bod P je doty¢nica kruZnice
k, nam umoznuje vyuzit vetu o usekovom uhle (pozri navodnu ulohu N4). Podla nej je iisekovy uhol PAB zhodny
s obvodovym uhlom ACB. (To je korektny zaver, ak priamka AB body P a C oddeluje, o podla ivodnej Casti
nasho rie$enia skuto¢ne plati vdaka predpokladu |AB| < |AC|.) Preto plati

a

5"

Na pozadované vyjadrenie druhého uhla P/A vyuzijeme to, Ze PI || BC. Oznac¢me eSte D priesecnik polpriamky
Al so stranou BC. Zo zhodnosti suhlasnych uhlov AIP, ADB (tu vyuzivame to, Ze Gsecka [P pretina stranu AB
(a nie stranu AC)) a vdaka faktu, Ze ADB je vonkaj$im uhlom trojuholnika ADC, mame

a
|«PAI| = |&PAB| + |«BAI| = |[<ACB| + 5= Y+

a
|«AIP| = |«ADB| = |«DAC| + |<ACB| = 5 +v.

A sme hotovi.
Poznamka:

Znovu ukdzeme, Ze oba body S, S leZia na osi tsecky Al, a to krat$im postupom, pri ktorom sa zaobideme bez
pocitania uhlov.

Iste staci dokazat, Ze trojuholniky AS, S, a IS, S, su zhodné podla vety usu. Predovsetkym, S}, S, je ich spolo¢na
strana. K nej prilahlé uhly AS,S. a IS, S, sui zhodné ako obvodové uhly, ktoré prislichaji zhodnym oblikom AS,
a S;B kruznice k. Rovnako tak nahliadneme aj zhodnost druhych dvoch prilahlych uhlov AS.S; a IS.S;, (vdaka
zhodnym oblikom ASj a S}, C kruznice k).

UvaZujme nekonecnu postupnost’ (ag, ay, a,, ...) celych ¢isel taku, ze ay, = 2 a a4, € {2a, — 1,2a, + 1} pre
vSetky nezaporné indexy n. DokaZzte, Ze tato postupnost obsahuje nekonecne vela zloZenych cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)
Riesenie 1:
Dokazeme sporom, Ze takd postupnost (a,)n=, nemdze obsahovat len konecne vela zloZenych ¢isel. Pripustme,
Ze ich je len konecne vela. Potom od urcitého ¢lena a,, v¢itane obsahuje postupnost uz len prvocisla. Kedze
postupnost je vdaka svojmu zadaniu vSade rastiica (z t > 2 totiZ plynie 2t + 1 > 2t — 1 > t), mdZeme navySe
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze pre vybrany index m uZ plati a,,, = 5, ateda tieZ a,, = 5 pre vSetky n
také, Zen = m.

Najprv si uvedomme, Ze na to, aby medzi ¢islami a,, takymi, Ze a,, = 5, s indexmi n takymi, Ze n > m, nebol
Ziadny nasobok troch (inak by také a, nebolo prvocislo), musi bud’ pre vSetky také n platit a,,, = 2a, + 1,
alebo musi pre vsetky také n platit a,,.; = 2a,, — 1. Skutocne, samo prvocislo a,, vdaka predpokladu a,, = 5
nie je delitelné tromi, takZze mame dve moznosti:

e a,, dava zvySok 1 po deleni tromi.

Ak a,, dava zvysok 1 po deleni tromi, tak ¢islo 2a,, + 1 je deliteIné tromi. Musime preto mat a,,1; = 2a, —1, ¢o
je prvocislo, ktoré dava opat zvysSok 1 po deleni tromi. Matematickou indukciou sme tak dokazali, Ze a,, 41 =
2a, — 1 pre kazdé n také, Zen > m.

e a,, dava zvySok 2 po deleni tromi.
Ak a,, dava zvysok 2 po deleni tromi, tak ¢islo 2a,, — 1 je deliteIné tromi. Musime preto mat a,,; = 2a, +1, ¢o
je prvocislo, ktoré dava opat zvySok 2 po delenf tromi. Matematickou indukciou sme tak dokazali, Ze a, 41 =
2a, + 1 pre kazdé n také, Zen > m.
Ostava teda vyriesit dva pripady:
e Pre kazdé n také, Zen = m, plati a,,; = 2a, — 1.
e Pre kazdé n také, ze n > m, plati a1 = 2a, + 1.
V oboch pripadoch déjdeme k sporu tak, Ze ndjdeme ¢len a,,, kde n > m, ktory je ndsobkom prvocisla a,,, a nie
je tak prvocislom. Kvoli prehladnosti dalSich zapisov oznacime a,,, premennou p. Zopakujme, Ze p = 5, a teda p
je neparne.
Zamerajme sa najprv na pripad 1, pripad 2 neskor vyrieSime obdobne.
V pripade 1 postupnym dosadzovanim dostavame
m1 = 2p — 1,
Uiz =2 (2p—1)—1=4p -3,
Aniz=2-(4p—3)—1=8p—-7.



Matematickou indukciou dokaZzeme, Ze a,,,; = 2' - (p — 1) + 1 pre kazdé i také, Ze i > 0. (O inom uréeni vzorcov
pre a,,+; v pripadoch 1 a 2 pozri metédu z navodnej tlohy N2.) Skutocne, ak i = 0, tak rovnost plati, a ak plati
pre niektoré i také, ze i > 0, tak plati aj pre i + 1, lebo

Amiis1 =22 p-D+D-1=2""(p-1+1

Teraz volbou i = p — 1 a pouZitim malej Fermatovej vety (pozri ndvodnu ulohu N5), podla ktorej p | (Zp_l - 1),
lebo p je neparne prvocislo, dostaneme

Amip-1 =21 (p-1D+1=1-(p—1)+1=0 (mod p),

¢o je avizovany spor a,, | amy4p-1 (pripomenime, Ze p = a,).

V pripade 2 tiplne obdobne dokaZeme vztah a,,4; = 2t - (p + 1) — 1 pre kazdé i také, ze i > 0. Opiatovnou vol'bou
i = p — 1 arovnakym pouZzitim malej Fermatovej vety dostaneme

Unap-1 =21 (p+ 1D -1=@P+1)-1=0 (mod p),

Co je rovnaky spor ako v pripade 1.

RieSenie 2:

Ukazeme iny spdsob, ako vyriesit pripad 1, a to bez hladania vzorca pre a,,,; a nasledného pouzitia malej Fer-
matovej vety. Aj teraz déjdeme k takému sporu, Ze medzi ¢lenmi a,, (kde n > m) sa vyskytuje ndsobok ¢lena
a,. Rovnaky sporny zaver sa v pripade 2 odvodi analogicky. (VyuZije sa na to zobrazenie z = 2z + 1 namiesto
zobrazeniaz » 2z — 1.)

Sledujme, aké zvysky davaju ¢leny postupnosti (a,)n=m po deleni neparnym prvocislom a,,, ktoré oznacime p.
Ak nejaky ¢len a,, dava zvySok z, nasledujuci ¢len a,,; dava vdaka rovnosti a,,,; = 2a, — 1 zvySok 2z — 1
(mod p).

Kli¢ové pozorovanie je, Ze pre neparne p je zobrazenie z = 2z—1 (mod p) prosté namnoZzine{0,1,2, ...,p — 1}
vSetkych moznych zvyskov po delenie p, teda Ze pre l'ubovolné rézne z; a z, z {0,1, 2, ...,p — 1} plati 2z; — 1
(mod p) # 2z, — 1 (mod p): Skutocne, ak 2z; —1 (mod p) = 2z, — 1 (mod p), tak

pl 2z, —1)— (22, — 1) = 2(2, — 23),

a kedZe p je neparne, plynie z toho p | z; — z,, ¢o znamena z; = z,.

KedZe moznych zvyskov po deleni ¢islom p je len konec¢ne vela (konkrétne p), musi sa v postupnosti zvyskov
¢lenov (a,, (mod p),a;+1 (mod p),a,+» (mod p), ...) niektory zvySok zopakovat. Tvrdime, Ze prvy opakujuci
sazvySok je prave zvySok 0 prvého Clena a,, €iZe p: Skutocne, keby prvymi opakujticimi sa zvy$kmi boli az zvysky
dvojice i, Amy; pre nejaké i a j také, ze 1 < i < j, boli by apyi—1, G4 j—1 dva Cleny s roznymi zvySkami,
ktorych nasledovnici vSak davaju rovnaky zvySok. To je vSak v spore s dokazanym klicovym pozorovanim. Tym
je poZadovana existencia indexu n vacsieho nez m s vlastnostou a,, | a,, dokazana.




