MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh Skolského kola kategorie A

1 N3jdite najvacsie celé ¢islo d, pre ktoré mozno tabulku 43 X 47 vyplnit jednotkami a dvojkami tak, aby sucet
¢isel v kazdom riadku aj v kazdom stipci bol delitelny &islom d. (DokaZte tie, Ze Ziadne vaésie ¢islo d zadaniu
ulohy nevyhovuje.)

(Tomas Barta)

Riesenie:
V prvej Casti rieSenia dokdzeme, Ze v pripade d = 47 poZadované vyplnenie tabulky existuje: ZapiSme do
kazdého riadku vSetkych 47 ¢isel rovnakych, a to do 39 riadkov jednotky a do zvy$nych 4 riadkov dvojky:

1({1(1]1]|1 1
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212(2(2]|2 2
47

Potom sticet ¢isel v kazdom riadku je 47 alebo 2 - 47 a stiéet &isel v kazdom stipcije 39 - 1 + 4 - 2 &iZe 47, &o st
vSetko nasobky cisla 47.

V druhej Casti rieSenia dokadZeme sporom, Ze ak d > 47, tak poZadované vyplnenie neexistuje. Pripustme naopak,
ze tabul'’ku 43 X 47 mame vyplnent jednotkami a dvojkami tak, Ze pre nejaké také d je stcet ¢isel v kazdom riadku
aj kazdom stipci nasobkom ¢isla d. Ked%e kazdy z tychto stétov je kladny a nanajvys rovny 2 - 47, a teda mensi
ako 2d, musi byt tento ndsobok ¢isla d rovny priamo ¢islu d. S¢itanim vSetkych ¢isel tabul'ky po riadkoch tak
ddjdeme k hodnote 43d, zatial ¢o pri s¢itani po stipcoch dostaneme hodnotu 47d. Musi teda platit 43d = 47d,
¢o je hladany spor.

Poznamka:

Podané riesenie mozno zrejmym spdsobom zovseobecnit na dékaz vysledku, Ze pre kazda tabul’ku m X n, pricom
m < n < 2m, je najvacsie vyhovujuce d rovné ¢islu n.

Pokyny:

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za dékaz prvej casti (konstrukcia pre pripad d = 47) a 4 body
za dokaz druhej Casti (d6kaz nemoznosti pre kazdé d vacsie ako 47). Z prvej ¢asti mozno ziskat' 1 bod za vyhovu-
jucu konstrukciu pre niektoré celé d, 1 < d < 47.Z druhej ¢asti mozZno ziskat 1 bod za d6kaz nemoZznosti pre
kazdé d také, ze d = 86. Za uhddnutie spravneho d dajte 1 bod, ak nie je dosiahnuty Ziadny z vyssie uvedenych
ziskow.

2 Oznacme [ stred kruZnice vpisanej do trojuholnika ABC. Priamky BI, CI pretnu kruZnicu opisanu trojuholniku
ABC postupne vbodoch SaT,pricomS # BaT # C. Usecka ST pretina strany AB, AC v bodoch K, L. Dokazte,
Ze Stvoruholnik AKIL je kosostvorec (pripadne Stvorec).

(Josef Tkadlec)
Riesenie 1:
Z navodnej tlohy N3 k 5. tlohe doméaceho kola vieme, Ze priamka ST je osou tsecky Al. (Tento zndmy poznatok
teda nemusia rieSitelia dokazovat. Pripomeiime len, Ze vyplyva zo zhodnosti trojuholnikov ATS a ITS podla vety
usu: Maju totiZz spoloc¢nu stranu ST a uhly ATS, ITS st zhodné, rovnako ako uhly AST, IST - ide totiZ o obvodové
uhly v kruznici opisanej ABC prislichajtice zhodnym oblikom AS, CS, resp. zhodnym oblikom AT, BT.)

Plati preto |KA| = |KI| a |LA| = |LI|, ako je to vyznacené na obrazku.



Stvoruholnik AKL je teda stimerny podla svojej uhlopriecky K L. Ked%e vak jeho druha uhlopriecka Al rozpoluje
uhol KAL, musi to byt kosoStvorec (pripadne jeho Specidlny pripad stvorec). (Tento zrejmy zaver nemusia rie-
Sitelia dokazovat, napriek tomu jeho dékaz uvedieme: Rovnoramenné trojuholniky A/K a AIL st zhodné, lebo
maju pri spoloc¢nej zadkladni Al zhodné vnitorné uhly KAl a LAI.Z toho vyplyva, Ze Stvoruholnik AK1L ma zhodné
vSetky Styri strany.)

Riesenie 2:

Dokazeme, Ze konvexny $tvoruholnik AKIL ma protilahlé strany rovnobezné. Ze je to nielen rovnobeznik, ale
dokonca kosostvorec, potom ako v prvom rieSeni zrejme vyplynie z toho, Ze jeho uhlopriecka Al lezi na osi jeho
vnutorného uhla pri vrchole A. (Zo zhodnosti uhlov KAl a LAI potom totiZ dostaneme, Ze su s nimi zhodné aj
striedavé uhly L1 A, resp. KIA, takZe oba trojuholniky AIK a AIL st naozaj rovnoramenné so spolo¢nou zakladiiou
Al. Ani toto zrejmé vysvetlenie nemusia riesitelia zapisovat.)

Z dvoch rovnobeZznosti AK || LI a AL || KI dokdZeme iba td prvd v podobe AB || LI; druha rovnobeZnost AL || K1
sa dokaze uplne analogicky. Postup zaloZime na vlastnostiach obvodovych uhlov. V kruznici k opisanej trojuhol-
niku ABC tak maju rovnaku vel'kost % |«ACB| nielen uhly ACT a TCB, ale aj uhol TSB.

Prvy atreti z nich st vSak uhly LCI a LSI, takZe vdaka ich zhodnosti je Stvoruholnik LICS tetivovy - jemu opisana
kruZnica je na obrazku vykreslena. V nej je obvodovy uhol LIS zhodny s uhlom LCS, ¢o je vlastne obvodovy uhol
ACS v kruznici k, ktory je zhodny s uhlom ABS. Zistili sme tak, Ze Usecky LI a AB zvieraju s priamkou BS zhodné
sthlasné uhly, a sd preto rovnobeZné, ako sme potrebovali dokazat.

(Namiesto priamky BS sme mohli uvazit aj priamku AC: |<ILC| = [«ISC| = |&BSC| = |<BAC|.)

Poznamka:

Zaverecnym krokom oboch rieseni boli ivahy o druhej uhlopriecke Al Stvoruholnika AKIL. Tie mozno nahradit
dokazom rovnosti |[KA| = |LA|, ktory teraz uvedieme: Sta¢i ukazat, Ze si zhodné uhly AKL a ALK, na ktoré
sa pozrieme ako na vonkaj$ie uhly trojuholnikov AKT, resp. ALS. Pre ich vnutorné uhly vSak plati |<ATK| =

|2ATS| = |<ABS| = %I{ABCI, |<TAK| = |<TAB| = |<TCB| = %IqBCAI a analogicky |<ASL| = %I{BCAI
a|xSAL| = % |%ABC|. Uhly AKL a ALK tak maju td istti velkost § |<ABC| + % |<BCA.
Pokyny:

Zauplné rieSenie dajte 6 bodov. V netplnych rieSeniach dajte ¢iastkové body za nasledujuce poznatky (dokdzané,
ak sa na ne nevztahuje posledny odsek pokynov):



e Uhlopriecka Al lezi na osi uhla KAL - 0 bodow.

e Rovnost |KA| = |LA| (zo zaveretnej poznamKy) - 2 body.

e Rovnosti |[KA| = |KI|a|LA| = | |LI| - za jedint 3 body, za obe 4 body (aj pri kon$tatovani, Ze $tvoruholnik
AKIL je simerny podla svojej uhlopriecky KL).

e Rovnobeznosti AK || LI a AL || KI - za jedint 3 body, za obe 4 body.

o Stvoruholnik LICS (pripadne LIBT, pripadne oba) je tetivovy - 2 body.

Ciasto¢né zisky za tieto poloZky sa nedajii sé¢itat, t. j. poéita sa najvacsi z nich.

V poznamkach v zatvorkach sme uviedli, ktgré poznatky mozno prehlasit za zname alebo zrejmé. Plati to aj pre

dalSie poznatky z rieSenia navodnych a dopliiajucich tloh k doméacemu kolu, ak sa na ne riesitel’ odvola.

3 Urcte vietky dvojice kladnych celych ¢&isel a a b, pre ktoré plati a®~? = b%.

(Jaromir Sim3a)
RieSenie 1:
Po vynasobeni zadanej rovnosti ¢islom a?/b% dostaneme (a/b)* = a®. Mocnina na lavej strane je celo¢iselna
prave vtedy, ked' je jej zaklad a/b celé (v naSom pripade kladné) ¢islo. (Toto zrejmé tvrdenie nemusia rieSitelia
dokazovat. Vyplyva z toho, Ze ak ma zlomok a/b po skrateni zakladny tvar u/v, je kazda jeho mocnina (a/b)"
zlomkom so zdkladnym tvarom u™ /v™.) Toto ¢islo ozna¢me k. Po dosadeni a = kb sa zmeni prepisand rovnost na
tvar k*? = (kb)?, odkial po vydeleni exponentov &islom b dostaneme k¥ = kb ¢ize b = k¥, t.j.a = kb = k¥.
Vsetky hladané dvojice (a, b) st preto tvaru (k"", kk'l), pricom k je l'ubovolné kladné celé ¢islo. Skiska vzhladom
na ekvivalentné dpravy nie je nutna.
Poznamka:
Ukazeme, ako klicovy poznatok o tom, Ze Cislo a je ndsobkom ¢isla b, mozno ziskat aj bez prepisu zadanej
rovnosti na tvar so zlomkom a/b. Vyuzijeme na to predpoklad, Ze ¢isla a a b su zaklady sebe rovnych mocnin
a®"b a b%, pre ktorych exponenty plati a — b < a. (Zatial’ ¢o nerovnost' b < a je za takéhoto predpokladu zrejma
(vacsi exponent znamenda mensi zadklad), menej zrejmy vztah b | a je nutné v rieSeni dokazat.) Ozna¢me pocty
vyskytov l'ubovolného prvocisla p v rozkladoch ¢isel a, b na stcin prvocisel. Mame vlastne ukazat, Ze pre tieto
pocty plati nerovnost b, < a,. Porovnanim vyskytov prvocisla p na oboch stranach rovnosti a®? = p® ziskame
vztah (a — b) - a, = a - by,. Z toho v pripade a, = 0 mame aj b, = 0; v pripade a, > 0 potom dostavame
b,/a, =1—b/a < 1.Tym je Zelana nerovnost b, < a, dokazana.
RieSenie 2:
Oznaéme d najvacsi spolocny delitel ¢isel a a b. Potom a = pd a b = qd, pricom p a q sd nesudelitelné kladné
celé cisla. Dosadenim do zadanej rovnosti a naslednymi ekvivalentnymi Gpravami postupne dostaneme:

(pd)P~D? = (qd)P?,
(pd)P™1 = (qd)?,
pP~4 = qP - dq.
KedZe p = 1, Cinitel z pravej strany poslednej rovnosti je ndsobkom g, takZe nasobkom g je aj celoCiselnd mocnina
pP~ 9 z lavej strany. Ta je vSak sicasne s ¢islom g nesudelitelnd, lebo taky je jej zdklad p. Preto nutne ¢ = 1.
Dosadenim do upravenej rovnosti dostaneme p?~! = d, takZe vSetky rieSenia si tvarua = pd = p? ab = qd =
pP~1, pricom p je lubovolné celé kladné &islo.
Pokyny:
Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho:
a) 1 bod za spravny popis vsetkych rieSeni (aj bez dokazu, uhadnutim ¢i experimentovanim),

b) 1bod za poznatok (aj bez dokazu), Ze a je ndsobkom b (resp. Ze g = 1 pri oznaceni z druhého rieSenia), dalsie
2 body za jeho ddkaz,

¢) 2 body za postup vedtci od poznatku z bodu b) k opisu z bodu a)

Body za tieto polozky moZno scitat. Za chybajicu skisku body nestrhavajte.
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