MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie B

1 Pravouhly trojuholnik ma celo¢iselné dizky stran a obvod 11990. Navyse vieme, Ze jedna jeho odvesna ma pr-
vodiselni dizku. Uréte ju.
(Patrik Bak)
RieSenie:
V dotyénom trojuholniku oznaéme pismenom p prvoéiselnt dizku jednej odvesny a pismenami a, b celo¢iselné
dlizky druhej odvesny, resp. prepony.
Rovnost’ z Pytagorovej vety p? + a? = b? prepi$eme do tvaru
p?=b%—a?=(b—a)(b+a).

Oba ¢initele b + a a b — a st zrejme prirodzené ¢&isla. Cislo p? je mozné vsak takto rozloZit na sticin len dvoma
sposobmi-p-pal-p? Pretoze navySe b —a < b + a, musiplatith —a =1ab + a = p%.

Podlazadania pre obvod nasho trojuholnika platip+a+b = 11990. Ak dosadime za a+b hodnotu p?, dostaneme
p + p? = 11990. Teraz mame niekol'’ko moZnosti, ako odtial ur¢it hladané prvocislo p.

o Cislop + p? ¢ize p(p + 1) je rovné &islu 11990, ktorého rozklad na prvocinitele je 2 - 5- 11 - 109. Odtial plynie,
7e p je jedno z prvocisel 2, 5, 11 alebo 109. Aviak rovnost' p(p + 1) = 11990 z nich spiiia iba 109 (kedy pritom
p+1=110 = 2-5-11). Akuhddneme, Ze rovnica x(x + 1) = 11990 ma rieSenie x = 109, potom staci dodat,
Ze iné kladné rieSenie v obore kladnych realnych cisel neexistuje, lebo funkcia x » x(x + 1) je na intervale
(0, ) vsSade rastuca. (Ak totiz0 < u < v, platitiez0 < u+ 1 < v + 1, a preto podla pravidla o nasobeni
nerovnostou plati u(u + 1) < v(v + 1).)

o Kvadraticka rovnica p? + p — 11990 = 0 ma dva korene tvaru
z ktorych prvocislom je iba 109.

—-1+v/1+47960 ., -—1+4219 .
= ; tize ===, t.j. 109 a —110,

Plati teda p = 109. Potom z naSich rovnich —a = 1ab + a = p? vychddza a = %(p2 —1)=059%40ab =

a + 1 = 5941, ¢o su skuto¢ne prirodzené ¢isla. A ked%e naozaj plati 59402 + 1092 = 59412, podla (obratenej)
Pytagorovej vety je trojuholnik s tymito dlzkami stran naozaj pravouhly.

2 Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC. Vnutri stran AB a AC leZia postupne body D a E tak,
7ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozname F taky bod, Ze ABFC je rovnobeznik. Dokazte, Zze |FD| = |FE].
(Patrik Bak, Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Pretoze CE || BF a |BE| = |BA| = |FC| (pozri obrazok vlavo), tak BFCE je rovnoramenny lichobeZnik (pozri
navodnu tlohu N1). Podobne sa ukaze, Ze CFBD je tieZ rovnoramenny lichobeznik. Pretoze uhlopriecky kazdého

rovnoramenného lichobeznika st rovnako dlhé (pozri ndvodnu Glohu N3), madme |BC| = |FE| a |BC| = |FD|.
Odtial' uz plynie |FD| = |FE]|.




RieSenie 2:

Z rovnobezZnika ABF C a rovnoramennych trojuholnikov ADC, AE B plynie, Ze rovnaku vel'kost' @ maju Styri uhly
BAC,BFC,ADC a AEB (vyznacené na obrazku vpravo oblucikmi). Preto uhly BDC a CEB (susedny k ADC, resp.
AEB) maju vel'kost 180° — a. KedZe ich vrcholy D a E lezia v opacnej polrovine s hranicou BC neZ vrchol F
uhla BFC s vel’kostou a, st oba stvoruholniky BFCD a BF CE tetivové. (Konvexny Stvoruholnik je tetivovy, prdve
ked’ je sucet vel'’kosti dvoch jeho protilahlych vnatornych uhlov rovny 180°. Toto tvrdenie a jeho dokaz najdete
na strane 20 broziry Kruznice (https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589) zo Skoly mladych matematikov.)
Odtial dostavame, Ze body B, F, C, E, D leZia na jednej kruZnici. Zo zhodnosti jej obvodovych uhlov FBD a FCE
(ako protilahlych vnuitornych uhlov rovnobeznika ABF C) plynie zhodnost tetiv FD a FE.

Riesenie 3:
Z porovnania rovnoramennych trojuholnikov ADC a AEB plynie, Ze uhly ADC a AEB su zhodné. Preto su tiez
zhodné s nimi striedavé uhly FCD a EBF. Pre trojuholniky FCD a EBF to spolu s rovnostami |CF| = |BE|

a|CD| = |BF| (pozri prvé rieSenie) znamen4, Ze st zhodné podla vety sus. Preto st zhodné aj ich tretie strany
FD a FE, ako sme mali dokazat.

Urcte poCet devatmiestnych cisel, v ktorych sa kazda z ¢islic 0 az 9 vyskytuje najviac raz a v ktorych sa sucty ¢islic
na 1. azZ 3. mieste, na 3. az 5. mieste, na 5. aZ 7. mieste a na 7. azZ 9. mieste vZdy rovnaja 10. Najdite aj najmensie
a najvacsie z tychto Cisel.

(Jaroslav Zhouf)
RiesSenie:
Uvazujme lubovolné vyhovujuce ¢islo. Podla zadania je v jeho dekadickom zapise abcdef ghi devat réznych
Cislic. Desiatu (nezastipent) ¢islicu oznacime j.
Vieme, Ze plati

a+b+c=c+d+e=e+f+g=g+h+i=10.

Ak scitame tieto Styri porovnania s 10, dostaneme
(a+b+c+d+e+f+g+h+i)+(c+e+g)=40.

Zaroven vieme, Ze
a+b+c+d+e+f+g+h+i+j=0+1+2+4+--+9 =45

t.j.
a+b+c+d+e+f+g+h+i=45—].

Ztoho dostavame (45—j)+(c+e+g) = 40,odkial' j = 5+(c+e+g).PretoZzevsakj < 9ac+e+g = 0+1+2 = 3,

pre rovnost j = 5 + (¢ + e + g) mame len dve moZnosti: bud platij = 8a{c,e, g} = {0, 1,2}, alebo platij = 9

a{c, e g} ={0,1,3}. Oba tieto navzdjom sa vylucujuce pripady teraz posudime oddelene.

e Pripadj =8af{c,e g} ={0,1,2}
PretoZe cislica 8 v uvazovanom ¢isle chyba, nemé6Zu v iom byt ¢islice 0 a 2 spolu v Ziadnej trojici, ktora dava
sucet 10. Preto z rovnostic +d + e = 10 = e + f + g plynie {0,2} # {c,e} a {0,2} # {e, g}, takze podla
{c,e, g} = {0, 1, 2} musi platit {0, 2} = {c, g}, a preto e = 1. Z oboch moznosti (c,g) = (0,2) a (c,g) = (2,0)
podrobne rozoberieme tu prvi. Poznamenajme, Ze aj tu sa obe moznosti navzajom vylucuju.
Nech teda ¢ = 0 a g = 2. Potom Styri podmienky na stcty cislic budu (tiez s prihliadnutim na rovnost e = 1)
splnené, prave ked’ bude stucasne platit a + b = 10,d = 9,f = 7a h + i = 8. Pre doposial neurcené
Cislice navySe plati {a, b, h,i} = {3,4,5, 6}. Plati preto {a, b} = {4,6} (dve mozZnosti-bud a = 4ab = 6,
alebo naopak) a {h, i} = {3, 5} (tieZ dve moznosti). Tym ziskavame 2 - 2 ¢iZe 4 vyhovujuce ¢isla (460917235,
460917253, 640917235, 640917253).
Podobnym spdsobom je moZné rozobrat druhd mozZnost ¢ = 2, g = 0, a ziskat tak dalSie Styri vyhovujtce
¢isla. Namiesto toho si vSak staci uvedomit, Ze vol'bou ¢ = 2, g = 0 ziskame prave tie ¢isla, ktoré maji opacné
poradie cislic nez cisla ziskané pri prvej vol'be ¢ = 0, g = 2; bude ich teda rovnaky pocet. Tomuto pripadu
teda zodpoveda celkovo 4 + 4 Cize 8 vyhovujucich cisel.

e Pripadj =9af{ce g} =1{0,1,3}
Postupujme podobne ako v prvom pripade a piSme preto miestami struc¢nejsie: PretoZe Cislica 9 v hladanom
¢isle chyba, neméZu v iom byt ¢islice 0 a 1 spolu v Ziadnej trojici, ktora dava sucet 10. Preto z rovnostic +d +
e = 10 = e + f + g tentokrat plynie {0, 1} = {c¢, g} ae = 3. Prvd moZnost (¢, g) = (0, 1) vedie k podmienkam
a+b=10,d=7,f=6,h+i=9a{a,b,h i} ={24,5,68} Teda{a, b} = {2,8}a{h, i} = {4,5} Co dava opat
Styri vyhovujuce c¢isla. Druha moznost (¢, g) = (1, 0) dava vdaka symetrii Styri dalSie vyhovujuce cisla, takze
aj v tomto pripade je ich dohromady 8.



Zhrnme vysledky oboch pripadov: PretoZe sme Ziadne Cislo nikde nezapocitali dvakrat, vyhovujucich cisel je
celkovo 8 + 8 Cize 16. Najvacsie z nich bude podla nasho rozboru zacinat Cislicou 8, ked' b = 2 a {h,i} = {4,5},
bude to teda ¢islo 820736154. Podobne najmensie vyhovujtce ¢islo bude zacinat Cislicou 2 a bude to c¢islo
280736145.

Urcte pocet redlnych korefiov rovnice
x-|x+6p|l =36

v zavislosti na redlnom parametri p.

(Vojtech Balint)
RieSenie 1:
PopiSeme najprv, ako ziskat graf funkcie f, kde f(x) = x - |x + 6p|, z grafu kvadratickej funkcie g, kde g(x) =
x(x + 6p). Jej suvislost' s funkciou f je zrejma: Ak x = —6p, tak x + 6p > 0, a preto |x + 6p| = x + 6p, teda
f(x) = g(x). Aknaopak x < —6p, tak x +6p < 0,apreto |x + 6p| = —(x +6p), teda f (x) = —g(x). Naintervale
[—6p, ) tak grafy oboch funkcii f a g splyvaji. Na ,doplnkovom" intervale (—co, —6p) st oba grafy simerne
zdruZené podla osi x, takze tuto cast grafu f dostaneme, ked’ prislusnu cast grafu g ,preklopime* podla osi x.
V dalSom odseku tento postup konkretizujeme.
Vieme, Ze grafom kvadratickej funkcie g (kde g(x) = x(x+6p) = x2+6px) je parabola s osou, ktorou je priamka

s rovnicou x = —3p. Parabola je pritom vdaka kladnému koeficientu pri ¢lene x? ,roztvorena nahor" a pretina
os x vbodoch 0 a —6p, ktoré v pripade p = 0 splyvaju s bodom dotyku paraboly s osou x.
g A g A g A
y=k y=k ; y=k
—6 —3p o > _§3P _6p7
f p>0 f p=0 f p<0

Nasou ulohou je urcit pocet redlnych koreiiov rovnice x - |x + 6p| = 36. Geometricky vzaté, je to vlastne pocet
priese¢nikov grafu funkcie f s priamkou s rovnicou y = 36. Do kazdého z troch obrazkov je preto uz cervenou
prikreslend aj jedna z priamok y = k s (bliZSie neur¢enym) kladnym parametrom k. Predstavime si totiZ polohu
tejto priamky pre rézne hodnoty k a odtial’ u¢inime potrebné zavery.
Predovsetkym z prvych dvoch obrazkov vidime, Ze pre pripady p > 0 ap = 0 je pocet priese¢nikov 1, a to nielen
v pripade k = 36, ale pre akékolvek kladné k. Z tretieho obrazku vychadza zlozitej$i zaver: PoCet priese¢nikov
pre pripad p < 0 bude 3, 2 alebo 1, a to podla vysledku porovnania hodnoty 36 parametra k s y-ovou stiradni-
cou vrcholu ,modrej“ paraboly. Tato suradnica je rovna hodnote f(—3p) ¢ize —3p - |—3p + 6p|, t. j. 9p?. Pocet
priese¢nikov tak bude 3, resp. 2, resp. 1, ak bude zaporny parameter p spliiat podmienku 36 < 9p?, resp.
36 = 9p?, resp. 36 > 9p?, ak teda bude platit p < —2,resp.p = —2,resp. —2 < p < 0. Posledny pripad
moZeme v zhriiujicej odpovedi spojit do jedného so skor vyrieSenymi pripadmip = 0ap > 0.
Zhrnutim dostavame, zZe ak p < —2, tak rovnica ma prave tri rieSenia, ak p = —2, tak ma prave dve rieSenia,
aak p > —2, tak ma prave jedno rieSenie.
RieSenie 2:
Zadant rovnicu x - |x + 6p| = 36 vyrieSime Standardnym algebraickym postupom, pri ktorom sa ,zbavime“
absolutnej hodnoty tym, Ze rovnicu vyrieSime oddelene na intervaloch, kde plati x + 6p > 0, resp. x + 6p < 0.
Zostavajica moznost x + 6p = 0 je tvarom rovnice zrejme vylicena.
e Nech x € (—6p, o).

Rie$ime rovnicu x(x + 6p) = 36 ¢iZe x? + 6px — 36 = 0. Pre jej diskriminant D, plati D; = (6p)?+4-36 > 0,

v . . v ; —6ptyD ) . .
takZe rovnica ma pre kazdu hodnotu parametra p dva redlne korene tvaru %. Vdaka ostrej nerovnosti



D, > (6p)? platia aj nerovnosti \/D; > 6p a/D; > —6p, ktoré postupne znamenaju, Ze

—6p —VD —6p + VD
———<—-6p a ———— > —6p.
2 2
V uvazovanom intervale (—6p, ©) ma teda rovnica prave jeden koren, nech je hodnota p akakolvek.
e Nech x € (—o0,—6p).
Riesime rovnicu x(—x — 6p) = 36 ¢iZe x2 + 6px + 36 = 0. Pre jej diskriminant D, plati D, = (6p)? —4-36 =
36(p? — 4). Pre parameter p teraz musime rozlisit' tri pripady:

e Ak |p| < 2,tak D, < 0, arovnica preto nema realne korene.

e Ak |p| = 2,tak D, = 0, a rovnica preto ma dvojnasobny koreni —3p. Ten vSak leZi v uvaZzovanom obore
(—o0, —p), prave ked' plati —3p < —6p Cize p < 0. Z dvoch uvazovanych hodnét +2 parametra p to splia
iba —2.

e Ak |p| > 2,tak D, > 0, a rovnica preto ma dva realne korene tvaru %‘/D—z. Vsimnime si, Ze /D, =
6+/p% — 4 < 6,/p? = 6|p|. RozliSme teraz, ¢ip > 2, alebop < —2:
e Akp > 2,tak /D, < 6p, odkial mame

—6p =D, _ ~6p—/D,
2 2

> —6p,

takZe v uvazovanom intervale (—oo, —6p) nema rovnica ziadny Koren.
e Akp < —2,tak VD’ < —6p, odkial mame

_=op=D, _—6p+yD,
2 2

< —6p,

takZe v naSom intervale (—o0, —6p) ma rovnica dva korene.

Ak zhrnieme zistené skutocnosti, déjdeme k rovnakému zaveru ako pri prvom rieseni.

Nech 4,4, ... A,, je pravidelny n-uholnik. Bod A; zobrazime v osovej simernosti podla osi A, A4,, ziskame tak bod
A%. Potom bod Aj zobrazime v osovej siimernosti podla osi A; A3, ¢im ziskame bod Aj. Pre ktoré n tiez, Ze n > 4,
je bod A totoZzny s priese¢nikom priamok 4,4, a AzA,?

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie 1:
Oznacéme S stred kruZnice opisanej n-uholniku A4, ... 4,,. PretoZe stredovy uhol A;SA;, je rovny 360°/n pre
kazdé i z {1, ...,n — 1}, vietky ostré obvodové uhly nad tetivami 4;A4;,; majt velkost 180°/n. Styri z nich st na
obrazku vyznacené Cervenou farbou. Ak n = 4, sucet vel'kosti tychto Styroch Cervenych uhlov je rovny 180°,
a teda priamky A, A, a A3A, st rovnobezné, o nie je mozné. Ak n = 5, sucet vel'kosti Styroch ¢ervenych uhlov
je mens$i nez 180°, teda priese¢nik priamok 4,4, a A3A, lezi na ,zbiehajucich sa“ polpriamkach 4,4, a A4A;
(ako na obrazku).
Podla dvoch zhodnych ¢ervenych uhlov pri vrchole A, je polpriamka A,A, osou uhla A3A4,A4, a preto bod A5
(obraz Az v osovej simernosti podla A,A,) lezi na polpriamke A,A4, a to vnutri tusecky A44;. Skutocne, poza-
dovana nerovnost |A34,| < |A1A4] plynie z toho, Ze v trojuholniku A; A;A, vdaka nd$mu predpokladun > 5

plati
80° 180° 3-180°
<(n-3)- =180° —

<AL A A3| =
|€A4A1 45| n n

= [%A;A34,].

Podobne teraz zo zhodnosti uhlov pri vrchole A; plynie, Ze bod A5 (obraz A% v osovej simernosti podla A;43)
lezi na polpriamke A, A,. KedZe toto plati v kazdom pripade n = 5, je naSou ulohou zistit, kedy bod A% leZi aj na
polpriamke A,A5 CiZe kedy je uhol A3A3A, priamy.



[
A 3

Z rovnoramenného trojuholnika A; A5 A, mame |<IA'3A3A4| =90° — ﬂ, a preto
n

3-180° 180° 360°
|%A, 4545 = |24, 434, — |2A3A34,| = 180" — ——— | = (90° - =90° — ——.

Uréeny uhol A; A3 A% je vSak zhodny so simerne zdruZzenym uhlom A, A3 A3, takze uhol A5A43A% ma dvojnasobnt
velkost. Mame tak vSetko pripravené na pozadované vyjadrenie uhla A5A3A,:

|€A5AsA,| = |2A5As AL + |€ALAsAL| = 2 - | €A1 Az AL | + | <AL A34,] =

< 360°> ( 180°) 5-180° (3n-—10)-180°
=2-{90° - +190° — =3-90°— = .
n n n

2n

Posledny vyraz ma zrejme pozadovanu hodnotu 180°, prave ked' plati 3n — 10 = 2n ¢ize n = 10. Teda iba pri
tomto n lezi bod A% na oboch priamkach 4,4, a A3A,.

Jedina vyhovujtica hodnota n je teda 10.

RieSenie 2:

V prvej Casti rieSenia budeme predpokladat, Ze bod A3 splyva s priese¢nikom priamok A, A4, a A3 4,4, a ukdZeme,
ze potomn = 10.

Najprv sa ako v prvom rieSeni zd6vodni, Ze n = 5 (inak zmieneny priese¢nik neexistuje), Ze A5 lezi na polpriamke
A4A; a Ze prieseénik A3 priamok A{A, a A3A, je aj priese¢nikom polpriamok A, A4, a A,A5. UvaZujme e$te bod
A, ktory je obrazom bodu A, v simernosti s osou A; A3, takze lezi na polpriamke A;A,. Je mozné dokazat, ze
body A5, A,, A3, A3, A5 st vrcholy pravidelného patuholnika. Nam vSak bude stacit’ ukazat, Ze ide o patuholnik
s piatimi navzajom zhodnymi vnitornymi uhlami. (Taky patuholnik je zrejme pravidelny, ak mu je moZné opisat
kruZnicu. V nasej situdcii je jej existencia zrejma z obrazku. Skuto¢ne, pre priese¢nik P pouZitych osi A, A4, A143
totiz plati |PAs| = |PA4| = |PA%| a|PA,| = |PAj|; zo simernosti nasho n-uholnika plynie aj |[PA,| = |PAs],
takze P je stred pozadovanej kruznice.)

Teraz podrobne vysvetlime, ako je nasa situacia ,symetricka“ KedZe uhly A;A3A, a A3A;A, sd zhodné, tetivy
A1A, a A, A5 KruZnice opisanej naSmu n-uholniku si rovnobezné. Osi oboch tetiv su teda tiez rovnobeZné a obe
prechadzaju stredom tejto kruznice, takze su totozné. Tato spoloc¢na os, ktord oznacime o, je teda osou simer-
nosti rovnoramenného lichobeznika A; A, A3 A,, takZe na nej leZi aj priese¢nik A% polpriamok A, A, a A3A4. Podla
osi 0 st navy$e sumerne zdruZené aj body A} a A% (plynie to z ich konstrukcie). Vdaka tomu st body A5 a A%
sumerne zdruzené podla priamky A, A,. Skuto¢ne, kedZe priamka A, 45 je os Gsecky A5 A3, po uplatneni simer-
nosti s osou o dostaneme to isté pre obraz priamky A, A; a obraz tisecky A5 A3, ktorymi si priamka A, 4, a tisecka
AL A,

Vsimnime si teraz, Ze vzdialenost bodu A, od osi o je mensi nez dizka usecky A,A%, ktord je zhodna s tse¢kou
ALAY%. Preto bod A} polpriamky A,A; leZi v rovnakej polrovine s hranicou o ako bod A; (a symetricky bod 45



v rovnakej polrovine ako bod A,). Tym sme dokazali, Ze A5A,A5A3 A5 je skutocne patuholnik (ktorého hranica
sama seba nepretina).

Napokon ukdZeme, Ze vSetky vnutorné uhly tohto patuholnika st zhodné. Zhodnost uhlov pri vrcholoch A, a 45
plynie zo simernosti s osou 4; 4;. Z tej istej simernosti plynie aj zhodnost uhlov pri vrcholoch A% a A5. Podobne
zo simernosti s osou A, A, ziskame zhodnost uhlov ako pri vrcholoch A3 a A, tak pri vrcholoch A% a A}. Tym je
dokazané, Ze vsetkych pat uhlov ma rovnaku vel'kost.

KedZe sucet vnutornych uhlovI'ubovolného patuholnika je 3-180°, maji vSetky vnutorné uhly nasho patuholnika
vel'kost' 3-180°/5 = 3:36° = 108°. PouZime to pre uhol A, A% A5 ¢ize uhol A;A5A,. Mame tak 108°+4-180°/n =
180°, z ¢oho 180°/n = 18°, a tedan = 10, ako sme slubili ukazat.

V druhej Casti rieSenia dokazeme, Ze hodnota 10 skuto¢ne vyhovuje. V pravidelnom desatuholniku 444, ... A
oznac¢ime pismenom B priesec¢nik polpriamok A; 4, a A,A3 a uvazime bod A} zo zadania Glohy (obraz bodu A
v sumernosti s osou A,4,).

Pretoze velkost Cervenou oznacenych uhlov je % ¢ize 18°, z trojuholnika A;BA, dostavame |4 BA,| =
180° — 4 - 18° = 108°. Z rovnoramenného trojuholnika A5A;A, potom |<IA4A’3A3| = %(180° —2-18°%) = 72"
Vel'kost susedného uhla 43454, je teda 108°. Preto st trojuholniky A3;A;A% a A3 A, B podla vety uu podobné,
a teda (vdaka spolo¢nej strane A;A3) zhodné. Odtial' uz plynie, Ze body B a A% su siimerne zdruZené podla
priamky A; Az, a preto B = A3, ako sme chceli dokazat.

RieSenie 3:

Najprv sa ako v prvom rieSenf ukaze, Ze n # 4 a Ze pre kazdé n také, Ze n = 5, sa polpriamky 4,4, a 4,45
pretinaji. Ozna¢me B ich priesecnik, S stred strany A, A5 a P priese¢nik uhlopriecok A;A; a A,A,.

Os strany A, A5 je osou simernosti pravidelného n-uholnika, dvojice priamok A, A4,, A3A,, resp. A1A3, A,A, su
podla nej simerne zdruzené, body P, S, B tak na tejto osi lezia a uhol PSAj; je pravy.

Je zndme, Ze zloZenie osovych simernosti podla priamok 4,4, a A; A3 je otoCenie okolo ich prieseénika P o dvoj-
nasobok uhla, ktory tieto priamky zvieraji; nech @ = |€A4,PA;|. Ak je bod B obrazom bodu A3 v tomto otoceni,
velkost uhla A;PB je 2a a zo simernosti je vel'kost uhla A, PB tiez 2a. Priamy uhol A,PA, ma tak velkost 5¢,
preto @ = 180°/5 = 36°. Vel'kost uhla PA3S je preto z pravouhlého trojuholnika PSA; rovna 90° — 2« Cize 18°.

Rovnako ako v prvom rieseni si uvedomme, Ze pravidelny n-uholnik ma velkost stredového uhla nad jednou stra-
nou rovnu 360°/n a vel'kost obvodového uhla nad fiou 180°/n. Dostaneme tak 18° = |&PA3S| = |¥A41434,] =
180°/n, odkial' n = 10.

Teraz dokaZeme, Ze tato hodnota skuto¢ne vyhovuje zadaniu. V pravidelnom desatuholniku plati |€A4;434,| =
180°/10 = 18°, z pravouhlého trojuholnika PSA; je velkost zhodnych uhlov BPA; a BPA, rovna 72°, teda
vel'kost uhla A3PA, je 36°. Na to, aby bod B bol obrazom bodu A3 v otoceni so stredom P o uhol 72° (a teda
jeho obrazom v zloZeni osovych simernosti), tak stac¢i dokazat, Ze |[PA;| = |PB|. Velkost vonkajSieho uhla
A,A3B pravidelného desatuholnika je 36°, teda vel'kost uhla PA3;B je 18° + 36° CiZe 54°. Z trojuholnika PA;B
dopocitame, Ze velkost uhla PBAj; je tiez 54°. Tento trojuholnik je tak rovnoramenny so zakladniou BA3, co sme



potrebovali ukazat.

Poznamka:

V prave podanom rieSeni sme sa odvolali na vSeobecny vysledok o zloZeni dvoch simernosti s navzajom rézno-
beznymi osami. Potvrdme teraz jeho dosledok pre nasu situdciu priamo.

Ay Ay

"
A3

Zo zadanej konstrukcie bodov A%, A} pouZitim simernosti s osami A, A,, A; A3 plynie, Ze pre priese¢nik P tychto
osiplati |PAz| = |PA}| = |PA%|, Ze PA, je os uhla A3 PAY aZe PAs je os uhla A3 PA%. Preto pri pouZitom oznadeni
a = |«A4PAs| postupne dostaneme |XA5PA,| = a, |%A5PA;| = 2a a |€A3PA4| = 2a. Bod A% je teda obrazom
bodu A3 v otoceni so stredom P a uhlom 2a, ktory je orientovany rovnako ako orientovany uhol A,PA;. To je
vSetko, ¢o sme v naSom rieSeni potrebovali.

RieSenie 4:

Rovnako ako v prvom rieSeni najskor vylicime pripad n = 4 a v ostatnych pripadoch zdévodnime existenciu
priese¢nika polpriamok A;A, a A4As, ktory teraz oznac¢ime B. Dalej e$te budeme vyuzivat poznatky, Ze bod Aj
leZi na polpriamke A; A, aZe A;A4B je rovnoramenny trojuholnik, ktorého vnutorné uhly pri zakladni A, 4, maju
vel'kost 360°/n.

Mame zistit, pre ktoré n plati rovnost B = Aj. Td je mozné vyjadrit’ aj takto: Bod A% polpriamky A, A, splyva
s tym bodom polpriamky A;A4,, ktory je obrazom bodu B v simernosti s osou A; 43, t. j. ktory ma od bodu 44
vzdialenost |44 B|. Ekvivalentne povedané: Bod A5 lezi na Gisecke A1 A, aplati |4 B| = |A1 44| — |A’3A4|. Posledna
rovnost vSak sama zarucuje, ze |A34,| < |A14,4l, a teda A} je bodom Gsecky A;4,, preto vzhladom na vztah
|A54,| = |A3A,| mdZeme konstatovat: Hladame prave tie n, pre ktoré plati |4, B| = |A;4,| — |A34,].

Nech z = |A;A,| ar = |A1B| = |A4B|. Bod A5 strany A, B lezi na osi uhla A, A4 B, preto plati

|BAz| : [A3A4] = |A1B| : |A144] =7 : 2.

(Plynie to z dvojakého vyjadrenia pomeru obsahov trojuholnikov A;BA; a A{A3A,: raz cez totozné vysKky z vr-
cholu A; a raz cez zhodné vysky z vrcholu A;.) Odtial' vzhladom na vztah |BAs| + |A3A4| = r lahko zistime, Ze
|BAs| = r2/(r + z) a |A3A4,4| = rz/(r + z). Dosad'me to teraz do rovnosti [A;B| = |A;4,] — |A3A,| a dalej ju
ekvivalentne upravujme:

rz

r=z-— ,
r+z

rr+z)=z(r+z)—rz
2 —rz—1r?=0.

. .1z . . P . v 1+V5 A . v
Tato kvadratickd rovnica s nezndmou z a parametrom r ma jediny kladny koren, a to +2—\/_r. Zdoraznime, Ze
posledna rovnost’ je pre kladné r, z ekvivalentna s rovnostou |A;B| = |A1A4| — |A3A,|. T4 preto bude splnenj,
prave ked’ (podla ivodného odseku tohto rieSenia) bude platit’

360°  z V5+1

n  2r 4

Cos

Posledné cislo je vSak zndma hodnota cos 36° (je uvedena aj s odvodenim, zaloZenom na tivahach o pravidel-
nom patuholniku, na stranich 50-54 knihy Goniometrické funkce v elementdrni matematice (https://www.dml.cz
/handle/10338.dmlcz/404326), takZe jedina vyhovujica hodnota n je zrejme rovna 10 (lebo funkcia kosinus je
na intervale [0°,90°] prostd).

Poznamka:

Ukazme, ako je mozné toto rieSenie dokoncit bez pouzitia funkcie kosinus s odkazom na znamu hodnotu cos 36°:
Po odvodeni rovnosti z2 — rz — r? = 0 ju prepi$eme ako z(z — ) = r2. Posledny vztah podla vyznamu dizok
r a z znamena prave to, Ze na usecke A, A, (dlZKy z) existuje bod B’, pre ktory plati |A;B’| = r a zarovei plati
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|A1AL] - |B'A4| |BA,|". UkdZeme, Ze za predpokladu B’ € A,A, je tato rovnost ekvivalentna s rovnostou
|«BA{A4| = |<B'BA,|.

Aq T B’ z—r A,

B

Skutotne, rovnost |A;4,| - |B'A4| = |BA4|2 v tvare |B'A,| : |BA4| = |BA4| : |A;A,| zarucuje podobnost
trojuholnikov B'A,B a BA,A; podlavety sus, kym rovnost |[«BA;A,| = |¥B'BA,|juzarucuje podlavety uu (pozri
obrézok). (Ekvivalencia v$ak tieZ plynie okamzZite z mocnosti bodu A4 ku kruznici opisanej trojuholniku A BB’
a porovnanie jej obvodového uhla BA;A, s usekovym uhlom B'BA,. (S tymito pojmami sa méZete zoznamit
v broztre Kruznice (https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589) z edicie Skola mladych matematikov.)
Hladame preto prave tie celé n, pre ktoré bod B’ polpriamky A;A, uréeny rovnostou |A;B’| = |A;B] leZi na
usecke A1 A, a splina rovnost |<BA;A,| = |&B'BA,|.

KedZe, ako vieme, [«BA{A,| = |¥BA4A,| = 360°/n, plati

360° (n—4)-180°
=

|%A,BA,| = 180° — 2 - -

a z rovnoramenného trojuholnika A; BB' zase vychadza

1 360° (n—2)-180°
|«A;BB'| = = ( 180° — = .
2 n 2n

Odtial predovsetkym lahko zistime, Ze nerovnost |«A4;BA,| = |«A{BB’| (vyjadrujtca fakt, Ze B’ je bod usecky
A,A,) plati, prave ked' n > 6. Pre také n potom mame
(n—4)-180° (n—2)-180° (n—6)-180°

<B'BA,| = |<A{BA,| — |<ABB’'| =
|9B'BA,| = |9A1BA,| — |%A;BB'| - o om

)

360 n-6)-180° .,
takZe dostdvame rovnicu — %

c1ze2——t]n—10

Je dana Sachovnica m X n, ktorej policka st ofarbené ¢iernou a bielou farbou klasickym sposobom tak, Ze lavé
horné poli¢ko je ¢ierne. Tahom rozumieme vzajomni vymenu dvoch riadkov alebo vzijomnii vymenu dvoch
stipcov $achovnice. Skvrnou rozumieme takd neprazdnu mnoZinu &iernych poli¢ok, ktora je tvorena vietkymi
polickami, do ktorych mozno z jedného jej policka prejst po ceste pozostavajucej z ¢iernych policok susediacich
stranou. Napriklad na obrazku je Sachovnica 4 X 4 s prave Styrmi Skvrnami. V zavislosti na kladnych celych ¢islach
m a n urcte, kol'ko najmenej Skvin moze byt na Sachovnici m X n po vykonani kone¢ného poctu tahowv.

(David Hruska)
RieSenie:
Na danej $achovnici ozna¢ime riadky (zhora nadol) aj stipce (zlava doprava), a to v oboch pripadoch striedavo
pismenami A a B. (Motivaciou k takému znaceniu riadkov a stlpcov je jednak pravidlo na urc¢ovanie ¢iernych poli
z konca druhého odseku riesenia, jednak vysledok navodnej tilohy N4.) Nazveme ich ,typ“ riadku, resp. stlpca.
VSimneme si, Ze Cierne policka su prave tie, ktoré su prienikmi riadkov a stlpcov rovnakého typu. Podla neho
budeme hovorit o (¢iernom) policku typu A, resp. B. Typy riadkov, stlpcov a polic¢ok vychodiskovej S8achovnice su
vyznacené na obrazku (rozmery m a n zatial nie st podstatné).
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Zavedené typy riadkov a stipcov s nimi pevne ,spojime® t. j. budeme ich pri popisanych tahoch tieZ premiestiio-
vat. Uvedomme si, Ze Ziadne policko nemeni pri tahoch svoj riadok ani svoj stlpec (mdze v nich iba zmenit
svoje miesto). Preto po l'ubovolnom pocte tahov plati to, ¢o na zaciatku: ¢ierne policka su prave tie, ktoré lezia
v prieniku riadku a stlpca toho istého typu A ¢i B, a aj ony su takéhoto typu.

Iste uhadneme, ako na Sachovnici dosiahnut' ,, maly“ pocet Skvin: najprv vzajomnymi vymenami riadkov dosiah-
neme to, aby vSetky riadky typu A boli nad riadkami typu B (obrazok vlavo) a potom zariadime, aby vsetky
stlpce typu A boli pred stlpcami typu B (obrazok vpravo). Do oboch obrazkov sme vyznacili rozmiestnenie aj
typ vSetkych ¢iernych poli¢ok - vyuZili sme na to vyhodne vysSie zdévodnené pravidlo.

A B ABABA AZBA A AAAABUBBB

AlA A A A A AJA|A[A|A|A
AlA A A A A AJA|A[A|A|A
AlA A A A A A|lA|A[A|A|A
B B B B B B B(B|B|B
B B B B B B B(B|B|B
B B B B B B B(B|B|B

Na $achovnici na obrazku vpravo st dve skvrny, vjejlavom hornom rohu a v pravom dolnom rohu. Tak to dopadne
vzdy, ked riadky aj stipce oboch typov existuji. V opaénom pripade, ked m = 1 alebon = 1, bude po nasich
tahoch vysledna Skvrna iba jedna; menej to vSak byt nemdZe (Cierne policko zo zadania tlohy je vZdy prvkom
nejakej Skvrny), takze tento pripad je vyrieSeny.

Zaoberajme sa teraz pripadom, ked' nam skusmo vysli Skvrny dve, t. j. pripadom, ked m > 1an > 1. Preco
vtedy nie je mozné nikdy dojst k jedinej Skvrne na celej Sachovnici? Plati totiZ vSeobecne to, ¢o vidime na oboch
obrazkoch: V kaZdej Skvrne, ktord kedy vznikne, st vSetky policka toho istého typu A ¢i B. Toto tvrdenie dokazeme
sporom: Pripustme, Ze po urcitom pocte tahov vznikne na Sachovnici nejaka skvrna, ktora obsahuje ako policko
typu A, tak policko typu B. Potom na ceste vytvorenej z ¢iernych policok, ktora také dve policka spdja, iste ndjdeme
dve stranou susediace policka také, Ze jedno je typu A a druhé typu B. Ich r6zny typ vSak znamenj, Ze neleZia ani
v rovnakom riadku (ten by musel byt typu A aj typu B) ani v rovnakom stipci (podobne). To je vak v spore s tym,
Ze ide o dve policka so spolo¢nou stranou.

Zhrnutim dostadvame, Ze v pripade, ked m = 1 alebo n = 1, je hladany minimalny pocet Skvin 1 a v opacnom
pripade je tento pocet 2.




