MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh Skolského kola kategorie B

1 Hovorime, Ze prirodzené ¢islo je strakaté, ak je v jeho dekadickom zapise kazda cifra in4 a vSetky sucty troch
susednych cifier daného ¢isla nadobudaju prave dve rézne hodnoty. (Napriklad ¢islo 162735 nie je strakaté, pre-
toze posudzovanésiucty 1+ 64+2=9,6+2+7=1524+7+3 =12a7+ 3 + 5 = 15 nadobudaju tri rézne

hodnoty.)
a) Uved'te priklad Sestciferného strakatého cisla.
b) Existuje sedemciferné strakaté ¢islo?
(Josef Tkadlec, Martin Melicher)
Riesenie:
a) Sestciferné strakaté &islo je napriklad 573482, lebo si¢ty 5+ 7 + 3,7+ 3 + 4,3 + 4 + 8,4 + 8 + 2 maju

B)

prave dve rozne hodnoty 14 a 15.

Dokazeme, Ze Ziadne sedemciferné strakaté ¢islo neexistuje.

Dokaz urobime sporom. Predpokladajme, Ze také ¢islo existuje, vyberme jedno z nich a jeho sedem navza-
jom réznych cifier ozna¢me zlava dopravaa, b, ¢, d, e, f, g.

VSimnime si, Ze sucet prvej trojice je a + b + c a sucet druhej trojice je b + ¢ + d. Keby sa tieto dva sucty
rovnali, muselo by platit a = d, ¢o odporuje tomu, Ze kazda zastipena cifra je ina. Sicet prvej trojice je teda
rézny od suctu druhej trojice.

Z rovnakého doévodu musia byt rozne sucty Cisel aj v kazdych dvoch dalsich susednych trojiciach (lebo maju
vzdy dve Cisla spolocné).

KedZe vybrané cislo je strakaté a uz sucty prvych dvoch trojic, ozna¢me ich postupne S a R, st navzajom
rozne, musi podla zaveru predchadzajiiceho odseku platit: sucet tretej trojice je S (susedna druha trojica
ma totiz sticet R), a tak sucet Stvrtej trojice je zasa R, a teda sucet piatej trojice je znova S.

Potom plati:

S—R=(+f+g)—(a+b+c)=a—d,
S—R=(+f+g)—(d+e+f)=g—d.

Porovnanim dostdvame a — d = g — d, z ¢oho a = g, napriek tomu, Ze a a g su navzajom rozne cifry. To je
spor, ktorym je existencia sedemciferného strakatého cisla vyvratena.

Poznamka:

a)

Aj ked’ sa da na Sestciferné strakaté cislo prist skusmo, opiSme sposob, ako do jeho hladania vniest urcity
systém. Ak si uvedomime, Ze sucty trojic susednych cifier musia nadobtdat striedavo dve rézne hodnoty,
dojdeme k zaveru, Ze cifry Sestciferného strakatého ¢isla musia byt zlava doprava tvarua, b, c,a + x, b — x,
¢ + x, kde x # 0. Podmienka x # 0 pre tvar a + x Stvrtej cifry musi byt splnena, aby sa tato Stvrta cifra
nerovnala prvej cifre a. Tvar piatej cifry b — x je potom rieSenim y rovnicec+ (a+x) +y =a+b +c, tvar
Siestej cifry ¢ + x potom rieSenim z rovnice (a +x) + (b —x)+z=b +c+ (a + x).

Zdoraznime, Ze sme nasli nutné vyjadrenie (a, b, ¢, a+x, b—x, c+x) cifier kazdého Sestciferného strakatého
Cisla. Potrebujeme vSak este, aby taka Sestica neobsahovala dve rovnaké cifry. Ak napriklada = 1ax =1,
dostaneme Sesticu (1,b,¢,2,b — 1,c + 1) a vidime, Ze b musi byt aspon 4. V pripade b = 4 dostaneme
Sesticu (1,4,c¢,2,3,c + 1), ktord bude zrejme vyhovovat pre l'ubovolné c z {5, 6, 7, 8}. Tak v pripade c = 5
ziskame strakaté ¢islo 145236.

Dodajme este, Ze Sestciferné Cislo abcdef s navzajom rdznymi ciframi je strakaté prave vtedy, ked’ plati
a—d=e—b=c—f #0.50to totiZ zjednoduSene zapisané rovnosti

(a+b+c)—(b+c+d)y=(c+d+e)—(b+c+d)=(c+d+e)—(d+e+f),

ktoré vyjadruju prave to, Ze sucty trojic susednych cifier nadobtidaju striedavo dve hodnoty, ktoré st rozne
vdaka a # d.



b) Po odvodeni sustavy rovnosti v podanom rieSeni
S=a+b+c=c+d+e=e+f+g,
R=b+c+d=R=d+e+f
mozeme tieZ dojst ku sporu inymi algebraickymi manipuldciami, akymi st napriklad porovnavanie r6znych

vyjadreni hodnoét S alebo R. Nebudeme ich tu uvadzat, namiesto toho objasnime, preco kratke odvodenie
spornej rovnosti a = g v podanom riesenti nie je také trikové, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat.

Ak budeme hladat ¢o najjednoduchsie désledky tejto sistavy rovnosti, nemdézeme opomenut moznost
odcitat’ od seba sucty susednych trojic (d6jde totiZ ku zruSeniu dvoch s¢itancov v kazdej trojici). Dostaneme
tak $tyri rozne vyjadrenia toho istého rozdielu S — R, a to

S—R=a—-d=e—-b=c—-f=g-—d.

Tak objavime sporntrovnost a —d = g — d Cizea = g.
Alebo inak: Ak vieme z casti a) tejto poznamky, Ze prvych Sest cifier sedemciferného strakatého cisla je
nutne tvaru a, b, ¢, a + x, b — x, ¢ + x, musi byt siedma cifra opat a, aby sa sucet piatej, Siestej a siedmej
cifryrovnala + b + c.
Pokyny:
V netplnych rieSeniach ocerite ¢iastkové kroky nasledovne.
A Uvedenie prikladu Sestciferného strakatého cisla (aj bez zdévodnenia): 2 body, z toho 1 bod, ak sa priklad

nepodari najst, avsak je dosiahnuta nejaka parametrizacia Sestice cifier podobne ako v Casti a) poznamky,
alebo st odvodené tamojsie rovnostia —d =e—b =c — f.

B1 Negativna odpoved’ na otazku b): 0 bodov.
B2 VolI'ba metédy dokazu sporom: 0 bodov.
B3 Zddévodnenie, Ze susedné trojice maju rozne sucty: 1 bod.

B4 Zddvodnenie, Ze rovnaké sticty maju prva, tretia a piata trojica a tiez druhad a stvrta trojica: 1 bod.

Celkom potom dajte sticet bodov z A, B3 a B4.

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC s najdlhSou stranou BC. Vnutri jeho stran AB a AC leZia postupne body D a E
tak, Zze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Uvazujme dalej body F a G tak, Ze ABCF a ACBG st rovnobezniky. Dokazte,
7e |FD| = |GE].

(Patrik Bak)
Riesenie 1:
Uvazujme eSte bod H taky, ze CABH je rovnobezZnik. Tvrdenie ulohy ziskame ako zrejmy désledok dvoch ana-
logickych rovnosti |HA| = |GE| a|HA| = |FD|. Na dékaz prvej z nich vyuZijeme obrazok bez vyznac¢eného bodu
D.

G A

E

H

KedZe useCky GB a BH su protilahlymi stranami ku strane AC v rovnobeznikoch GBCA, resp. BHCA, su usecky
GB, AC a BH zhodné a rovnobezné. Bod B je teda stredom usecky GH, a navyse plati GH || AC,atedaajGH | AE.
KedZe ABE je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AE, lezi jeho hlavny vrchol B na osi zdkladne AE. Tato
os je vSak aj osou usecky GH (je na iiu totiZ kolma a prechadza jej stredom). Podla tejto spolo¢nej osi je teda
sumerny lichobeznik GHE A, ktory je preto rovnoramenny. KedZe uhlopriecky rovnoramenného lichobeznika su
zhodné, je avizovana rovnost |HA| = |GE| dokdzana.

RieSenie moZno zakondit aj bez zmienky o rovnoramennom lichobeZniku: Podla spolo¢nej osi Uiseciek AE a GH
su totiz GseCky HA a GE simerne zdruzené, a teda zhodné.



Rovnakym spdsobom sa dokaze, Ze aj tisecky AD a FH maju spolo¢nu os (Cize FADH je rovnoramenny lichobez-
nik) (pozri obrazok), odkial vyplynie druha potrebna rovnost |HA| = |FD|. Tym je podla tvodného odseku celé
rieSenie ukoncené.

RieSenie 2:
Ukazeme, Ze trojuholniky GBE a DCF su zhodné podla vety sus, uplatnenej na dvojice ich stran so spolo¢nym

vrcholom B, resp. C (pozri obrazok). Tak budeme s rieSenim hotovi, lebo zhodnost' tretich stran GE a DF je
prave tym tvrdenim, ktoré mame dokazat.
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Zactneme s dokazom zhodnosti uhlov GBE a DCF. Na to budeme zhodné uhly na obrazku vyznacovat obldc¢ikmi
jednej farby. Najskor porovname vSetky vnutorné uhly rovnoramennych trojuholnikov ADC a EAB. Tie pri ich
zakladniach AD, resp. EA su na obrazku vsetky vyznacené modrou farbou, lebo pre ich vel'kosti plati:

|%CDA| = |<CAD| = |<CAB| = |<EAB| = |<BEA]|.

Z toho vyplyva aj zhodnost' zvy$nych vnitornych uhlov DCA a ABE, vyznacenych na obrazku cervenou. Okrem
nich st tam eSte vyznacené modrou uhly GBA a ACF, ktoré su oba striedavé (a teda zhodné) s uhlom CAB vdaka
tomu, Ze GB || AC a AB || FC. Teraz uZ vidime, Ze plati

|%GBE| = |%GBA| + |<ABE| = |%ACF| + |%ACD| = |<DCF]|,

ako sme mali dokazat.

Ostava dokazat, Ze st zhodné ako strany GB a DC, tak aj strany BE a CF. To je ale jednoduché, lebo |GB| =
|AC| = |DC| (prva rovnost vyplyva z rovnobeZznika GBCA, druha z definicie bodu D) a |BE| = |BA| = |CF| (tu
prva rovnost vyplyva z definicie bodu E a druha z rovnobeznika ABCF). Tym je dokaz zhodnosti trojuholnikov
GBE a DCF, ktory sme sltbili v ivodnom odseku, ukonceny.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastkové kroky nasledovne.
A1 Prikreslenie tretieho rovnobeznika CABH: 1 bod.

A2 Konstatovanie, Ze GHEA a HF AD sd rovnoramenné lichobezniky (alebo Stvoruholniky so simerne zdruZze-
nymi uhloprieckami): bez dokazu 2 body, s dokazom 4 body.

B1 Hypotéza AGBE = ADCF (dalej iba ,hypotéza“): 0 bodov.

B2 Zdévodnené rovnosti |GB| = |DC| a|GB| = |CF| (bez hypotézy): 0 bodov.

B3 Zddévodnena zhodnost uhlov GBE a DCF (bez hypotézy): 0 bodov.

B4 Hypotéza a zd6vodnené rovnosti |GB| = |DC| a |GB| = |CF|: 2 body, z toho 1 bod za jednu rovnost.
B5 Hypotéza a zdévodnena zhodnost uhlov GBE a DCF: 3 body.

Celkom potom dajte maximalny pocet bodov z A1, A2 a zo suctu bodov z B4 a B5.

Pravouhly trojuholnik ma celo¢iselné dizky stran. Jeho obvod je druha mocnina prirodzeného &isla. TieZ vieme,
zZe jedna jeho odvesna ma dlzku rovnud druhej mocnine prvocisla. Urcte vSetky mozné hodnoty tejto dlzky.



(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Hladame vsetky prvoéisla p, pre ktoré existuje opisany trojuholnik s dizkou jednej odvesny p2. Dizku jeho druhej
odvesny ozna¢me b a dizku prepony c. Potom podla Pytagorovej vety plati rovnost c? = p* + b?, ktord upravime
na sucinovy tvar

p* =c?2—b%=(c+b)(c—D).

KedZe ¢ > b > 0 (prepona je dlhsia ako odvesna), stoji na pravej strane tejto rovnosti sii¢in dvoch prirodzenych
¢isel c + bac — b, pricom ¢ + b > ¢ — b. Cislo p* z lavej strany véak moZno rozlozit' na sti¢in dvoch réznych
prirodzenych ¢isel prave dvoma spdsobmi (ked' vacsi Cinitel zapiseme ako prvy): p* - 1 ap3 - p. Teda sicetc + b
je rovny bud’ p*, alebo p3. V prvom pripade je obvod nasho trojuholnika p? + p*, v druhom pripade je p? + p3.
Podla zadania je obvod druhou mocninou prirodzeného ¢&isla. Keby taka bola hodnota p? + p* = p?(p? + 1),
potom vzhladom na ¢initel' p? by musel byt druhou mocninou aj o jednotku va¢si ¢initel p? + 1, €o je zjavne
nemozné - je to &islo o 2p mensie ako kvadrat (p + 1)2, ktory po kvadrate p? nasleduje.

Musf teda nastat druhy pripad, ked' je druhou mocninou hodnota p? + p3 ¢ize p?(p + 1). To nastane prave vtedy,
ked bude druhou mocninou ¢initel' p + 1, Z rovnosti p + 1 = k? pre celé k mame p = (k — 1)(k + 1), odkial
vzhladomna0 < k—1 < k+1vyplyvak—1=1ak+1=p,t.jk =2ap = 3.Potomc + b = p3 = 27
ac—b=p=3,odkial c=15ab = 12.

Trojuholnik so stranami diZok 15, 12 a 32 &iZe 9 je naozaj pravouhly a jeho obvod 36 je druhou mocninou &isla 6.
Dizka odvesny rovnej druhej mocnine prvocisla ma jedinti mozni hodnotu, a to 9.

Riesenie 2:

Zachovajme oznacenie p, b, c a stru¢ne opi$me iné, trochu komplikovanejsie rieenie. Tentoraz rovnost p* +b? =
c? upravime na suc¢inovy tvar b?> = (¢ + p?)(c — p?). Zdéraznime, Ze tu (nie nutne nestdelitelné) &isla ¢ + p?
a ¢ —p? nemusia byt kvadraty (aj ked ich sucin taky je). Ak viak uvaZime ich najvacsi spolo¢ny delitel’ d, budeme
mat ¢ +p? = du? ac — p? = dv? pre nejaké nestdelitelné prirodzené ¢isla u a v, prifom u > v. Z toho b = duv
a obvod je du(u + v), Teraz z rovnosti

2p% = (c+p?) — (c — p?) = du? — dv? = d(u? — v?)

vidime, Ze d je delitel ¢isla 2p?, ktory je pritom mensi ako p?, lebo u? — v? > 2. Mdme tak d € {1, 2, p, 2p}. Tieto
hodnoty moZno jednotlivo postdit dosadenim do rovnosti 2p? = d(u + v)(u — v). Z nej potom vZdy uréime
Ciniteleu + vau — v.

(Pre hodnoty d = 1 ad = 2 si pritom vypomdZeme poznatkom, Ze vdaka nesudelitelnosti ¢isel u, v mézu mat
¢isla u + v, u — v jediného spolo¢ného delitela vacSieho ako 1, a to ¢islo 2. ZapiSme to tu iba pre pripad d = 2p
(ktory jediny nevedie k sporu): Vtedy dostaneme (u + v)(u —v) = p,takZieu —v = lau + v = p. Z toho
dostavame, Ze obvod nasho trojuholnika je p?(p + 1) a postup dokon¢ime rovnako ako v prvom riesent.

Pokyny:
V neuplnych rieSeniach ocerite ¢iastkové kroky nasledovne.
A1 Odvodenie rovnice p* = (¢ + b)(c — b) (v sti¢inovom tvare!): 1 bod.
A2 Odvodenie zaveru, Ze b + ¢ € {p*,p3}: 1 bod.
A3 Vylucenie pripadu b + ¢ = p*: 1 bod.
A4 Odvodenie, Ze v pripade b + ¢ = p3 plati p = 3: 2 body.
A5 Overenie, Ze hodnota p = 3 (hoci aj uhadnuta) vyhovuje: 1 bod.
B1 Odvodenie rovnice b? = (¢ + p?)(c — p?): 0 bodov.
B2 Pozorovanie, Ze najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢initelov ¢ + p?, ¢ — p? (z rovnice v B1) je delitel ¢isla 2p?, t. j.
jedna z hodnét 1, 2, p, 2p, p2, 2p?: 1 bod.
B3 Vylucenie hodnot 1, 2, p, p2, 2p? z bodu B2: 3 body

B4 VyrieSenie pripadu s hodnotou 2p z bodu B2 (vratane skdsky): 2 body
Celkom potom dajte vacsi zo suctov bodov z A1, A2, A3, A4, A5 az B2, B3, B4.

Riesenie, ktoré neobsahuje pozadovany zaver, e teda jedina moZn4 dizka doty¢nej odvesny je 9, moze byt ohod-
notené nanajvys 5 bodmi.

Tvrdenie, Ze dve po sebe nasledujice kladné prirodzené c¢isla nemézu byt obe druhymi mocninami, nemusia
rieSitelia v rieSeniach dokazovat.




