MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Riesenia uloh domaceho kola kategorie C

1 V skolskej zahrade hra skupina Ziakov hru zvant molekuly. Ucitel’ im najprv prikazal, aby sa rozdelili do trojic.
Jeden ziak zvysil, a tak z dalSej hry vypadol. Zvysni zZiaci sa potom mali rozdelit do $tvoric. Opat jeden Ziak zvysil
a vypadol. Potom sa zvys$ni ziaci mali rozdelit do patic, zase jeden Ziak zvysil a vypadol. Ucitel teraz kaze, aby
sa zvySni Ziaci rozdelili do Sestic. DokaZte, Ze opat jeden Ziak zvysi.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Oznaéme n celkovy pocet Ziakov v zdhrade. Podla zadania vieme, Ze ked' sa Ziaci rozdelili do trojic, tak jeden
zvysil. Matematicky to znamen3a, ze 3 | n — 1.
Dalej vieme, Ze po rozdeleni zvy$nych n — 1 Ziakov do $tvoric opat jeden zvysil, takze 4 | (n — 1) — 1 =n — 2.
Podobne dostaneme a zapiSeme aj tretiu zadand podmienku 5 | n — 3.
Nasim cielom je dokazat, Ze za tychto podmienok plati 6 | n — 4. Na to stac¢i dat dohromady vysledky dvoch
pozorovani:
e PretoZe ¢islon — 1 je delitelné tromi, je delitelné tromi aj ¢islo (n — 1) — 3 ¢ize n — 4.
¢ PretoZe ¢islon — 2 je delitelné Styrmi, je parne, a tak aj ¢islo (n — 2) — 2 ¢ize n — 4 je parne.
Vidime, Ze Cislo n — 4 je delitelné dvomi aj tromi, a tak je delitelné Siestimi, t. j. plati 6 | n — 4, ako sme mali
dokazat.
Poznamka:
VSimnime si, Ze v naSom rieSeni sme nevyuzili podmienku 5 | n — 3. Ani delitelnost Styrmi z podmienky 4 | n—2
sme nevyuZili naplno - vystacili sme s jej désledkom 2 | n — 2. Kvéli zaujimavosti teraz odvodme vSetky moZné
pocty ziakov v zahrade, teda tie prirodzené Cisla n, ktoré splnaji podmienky 3 | n—1,4|n—2a5|n—3.
Podmienka 3 | n — 1 znamend, Ze n = 3k + 1 pre niektoré celé ¢islo k. Dosadenim do podmienky 4 | n — 2

dostaneme 4 | 3k — 1, ¢o vdaka 4 | 4k nastane prave vtedy, ked’ 4 | 4k — (3k — 1) = k + 1. To znamena, Ze
k = 4l + 3 pre niektoré celé Cislo [, takze

n=3k+1=304l+3)+1=12l+10.

Napokon dosadenim do podmienky 5 | n — 3 dostaneme 5 | 121 + 7, ¢o vdaka 5 | 10! + 5 zjednoduSime na
5] (121+7)— (10l +5) = 2(l + 1). KedZe ¢isla 2 a 5 st nesudelitelné, po dalSom zjednoduSeni mame 5 | [ + 1,
preto [ = 5m + 4 pre nejaké celé ¢islo m. Vychadza tak

n=121+10 =12(5m+ 4) + 10 = 60m + 58.
Aj ked sme postupovali tak, Ze ski$ka najdenych n nie je nutnd, presvedéme sa, Ze ¢islo 60m + 58 spiiia pod-
mienky 3 | n—1,4 | n—2a5 | n— 3 pre kazdé celé m. Plynie to z vyjadrenin — 1 = 3(20m + 19),
n—2 = 4(15m+ 14)an — 3 = 5(12m + 11). Dodajme, Ze aby bolo c¢islo 60m + 58 kladné, ¢islo m musi
byt nezaporné.

Dosli sme k zaveru, Ze mozné pocty ziakov v zahrade su Cisla 60m + 58, kde m je nezaporné celé cislo. Najrealis-
tickejsi je asi ten najmensi mozny pocet 58.

2 Urcte vSetky Stvorice roznych dvojmiestnych prirodzenych ¢isel, pre ktoré zaroven plati:

(i) Sucet tych cisel z danej Stvorice, ktoré obsahuju Cislicu 2, je 80.

(i) Sucet tych cisel z danej Stvorice, ktoré obsahuju ¢islicu 3, je 90.
(iii) Sucet tych ¢isel z danej Stvorice, ktoré obsahuju ¢islicu 5, je 60.

(Jaroslav Zhouf)

RieSenie:
Uvazujme lubovolnu vyhovujicu Stvoricu. VSimnime si predovSetkym, Ze Ziadny z troch popisanych stctov ne-
mozeme dostat ako ,sucet” jediného cisla, lebo ¢islo 80 neobsahuje Cislicu 2, ¢islo 90 neobsahuje ¢islicu 3 a ¢islo
60 neobsahuje Cislicu 5.

Podla zadania maju ¢isla obsahujuce ¢islicu 5 sucet 60. UZ sme zd6vodnili, Ze je to sticet asponl dvoch ¢isel. Viac
nez dve cisla to vsak byt nemozu, pretoZe plati:



« Ziadne z nich neméZe mat ¢islicu 5 na mieste desiatok, inak by sme mali stcet asporti 50 + 15, o je viac neZ
60.

¢ Keby naopak mali vSetky scitané ¢isla ¢islicu 5 na mieste jednotiek, ich sticet by musel byt aspoii 15 + 25 + 35,
Co je tiez viac nez 60.

Tym padom sucet 60 vznikol ako sucet prave dvoch cisel, pricom obe maju ¢islicu 5 na mieste jednotiek. Tieto

dve cisla sd teda zrejme bud’ 15 a 45, alebo 25 a 35. UkdZeme, Ze prva moZznost je vylicena.

Pripustme teda, Ze v nasej $tvorici st (prvé dve) ¢isla 15 a 45. Ziadne z nich neobsahuje é&islicu 2, preto poza-
dovany sucet 80 maju prave zvysné dve ¢isla. Podobne pre ¢islicu 3 ustidime, Ze sticet dvoch zostavajucich cisel
musi byt nie 80, ale 90. Ziskany spor ukazuje, Ze vo Stvorici st druhé dve ¢isla 25 a 35.

VSimnime si teraz, Ze pre cisla 25 a 35 nasSe stucty 80 ani 90 nie st sictami prave dvoch ¢isel, pretoZe druhé
s¢itance by museli byt 80 — 25, resp. 90 — 35, t.j. v oboch pripadoch 55. Potom by vSak nesedel sticet 60 vSetkych
Cisel s ¢islicou 5 (ktory je, ako uz vieme, dosiahnuty ako 25 + 35).

Tym padom je sticet 80 rovnako ako sticet 90 nutne sti¢tom troch ¢isel z nasej Stvorice - Styri ¢isla to nemézu byt
pre zastipené ¢isla 25 a 35. Zostavajtca dve ¢isla obsahuju teda obe ako ¢islicu 2, tak ¢islicu 3. Nutne preto ide
o Cisla 23 a 32, takZe nasa Stvorica musi byt zloZena z cisel 25, 35, 23, 32. Treba vsak este overit, Ze tato Stvorica
ma pozadované sucty 80 a 90 (o sucte 60 to uz vieme). Skutocne, plati 25 + 23 + 32 =80a 35 + 23 + 32 = 90.

Poznamka:

Obmenou nasho postupu rieSenia ukazeme, Ze Stvorica vyhovujica zadaniu ulohy zostane jeding, aj ked nebu-
deme vyZadovat, aby bola tvorena navzajom réznymi ¢islami.

Predpoklad o roznosti ¢isel sme prvykrat vyuzili pri rieSeni otazky, i ¢islo 60 moze byt vyjadrené ako stucet troch
alebo Styroch ¢isel s ¢islicou 5 na mieste jednotiek. To sa lahko vylucdi aj v pripade, ked' ¢isla nie sd nutne rézne.
Skutocne, sucet troch Cisel konciacich sa ¢islicou 5 sa tiez konci ¢islicou 5, stucet Styroch takych Cisel je rovny 60,
len ked' ide o ¢isla 15, 15, 15, 15. Taka stvorica vsak zadaniu nevyhovuje.

Druhykrat (a naposledy) sme predpoklad o roznosti ¢isel vyuzili pri dékaze tvrdenia, Ze ¢isla 25, 35 musia byt
doplnené o Cisla 23, 32. Vo vSeobecnejsej situdcii je nutné vylacit, Ze doplitujtce Cisla su 23, 23 alebo 32, 32. To
je vsak zrejmé.

Vnutri strany BC trojuholnika ABC st dané body D, E tak, ze |BD| = |DE| = |EC|, vnutri strany AC body F, G
tak, Zze |AG| = |GF| = |FC|. Uvazujme trojuholnik ohrani¢eny tseckami AE, GD, BF. Dokazte, Ze pomer obsahu
tohto trojuholnika a obsahu trojuholnika ABC ma jedini moznu hodnotu, a urcte ju.

(Jaroslav Zhouf)
Riesenie:
Nech ¢ = |AB| av = |C, AB|. Vrcholy vymedzeného trojuholnika ozna¢me P, Q, R ako na obrazku.
Trojuholniky ABC a FEC so spolo¢nym uhlom pri vrchole C st podobné podla vety sus s koeficientom podobnosti
|CF|/|CA|¢ize |CE| / |CB| rovnym 1/3,takze plati EF || AB,|EF| = |AB| /3 =c/3a|C,EF| =|C,AB| /3 =v/3.
Z posledného vztahu plynie, Ze vzdialenost rovnobeziek AB a EF je rovna 2v/3.
Podobne z podobnosti trojuholnikov ABC a GDC s koeficientom |CG| / |CA| ¢ize |CD| / |CB| rovnym 2/3 vyplyva,

72e DG | ABa|GD| = 2-|AB| /3 = 2c/3. Dokédzana rovnobeZnost troch tsetiek AB, DG a EF znamena zhodnost
uhlov, ktoré st na obrazku vyznacené rovnakymi farbami.

Vidime, Ze trojuholniky PAB a PEF st podobné podla vety uu, a to s koeficientom podobnosti |EF| / |AB| rovhym
|P,EF| 1 iy
pap| = 3 Pricom

(ako uz vieme) 1/3. Tym padom plati

2v
|P,EF| + |P,AB| = |E,AB| = 3



Odtial lahko vychadza |P, EF| = v/6 (a tiez |P, AB| = v/2, ¢o vyuZijeme aZ v poznamke za rieSenim).
VSimnime siteraz, Ze bod G je stred tisecky AF.KedZe GQ |l EF, GQ je strednd priecka trojuholnika AEF. Podobne
RD je stredna priecka trojuholnika BEF. Z toho dostavame

1RI = 16D - 601 — [RD| = 16D] — 0 - PV j6p) —jpry = 26 £ 2 & g

QR = ¢ Bl 2 2 3 3 3 '

Trojuholniky PQR a PEF su tak zhodné podla vety usu. Hladany obsah PQR je preto rovny obsahu PEF, ktory
uz lahko urcéime:
S(PEF) = = - |EF| - |P,EF| = = - & 2 = L. &
(PEF) =5 2 3 60 18 2
Hladany pomer obsahov trojuholnikov PQR a ABC je pre lubovolny vychodiskovy trojuholnik ABC rovnaky, a to
1:18.

Poznamka:

1
= 15 ' S(BO).

Pouzitie vety usu v dokaze zhodnosti trojuholnikov PQR a PEF je mozné nahradit' konStatovanim, Ze QREF je
rovnobeZnik, lebo jeho protilahlé strany QR a EF st rovnobeZné a zhodné.

Ukazme, Ze dokonca nie je nutné trojuholnik PEF vébec uvazovat. Namiesto toho je mozné po vypocte |QR| =
¢/3 este priamo vypocitat |P, QR| = v/6. Na to staci vyuZit podobnost trojuholnikov PAB a PQR s koeficientom
|QR| / |AB]| rovnym 1/3. Podla nej totiz mame |P, QR| = |P,AB| /3 = v/6, lebo hodnotu |P, AB| ¢iZe v/2 sme uZ
v rieSeni urdili.

Tabulka 10 x 10 je vyplpené ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet Cisel vkazdom riadku az na jeden je rovny nule a zaroven
sucet cisel v kazdom stlpci az na jeden je rovny nule. Urcte najvacsi mozny sucet vSetkych cisel v tabul'ke.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Ak scitame vSetky ¢isla uvazovanej tabul’ky po riadkoch, déjdeme k zaveru, Ze celkovy stcet je rovny suctu cisel

v tom vynimoc¢nom riadku, kde sa nerovna nule. Tento stcet je najviac 10, pricom sa rovna 10, ak st v doty¢nom
riadku samé jednotky. (K rovnakému zaveru déjdeme aj pri scitani vSetkych cisel tabul’ky po stlpcoch.)

Ak teraz uvedieme priklad vyplnenej tabulky 10 x 10, ktora spiiia zadanie a v ktorej je sucet vietkych &isel
skutocne rovny 10, budeme s rieSenim tlohy hotovi. Vieme, Ze v takej tabulke musia byt v jednom riadku aj
v jednom stipci samé jednotky. Umiestnime ich do prvého stipca zlava a do posledného riadku zhora. Potom je
nasou dlohou vyplnit zvySny Stvorec 9 X 9 (v pravom hornom rohu tabul’ky) ¢islami 1 a —1 tak, aby v kazdom
jeho riadku aj stipci bolo prave 5-krat ¢islo —1 (a teda 4-krat ¢&islo 1).

Nasledujice obrazky ukazuju dva z moznych spdsobov, ako popisand ulohu splnit. Kvoli prehladnosti nie st
v tabulkdch 10 X 10 uvedené zapisované ¢isla. Namiesto toho su policka s ¢islom 1 biele (ako je to napr. v celom
prvom stipci a v celom poslednom riadku), poli¢ka s ¢islami —1 st vyfarbené.

V lavom obrazku je vyuzita tradi¢nad konstrukcia s ,cyklickym postivanim“ ofarbenej skupiny poli po riadkoch
»Zvysnej“ tabul'ky 9 X 9. Pravy obrazok je tieZ zostaveny nie skusmo, ale pouZitim vSeobecnej meté6dy, ktorej
hovorime matematickd indukcia. (Zakladné poucenie o tejto metéde najdete v brozure Matematickd indukce
(https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/404193) zo Skoly mladych matematikov.) Spdsob postupného vy-
farbovania pochopime, ked' si prezrieme ¢asti1 X 1,3 X 3,5 X 5a 7 X 7 vIavom dolnom rohu doty¢nej tabul'ky
9x09.

Najvacsi mozny sucet vSetkych cisel v tabul'ke je 10.

Je dany rovnostranny trojuholnik ABC a vnutri jeho strany AB bod D. Na polpriamke opacnej k BC zostrojme
bod E taky, Ze |CD| = |DE|. Dokazte, Ze plati |AD| = |BE]|.



(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
Nech ¢ = |XACD]|. PretoZe |<ACB| = 60°, uhol DCE ma velkost 60° — ¢. To je uhol pri zdkladni CE rovnora-
menného trojuholnika CDE, takze plati aj |*CED| = 60° — ¢. Teraz z trojuholnika BDE mame

|%BDE| = 180° — |%DBE| — |<BED| = 180° — 120° — (60° — ¢) = .

Tak sme dokazali, Ze uhly ACD a EDB st zhodné, ako je vyznacené na obrazku.

VSimnime si teraz trojuholniky CAD a DBE. Tie sice nie st zhodné, ale maji nielen zhodné uhly pri vrcholoch C
a D, ale tieZ zhodné strany CD a DE (podla zadania), avSak pre ich uhly pri vrcholech A a B plati |<CAD| = 60°
a |€DBE| = 120°. To nas motivuje k tomu, aby sme na prediZeni strany DB za krajny bod B zostrojili pomocny
bod F tak, aby platilo |FE| = |BE|, ateda |XEFB| = |XEBF| = 60°. Potom totiZ bude trojuholnik CAD zhodny
s trojuholnikom DFE podla vety usu, lebo tieto trojuholniky maji zhodné strany CD a DE, rovnaky uhol ¢ pri
vrcholoch € a D, rovnaky uhol 60° pri vrcholoch 4 a F, a teda aj rovnaky uhol pri tretich vrcholoch D a E, ako ob-
vykla formulacia vety usu vyzaduje.

Zhodnost trojuholnikov CAD a DFE uzrychlo vedie k dokazovanému tvrdeniu. Plynie z nej totiz, ze |AD| = |FE]|,
avSak podla konstrukcie bodu F mame |FE| = |BE|, takze dohromady dostavame |AD| = |BE|, ¢o sme mali
dokazat.

Riesenie 2:

Mame dokazat zhodnost useciek AD a BE, premiestnime teda jednu z nich na iné miesto. (Aj v prvom rieSeni sme
vlastne vybrali dsec¢ku BE a otocili ju okolo bodu E do polohy FE, aj ked sme to takto nepopisali.) Skiisme preto
premiestnit Gsecku BE do polohy AF, kde F leZi na polpriamke opacnej k polpriamke AC tak, Zze |AF| = |BE]|.
Potom bude stacit’ dokazat, Ze trojuholnik ADF je rovnoramenny s hlavnym vrcholom A.

Z rovnosti |AF| = |BE| a |AC| = |BC]| plynie |CF| = |CE|, takZe trojuholnik CFE je rovnoramenny, a vdaka
vnutornému uhlu ECF velkosti 60° je dokonca rovnostranny.

Podla zadania plati rovnost |DC| = |DE|. Bod D teda lezi na osi strany CE rovnostranného trojuholnika CFE.
Tato os, ako je zndme, prechadza jeho vrcholom F, a to tak, Ze rozpoluje vnitorny uhol CFE, ktory ma vel'kost
60°. Plati teda |€AFD| = 30°, ¢o vzhladom na |€DAF| = 120° znamena, Ze |<ADF| = 30°. Trojuholnik ADF je
teda skutocne rovnoramenny, ako sme chceli dokazat.

Riesenie 3:

Podobne ako v druhom rieSeni premiestnime jednu z tisec¢iek AD, BE inam. Tentokrat vezmeme tsecku AD a pre-
miestnime ju do polohy CF, kde bod F lezi na Gsecke BC tak, Ze |CF| = |AD|.



Z rovnosti |[AD| = |CF| a |AB| = |BC| plynie |BD| = |BF|, takZe trojuholnik BFD je rovnoramenny, a vdaka
vnutornému uhlu DBF velkosti 60° je dokonca rovnostranny, preto plati |[DB| = |DF]. To spolus |DE| = |DC]|
a |«DBE| = 120° = |&DFC(]| vedie k zaveru, Ze trojuholniky DBE a DFC st zhodné podla vety Ssu. Plati preto
|BE| = |FC| = |AD|.

RieSenie 4:

Uvedieme eSte jeden postup, ku ktorému nas moze inSpirovat dal$i obrazok, na ktorom ma rovnostranny troj-

uholnik ABC vodorovnu zakladiiu BC a vrchol A ,nad fiou“. Budeme totiZ pocitat so vzdialenostami bodov od
zvislej vysky AF trojuholnika ABC.

E X B a X H X F

2 2 2

N Q

Okrem paty F vysKky AF, ktora je stredom zakladne BC, sme na obrazku este vyznacili kolmé priemety G a H bodu
D postupne na usecky AF a BC. VSimnime si trojuholnik ADG: ten je pravouhly a vdaka zrejmej rovnobeznosti
DG || BC ma pri vrchole D uhol velkosti 60°. Je zndme, Ze v takom trojuholniku je prepona dvakrat dlhsia nez
odvesna, ktora zviera uhol vel'kosti 60° s preponou. (Ak je totiz D' obraz D v simernosti podla stredu G, je ADD’
rovnostranny trojuholnik a bod G je stred jeho zakladne DD’, takZze |AD| = |DD'| = 2|DG|.) Ak x = |AD]|, tak
plati |DG| = x/2.

Z pravouholnika HFGD vidime, Ze |HF| = |DG| = x/2. Ak a = |BC|, tak |[FC| = |FB| = a/2 a |HB| =
|FB| — |HF| = a/2 — x/2.Z predpokladu |DC| = |DE] plynie, Ze bod H je stred zakladne EC rovnoramenného
trojuholnika DEC. Vdaka tomu mame |HE| = |HC| = |HF| + |FC| = x/2 + a/2, odkial uZ dostdvame

|BE| = |HE| IHBI—(x+a) (a x)— — |4D|
= “\272 2 2) 7T AR

¢o sme mali dokazat.

Urcte vSetky moZné hodnoty suctua + b + ¢ + d, kde a, b, ¢, d st kladné celé ¢isla spiﬁajﬁce rovnost’
(a? — b?) (c?* —d?) + (b?* — d?) (c* — a®) = 2021.
(Méria Doményova, Patrik Bak)
RieSenie:
Lavu stranu zadanej rovnice roznasobme a dalej upravujme:
(a? = b?)(c? —d?) + (b? — d?)(c? — a?) = (a®c? — a?d? — b%c? + b?d?) + (b%c? — a?b? — c?d? + a?d?) =
= a?c? +b2%d? —a?b? — c?d? = a?(c? — b?) +d?(b? — c?) = (a®? —d?)(c? —b?) = (a—d)(a+ d)(c — b)(c + b).

Rovnica zo zadania je teda ekvivalentnd s rovnicou (a — d)(a + d)(c — b)(c + b) = 2021 = 43 - 47.(Cislaa, b,
¢, d su kladné celé, takze oba cinitele a + d a ¢ + b z lavej strany rovnice su celé Cisla vacsie nez 1. PretoZe vsak



43 a 47 st prvocisla, ich sucin je delitelny suc¢inom dvoch ¢isel vacSich nez 1, len ked’ ide o samotné c¢isla 43 a 47.
Nas$a rovnica tak moZe byt splnena jedinym spésobom: {a + d,c + b} = {43,47} a (a — d)(c — b) = 1. Nutne
tedaplatia+ b+ c+d = 90. Ak ukazeme, Ze Cisla a, b, c, d splnujlce zadanie tlohy existujd, budeme s rieSenim
hotovi.

Skiisme napriklad zaistit splnenie rovnice takto: a + d = 43,a —d = 1 azaroveinc + b = 47,c — b = 1. Lahko
zistime, Ze vyhovuje (jedind) Stvorica (a, b, ¢, d), a to (22,23,24,21). Sucet a + b + ¢ + d ma tak jedind moznu
hodnotu 90.

Poznamka:

Nas postup méZeme doplnit o zistenie vSetkych Stvoric, ktoré vyhovuja zadaniu tilohy. PretoZe podmienka (a —
d)(c —b) = 1znamendbud' a—d = c—b = 1,aleboa — d = ¢ — b = —1, hladame v3etky rieSenia Styroch
sustav rovnic:

ea+d=43,a—d=1,c+b=47,c—b=1.

eat+d=47,a—d=1,c+b=41,c—b=1.

ea+d=43,a—d=-1,c+b=47,c—b =—-1.

cea+d=47,a—d=-1,c+b=43,c—b =—-1.

Kazda z tychto sustav ma jediné riesenie (a, b, c,d), su to postupne Stvorice (22,23, 24, 21), (24, 21, 22, 23),
(21, 24, 23,22), (23,22, 21, 24) (vSetky, samozrejme, so suctom 90).




