MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Riesenia uloh Skolského kola kategorie C

1 Tabulka 10 x 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze stcet &isel v kazdom riadku aj stipci je delitelny tromi. Uréte
najvacsi mozny sucet cisel v tabulke a dokazte, Ze vacsi byt nemoéze. Uved'te tiez priklad tabulky s ur¢enym
najvacsim suctom.

(Michal Rolinek)
RiesSenie:
Uvazujme akuikolvek tabul'’ku 10x 10 vyplnenud podla zadania a odhadnime sucty jej ¢isel vjednotlivych riadkoch,
ked vieme, Ze to sd nasobky Cisla 3. To isté bude zrejme platit aj pre sucty cisel v stlpcoch.
Vjednom riadku je desat ¢isel tvaru 1, takZe pre ich sticet prichadzaji do tivahy hodnoty, ktoré urc¢ime zostupne
podla podla poctu zastipenych plus jednotiek: 10 (desat jednotiek), 8 (devit jednotiek), 6 (osem jednotiek) a tak
dalej. Vidime, Ze delitelnd tromi je az tretia najvacsia hodnota 6. Sticet ¢isel vIubovolnom riadku je preto nanajvys
6. Z toho vyplyva, Ze stucet vSetkych ¢isel v tabul'ke (ktora ma 10 riadkov) neprevysuje hodnotu 10 - 6 ¢iZe 60.
Ak uvedieme priklad spravne vyplnenej tabul’ky so stuctom cisel rovnym 60, bude to naozaj jeho najvacsia mozna
hodnota a tiloha bude vyrieSena.

N3ajst pozadovany priklad ndm pomoZze poznatok z predchadzajiceho odseku, podla ktorého tabulku mame
vlastne vyplnit tak, aby v kazdom riadku aj stipci bolo prave osem jednotiek. MéZeme to spravit mnohymi spo-
sobmi. Dva z nich (vykazujuce urcitd pravidelnost’) st uvedené na obrazkoch, v ktorych st vsetky policka s ¢islami
1 vyfarbené (takze biele zostali policka s ¢islami —1).

Poznamka:
Pokyny:
V netplnych rieSeniach ocente ¢iastkové kroky nasledovne.
A1l Pozorovanie, Ze v jednom riadku (alebo stipci) je stcet ¢isel nanajvys 6 (alebo ekvivalentne, Ze je v iom
nanajvys 8 jednotiek): 2 body.
A2 Dokaz toho, Ze stcet Cisel v tabul'ke je nanajvys 60: 3 body.
B1 Sformulovanie tlohy najst tabul'ku, ktora ma v kazdom riadku aj stipci 8 jednotiek: 1 bod.
B2 Uvedenie tabul'ky so si¢tom cisel 60 (alebo jej kompletny opis): 3 body.
C Uhadnutie odpovede: 0 bodow.

Celkovo potom dajte maximum zo stic¢tu bodov z A1 a A2 a suctu bodov z B1 a B2.

2 V rovnobezniku ABCD plati, Ze os uhla ABC prechadza stredom L strany CD. Dokazte, Ze priamky AL a BL st
navzajom kolmé.

(Jaroslav Svréek)
Riesenie 1:
Podla zadania lezi bod L na osi uhla ABC, takze |ABL| = |&CBL|. Podla vety o striedavych uhloch plati tiez

|«ABL| = |«CLB|. Dokopy dostavame |«<CBL| = |&CLB]|, takze trojuholnik CLB je rovnoramenny so zakladriou
LB, t.j.. |%BC| = |<LC|.



A B

KedZe v rovnobeZzniku ABCD plati |AD| = |BC| a bod L je stred strany CD, dokazovanu rovnost |BC| = |LC|
mozno ekvivalentne prepisat' na |AD| = |LD|. Trojuholnik ALD je teda rovnoramenny so zakladriou AL, a preto
[*DAL| = [«DLA|. Uhol DLA je v§ak zhodny so striedavym uhlom BAL, teda |*DAL| = |&BAL|. To znamen3, Ze
bod L lezi nielen na osi uhla ABC, ale aj na osi uhla BAD. Tym padom plati

|%BAL| + |<LBA| = % |<BAD| + % |<ABC| = %(|<IBAD| +|<ABC|) = 90°,

pricom sme vyuzili to, Ze vdaka BC || AD plati |*BAD| + |«ABC| = 180°.

Dosli sme k zaveru, Ze v trojuholniku ABL je sucet vnutornych uhlov pri vrcholoch A a B rovny 90°, takZe pri
tretom vrchole L je uhol pravy, ako sme mali dokazat.

Riesenie 2:

Oznacme K stred strany AB. KedZe Stvoruholnik K BCL je rovnobeZnik (lebo protilahlé strany KB a LC st zhodné
arovnobezné), plati viiom |KL| = |BC|. Ak preto rovnako ako v prvom rie$eni dokadZeme rovnosti |BC| = |CL| =
% |CD| = |KA| = |[KB|, budeme dokopy mat |KL| = |KA| = |KB|.Z toho uZ vdaka Talesovej vete dostavame, Ze

ABL je pravouhly trojuholnik s preponou AB
C

Poznamka:

Z rovnosti uvedenych v druhom rieSeni vyplyva, Ze rovnobeznik K BCL je kosostvorec (pripadne Stvorec), a preto
plati K€ L BL. Po tomto zisteni mozZno rieSenie dokoncit takto: KedZe aj AKCL je zrejme rovnobeznik (z rov-
nakého dévodu ako KBCL), plati viiom AL || KC, odkial uz vdaka KC L BL mame AL L BL.

Pokyny:
V neuplnych rieseniach oceiite Ciastkové kroky nasledovne.
A1 Dokaz rovnosti |BC| = |LC|: 2 body.
A2 Doékaz rovnosti |€DAL| = |«BAL|: 2 body.
B Zavedenie stredu K strany AB: 0 bodov.
C Pozorovanie, Ze KBCL je rovnobeznik: 1 bod.
D Doékaz zhodnosti tisecky KL s useckami KA, KB: 5 bodov.
E1 Dokaz KC L BL: 4 body

E2 Pozorovanie, Ze AKCL je rovnobeZnik: 1 bod

Celkovo potom dajte maximum bodov zo stuctu z A1 a A2, bodov z C, bodov z D a bodov zo stic¢tu z E1 a z E2.

3 Najdite vietky $tvorice a, b, c, d celych ¢isel so stiétom 71, pre ktoré plati a > b > ¢ > d a ktoré spiiiaji rovnicu
(a=Db)(c—d)+ (a—d)(b—c) =26.

(Josef Tkadlec)



RieSenie:

Lavd stranu zadanej rovnice roznasobime a upravime:
(a=b)(c—d)+(a—-d)(b—c)=(ac—bc—ad+bd)+ (ab—bd —ac+cd) =
=—bc—ad+ab+cd=(a—c)(b—4a).

Mame teda rovnicu (a — ¢)(b —d) = 26 = 2 - 13. Z podmienky a > b > c vyplyva, Ze a — ¢ = 2. Podobne
zb > c > dvyplyvab —d = 2. Tym padom v rovnici (a — ¢)(b — d) = 2 - 13 sa Cinitele a — ¢, b — d rovnaju
¢islam 2 a 13 v niektorom poradi (lebo 13 je prvocislo). Tieto dve moznosti teraz rozoberieme:
e Necha—c=2ab—-d=13.
Potom platia = c+ 2ad = b — 13. Podmienka a > b > c tak prejde na tvar ¢ + 2 > b > c. KedZe vSak
medzi celymi ¢islami ¢ + 2 a c leZi jediné dalSie celé ¢isloc + 1, plati b = ¢+ 1, odkial d = b —13 = ¢ — 12.
NaSa Stvorica (a, b, c,d) matedatvar (c+2,c+1,c,c—12). Zpodmienky a + b +c+d = 71 potom vyplyva
4c—9 = 71 ¢izec = 20,apreto (a, b, c,d) = (22,21, 20, 8). Skuskou sa l'ahko presvedcime, Ze tato Stvorica
vyhovuje zadaniu.
e Nechb—-—d=2aa—-c=13.
Podobne ako v prvom pripade vdaka b = d + 2 prejde podmienka b > ¢ > dnatvard + 2 > ¢ > d, podla
ktoréhoc = d + 1,atedaa = ¢ + 13 = d + 14. NaSa Stvorica (d + 14,d + 2,d + 1,d) po dosadeni do
rovnostia + b+ c+d = 71davadd + 17 = 71, odkial' d = 27/2, ¢o vSak nie je celé Cislo. Tento pripad je
tak vyluceny.
Zadaniu ulohy vyhovuje jedina Stvorica (a, b, ¢, d), a to (22,21, 20, 8).
Pokyny:
V netplnych rieSeniach ohodnotte ¢iastkové kroky nasledovne.
A Rozklad lavej strany rovnice na stcin (a — ¢)(b — d), pripadne (¢ — a)(d — b): 2 body.
B1 Vylacenie pripadov, ked {a — ¢,b — d} = {1, 26}: 1 bod
B2 VyrieSenie jedného ¢i oboch pripadov, ked {a — ¢,b — d} = {2,13}: 1 pripad 2 body, 2 pripady 3 body.
B3 Pozorovanie, Ze pre celé ¢isla x, y, z vyplyva zo vztahovx >y > zax —z = 2rovnost y = z + 1: 1 bod.
B4 Uhadnutie odpovede: 1 bod.

Celkovo potom dajte sticet poctu bodov z A a maxima z B1, B2, B3 a B4.




