MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh krajského kola kategorie Z9

1 Zahradny architekt navrhol zahon, ktorého nacért s dvomi pozadovanymi rozmermi vidite na obrazku. Cely zahon
ma mat tvar pravouhlého trojuholnika, v sivej obdlZnikovej ¢asti maju byt zasadené tulipany, v dvoch zvysnych
trojuholnikovych ¢astiach budu narcisy. Vypocitajte obsah tulipanovej casti.
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(Libuse Hozova)
Riesenie 1:

Z rovnobeZnosti protilahlych stran obdlznika CDEF vyplyva, Ze uhly DAE a FEB st navzijom zhodné, rovnako
ako aj uhly EBF a AED.
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Trojuholniky ADE a EFB st teda podobné, a pre dizky zodpovedajticich si stran preto plati
IDE| : |FB| = |AD| : |EF].
Po Uprave dostavame
|DE| - |[EF| = |AD| - |FB|,
takze
S(CDEF) = |DE| - |EF| = |AD| - |FB| =4m-3m = 12m?.
Aby vSak rieSenie bolo Uplné, treba ukazat, Ze situdcia zo zadania naozaj moZe nastat. Lahko vidiet, Ze staci zvolit
napriklad |[CD| = 6ma |CF| = 2m.
Hladany obsah tulipanového obdiznika je teda 12 m?.
RieSenie 2:
Vsetky dizky budeme uvadzat v metroch.

Trojuholnik ABC je zloZeny z trojuholnikov ADE, EF B a obdiznika CDEF. Ak ozna¢ime nezname diZKky stran CD
a CF obdiznika CDEF postupne (v metroch) a a b, tak plati:

S(ABC) = S(ADE) + S(EFB) + S(CDEF),

(a+4)(b+3) 4b  3a
> =5 + > + ab,



ab+4b + 3a+ 12 =4b + 3a + 2ab,
ab = 12.

Situacia zo zadania nazoaj mdZe nastat, a to napriklad v pripadea = 6a b = 2.
Obsah tulipanového obdiznika je teda 12 m?.
Poznamka:

Pri rieSen{ mozno vyuzit aj skuto¢nost, Zze |AB| = |AE| + |EB|, a kazda z useliek AB, AE a EB je preponou
jedného z pravouhlych trojuholnikov znazornenych na obrazku. Podla Pytagorovej vety potom

J@+8?2+ (b +3)2=b2+16 ++a? +9,
Z tejto rovnosti je tieZ mozné vyvodit hodnotu sucinu ab. Tento postup je vSak zna¢ne komplikovany a zahfnia
opakované umocnovanie a dalSie narocnejsie ipravy.
Hodnotenie:
¢ 3 body za rozbor a relevantné postrehy;
¢ 1 bod za vysledok;

¢ 2 body za Uplny popis postupu riesenia.

N3jdite vSetky dvojice kladnych celych cisel, ktorych sucet je vacsi ako ich sucin.
(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Hladdme kladné celé ¢isla a a b, pre ktoré platia + b > ab.
Ak a = 1, tak tato nerovnica ma tvar 1 + b > b, o plati pre kazdé kladné celé cislo b.

Nech teraz a = 2,t.j.a — 2 = 0. NaSu nerovnicu potom mozZeme upravovat takto:

ab—b <a,
(a—1b<a.
a a+(a—-2) 2@a-1
< = =
b<a—1_ a—1 a—1 2

KedZe b je kladné ¢islo, dostdvame b = 1.V takom pripade ma nerovnicaa + b > ab tvar a + 1 > a, Co plati pre
kazdé kladné celé cislo a.

Zhrnutim dostavame, Ze podmienky tlohy spifiajii prave vietky dvojice celych kladnych ¢isel, z ktorych aspon
jedno je rovné 1.

Riesenie 2:

12 PR . . . . . . , b
Hladame kladné celé ¢isla a a b, pre ktoré plati a+b > ab. Tato nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou % > 1,
z ¢oho po dalSej ekvivalentnej Uprave dostavame

! + ! >1
b a '
Ak je aspoti jedno z ¢isel a, b rovné 1, tak je na lavej strane stcet vacsi ako 1, a nerovnost teda plati.
V opac¢nom pripade, t. j. ked' st obe ¢isla a, b aspoii 2, je na lavej strane sucet nanajvys % + % ¢iZze 1, nerovnost
teda splnena nie je.
RieSenie 3:
Hladame kladné celé ¢isla a a b, pre ktoré plati a+b > ab. Tito nerovnost a+b > ab mdZeme postupne upravit
ekvivalentne takto:
O0>ab—a-—>»,
1>ab—a—-b+1=(a-1)(b—-1),
1>(@a-1b-1).

Ak je aspon jedno z Cisel a, b rovné 1, tak je na pravej strane 0 a nerovnost teda plati.
V opacnom pripade, t. j. ked su obe ¢isla a, b aspoil 2, je na pravej strane ¢islo aspoii (2 — 1)(2 — 1) ciZe 1,
a nerovnost teda splnena nie je.



Hodnotenie:

¢ 3 body za urcenie vyhovujucich dvojic,

¢ 3 body za odévodnenie, Ze iné dvojice nevyhovuju.

Ciastkové vysledky bez zovieobecnenia ohodnotte maximalne 2 bodmi.

3 Betka napisala tridsat po sebe idtcich celych Cisel a vSetky tieto ¢isla scitala. Potom vygumovala druhé, piate,
o0sme a kazdé dalSie tretie Cislo. VSetky cisla, ktoré jej po gumovani ostali, opat scitala. Zistila, Ze novy sucet je
0 265 mensi ako ten povodny. Napiste ¢islo, ktoré Betka vygumovala ako prvé.

(Erika Novotna)
RieSenie:
P6vodnych 30 Betkinych ¢isel mdZeme zapisat takto:
aat+l,a+2,a+3,a+4a+5,.,a+27,a+ 28, a+ 29.

Betka vygumovala druhé a potom kazdé tretie Cislo, takze vygumovala ¢isla

a+l,a+4,a+7,a+10,a+13,a+16,a+19,a + 22,a + 25,a + 28.

Sucet tychto cisel je 10a + 145, ¢o zodpoveda rozdielu 265. Preto 10a = 265 — 145 = 120, tedaa = 12.
Prvé &islo, ktoré Betka vygumovala, bolo ¢islo a + 1 ¢ize 13.
Hodnotenie:

¢ 3 body za rozbor a a ¢iastkové pomocné vypocty;

¢ 3 body za spravny vysledok s iplnym zdévodnenim.

4 V kruZnici s priemerom 10 cm sme vyznadili dve navzajom kolmé tetivy AB a CD. DiZka tetivy AB je 9 cm, dizka
tetivy CD je 8 cm. Vypocitajte vzdialenost priesecnika priamok AB a CD od stredu kruznice.

(Libuse Hozova)
RieSenie:
Oznacme stred kruznice S, priese¢nik tetiv P, paty kolmic z bodu S na AB a CD postupne Q a R:
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Hladana vzdialenost je dizka prepony pravouhlého trojuholnika SQP, resp. SRP. Odvesny tychto trojuholnikov
sa zhoduju s odvesnami pravouhlych trojuholnikov AQS a DRS. Pre zistenie potrebnych vzdialenosti opakovane
pouZijeme Pytagorovu vetu:

¢ Vtrojuholniku AQS je strana AQ polovicou tetivy AB a strana SA je polomerom kruznice, teda

9em\* 19
) = cm-.

1SQI* = (5 cm)? —( I

¢ Vtrojuholniku DRS je strana DR polovicou tetivy CD a strana SD je polomerom kruznice, teda
ISRI* = (5 cm)? — (4 cm)? = 9 cm?,

V trojuholniku SQP teraz pozname druhé mocniny diZok obidvoch jeho odvesien (lebo |QP| = |SR]), teda

19 55
IPSI> = |51 + |oP)° = i cm? +9cm? = Tcmz,



z ¢oho

V55
|PS| = — cm.
2
Vzdialenost priese¢nika priamok AB a €D od stredu kruZnice je teda g cm, ¢o je pribliZzne 3,71 cm.

Hodnotenie:

¢ 3 body za rozbor a a ¢iastkové pomocné vypocty;

¢ 3 body za spravny vysledok s tiplnym zdovodnenim.




