
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2021/2022
Riešenia úloh 1. dňa celoštátneho kola kategórie A

1 Na papieri je v rade vedľa seba napı́saných 71 nenulových reálnych čı́sel. Platı́, že každé čı́slo okrem prvého
a posledného je o 1menšie ako súčin jeho dvoch susedov. Dokážte, že prvé a posledné čı́slo sa rovnajú.

(Josef Tkadlec)
Riešenie 1:
Dokážeme, že postupnosť 71 čı́sel na tabuli je periodická s periódou 5. Keďže 71 − 1 čiže 70 je násobok 5, bude
tým úloha vyriešená.
Označme ľubovoľných šesť po sebe napı́saných čı́sel postupne 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓. Chceme teda dokázať, že 𝑓 = 𝑎.
Zo zadania máme 𝑏 = 𝑎𝑐 − 1, čo možno vďaka podmienke 𝑎 ≠ 0 prepı́sať na

𝑐 = 𝑏 + 1
𝑎 .

Podobne ďalej dostaneme

𝑑 = 𝑐 + 1
𝑏 =

𝑏+1
𝑎 + 1
𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + 1

𝑎𝑏 ,

𝑒 = 𝑑 + 1
𝑐 =

𝑎+𝑏+1
𝑎𝑏 + 1
𝑏+1
𝑎

= 𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏 + 1
𝑎𝑏 ⋅ 𝑎

𝑏 + 1 = (𝑎 + 1)(𝑏 + 1)𝑎
𝑎𝑏(𝑏 + 1) = 𝑎 + 1

𝑏 ,

𝑓 = 𝑒 + 1
𝑑 =

𝑎+1
𝑏 + 1
𝑎+𝑏+1
𝑎𝑏

= 𝑎 + 𝑏 + 1
𝑏 ⋅ 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏 + 1 = 𝑎,

pričom krátenie čı́slami 𝑏 + 1 a 𝑎 + 𝑏 + 1 bolo korektné, pretože ide o čitatele zlomkov, ktorými sme predtým
vyjadrili nenulové čı́sla 𝑐 a 𝑑.
Riešenie 2:
Iným spôsobom dokážeme, že pre každých šesť po sebe napı́saných čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 platı́ 𝑎 = 𝑓. Odvodı́me
totiž rovnosť 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = 𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓, z ktorej požadovaný záver vyplynie po vydelenı́ oboch strán nenulovým súčinom
𝑏𝑐𝑑𝑒.
Vďaka zadanej podmienke (aplikovanej nižšie na podčiarknuté súčiny) môžeme pı́sať

𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = (𝑎𝑐)(𝑏𝑑)𝑒 = (𝑏 + 1)(𝑐 + 1)𝑒 = (𝑏 + 1)(𝑐𝑒 + 𝑒) = (𝑏 + 1)(𝑑 + 𝑒 + 1) =

= 𝑏𝑑 + 𝑏𝑒 + 𝑏 + 𝑑 + 𝑒 + 1 = 𝑏𝑒 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 2.
Analogicky

𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 𝑓𝑒𝑑𝑐𝑏 = (𝑓𝑑)(𝑒𝑐)𝑏 = (𝑒 + 1)(𝑑 + 1)𝑏 = (𝑒 + 1)(𝑏𝑑 + 𝑏) = (𝑒 + 1)(𝑐 + 𝑏 + 1) =

= 𝑒𝑐 + 𝑒𝑏 + 𝑒 + 𝑐 + 𝑏 + 1 = 𝑏𝑒 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 2.
Vidı́me, že rovnosť 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = 𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 naozaj platı́.
Poznámka:
Výpočet druhého súčinu 𝑓𝑒𝑑𝑐𝑏 nebol nevyhnutný. Stačilo konštatovať, že podmienka zo zadania úlohy nezávisı́
od toho, v akomz obochmožných smerov napı́saný rad čı́sel prečı́tame, a že výsledok pre prvý súčin𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 závisı́
iba od štvorice (𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒) a je rovnaký ako pre štvoricu (𝑒, 𝑑, 𝑐, 𝑏).
Poznámka:
Tvrdenie úlohy neplatı́, ak pripustı́me, že niektoré z napı́saných čı́sel sa môžu rovnať nule. Prı́kladom je trebárs

(1, 0, −1, 0, −1,… , 0, −1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
35×

).



2 Hovorı́me, že kladné celé čı́slo 𝑑 je spravodlivé, ak počet 2021‑ciferných palindrómov, ktoré sú násobkami 𝑑, je
rovnaký ako počet 2022‑ciferných palindrómov, ktoré sú násobkami 𝑑. Obsahuje množina {1, 2, … , 35} viac tých
čı́sel, ktoré sú spravodlivé, alebo tých, ktoré spravodlivé nie sú?
(Palindrómom nazývame prirodzené čı́slo, ktorého dekadický zápis sa čı́ta zľava doprava rovnako ako sprava
doľava.)

(David Hruška, Josef Tkadlec)
Riešenie:
Pre ľubovoľné prirodzené čı́slo 𝑛 označme ሬ⃖ሬ𝑛 jeho zápis v opačnom poradı́. Ten má zrejme rovnaký počet ciϐier
ako 𝑛.
Každý 2021‑ciferný palindróm má potom tvar 𝑛𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛, a každý 2022‑ciferný 𝑛𝑐𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛, kde 𝑛 je 1010‑ciferné čı́slo a 𝑐 je
cifra. Nech 𝐴𝑛 a 𝐵𝑛 sú množiny tých 2021‑ciferných, resp. 2022‑ciferných palindrómov, ktorých prvé 1010‑čı́slie
je 𝑛 (a teda posledné 1010‑čı́slie je ሬ⃖ሬ𝑛). Všimnime si, že 𝐴𝑛 aj 𝐵𝑛 obsahujú po 10 prvkoch.
Ukážeme spravodlivosť každého čı́sla 𝑑, kde 𝑑 = 2𝑎 ⋅ 3𝑏 ⋅ 5𝑐 , pričom 𝑎, 𝑐 ∈ {0, … , 1010} a 𝑏 ∈ {0, 1, 2}, a to tak,
že dokážeme, že počet násobkov takého 𝑑 je pre každé prı́pustné 𝑛 v oboch množinách 𝐴𝑛 a 𝐵𝑛 rovnaký.
Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑑 = 1.
Potom vyhovuje všetkých 10 palindrómov z 𝐴𝑛 i všetkých 10 palindrómov z 𝐵𝑛

• Nech 𝑑 = 2𝑎5𝑐 , pričom max(𝑎, 𝑐) ∈ {1, … , 1010}.
Deliteľnosť čı́sel 𝑛𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛 a 𝑛𝑐𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛 takým čı́slom 𝑑 je určená poslednými max(𝑎, 𝑐) ciframi čı́sla ሬ⃖ሬ𝑛, takže tvrdenie
platı́ – buď sú násobkom 𝑑 všetky čı́sla v 𝐴𝑛 aj v 𝐵𝑛 , alebo nı́m nie je žiadne čı́slo v 𝐴𝑛 ani v 𝐵𝑛 .

• Nech 𝑑 = 32 = 9.
Cƽ ı́sla 𝑛𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛 a 𝑛𝑐𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛 dávajú po delenı́ 9 rovnaký zvyšok ako čı́sla 2𝑛 + 𝑐, resp. 2𝑛 + 2𝑐. Zvyšky čı́sel tvaru 𝑐 po
delenı́ 9 sú 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0, zvyšky čı́sel tvaru 2𝑐 po delenı́ 9 sú 0, 2, 4, 6, 8, 1, 3, 5, 7, 0, Ak je teda
𝑛 násobkom 9, obsahujú obe množiny 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 po dvoch násobkoch 9 čiže 𝑑, v opačnom prı́pade po jednom
násobku 9 čiže 𝑑.

• Nech 𝑑 = 31 = 3.
Cƽ ı́sla 𝑛𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛 a 𝑛𝑐𝑐 ሬ⃖ሬ𝑛 dávajú po delenı́ 3 rovnaký zvyšok ako čı́sla 2𝑛 + 𝑐, resp. 2𝑛 + 2𝑐. Zvyšky čı́sel tvaru 𝑐 po
delenı́ 3 sú 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, zvyšky čı́sel tvaru 2𝑐 po delenı́ 3 sú 0, 2, 1, 0, 2, 1, 0, 2, 1, 0. Ak je teda
𝑛 násobkom 3, obsahujú obe množiny 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 po štyroch násobkoch 3 čiže 𝑑, v opačnom prı́pade po troch
násobkoch 3 čiže 𝑑.

• Nech 𝑑 = 2𝑎 ⋅ 3𝑏 ⋅ 5𝑐 , pričom max(𝑎, 𝑐) ∈ {1, … , 1010} a 𝑏 ∈ {1, 2}.
Uvažujme najskôr čı́slo 𝑒 = 2𝑎5𝑐 . Z dôkazu druhého prı́padu vyplýva, že buď sú všetky čı́sla v 𝐴𝑛 aj 𝐵𝑛
násobky 𝑒, alebo žiadne z nich také nie je.
Ak nastáva prvá možnosť, z výsledku tretieho, resp. štvrtého prı́padu vyplýva, že obe množiny 𝐴𝑛 aj 𝐵𝑛
obsahujú rovnaký počet násobkov 3𝑏 , a teda aj násobkov čı́sla 3𝑏 ⋅ 𝑒 čiže 𝑑.
Ak nastáva druhá možnosť, žiadna z množı́n 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 neobsahuje násobok 𝑒, a teda ani žiadny násobok 𝑑.

Spomedzi prvkovmnožiny {1, 2, … , 35}má tvar 2𝑎 ⋅3𝑏 ⋅5𝑐 , pričom 𝑎, 𝑐 ∈ {0, … , 1010} a 𝑏 ∈ {0, 1, 2}, práve týchto
18 čı́sel: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 32. Väčšina prvkov množiny zo zadania je teda
spravodlivých.
Poznámka:
Dá sa ukázať, že žiadne zo zvyšných 17 čı́sel z množiny {1, 2… , 35} už nie je spravodlivé.

3 V ostrouhlom rôznostrannom trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶 označme 𝑀 stred strany 𝐵𝐶 a 𝑁 stred oblúka 𝐵𝐴𝐶 kružnice
jemu opı́sanej. Dƽ alej označme 𝑙 kružnicu s priemerom 𝐵𝐶 a 𝐷, 𝐸 priesečnı́ky 𝑙 s osou uhla 𝐵𝐴𝐶. Body 𝐹, 𝐺 ležia
na kružnici 𝑙 tak, že štvoruholnı́k 𝐷𝐸𝐹𝐺 je pravouholnı́k. Dokážte, že body 𝐹, 𝐺,𝑀, 𝑁 ležia na jednej kružnici.

(Patrik Bak)
Riešenie:
Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že platı́ |𝐴𝐵| < |𝐴𝐶| a že bod 𝐷 ležı́ na úsečke 𝐴𝐸 (ako máme na
oboch obrázkoch). V iných prı́padoch stačı́ vymeniť označenie bodov 𝐵 ↔ 𝐶, resp. 𝐷 ↔ 𝐸.
Označme ešte 𝑘 kružnicu opı́sanú trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶 a 𝑆 jej priesečnı́k s osou uhla 𝐵𝐴𝐶 rôzny od 𝐴. Tento (tzv.
Sƽvrčkov) bod𝑆 je v našomprı́pade stredomkratšieho z oblúkov kružnice𝑘medzi bodmi𝐵 a𝐶, lebopodľa zadania
je uhol 𝐵𝐴𝐶 ostrý. Z deϐinı́cie bodu 𝑁 potom vyplýva, že úsečka 𝑆𝑁 je priemerom kružnice 𝑘 ležiacim na osi jej
tetivy 𝐵𝐶. Stred 𝑀 tejto tetivy preto ležı́ na úsečke 𝑆𝑁 tak, že platı́ |𝑀𝑆| < |𝑀𝑁|. Súčasne uhol 𝐵𝑆𝐶 je tupý, čo
vzhľadom na pravé uhly 𝐵𝐷𝐶 a 𝐵𝐸𝐶 znamená, že bod 𝑆 ležı́ vnútri úsečky 𝐷𝐸. Keďže 𝐷𝐸𝐹𝐺 je pravouholnı́k, sú
úsečky 𝐷𝐹, 𝐸𝐺 (rovnako ako 𝐵𝐶) priemery zadanej kružnice 𝑙, takže jej stred𝑀 je aj stredom úsečiek 𝐷𝐹 a 𝐸𝐺.



Po týchto úvodných pozorovaniach uvedieme niekoľko spôsobov, ako riešenie dokončiť. Budeme v nich bez od‑
kazov využıv́ať známe vlastnosti mocnosti bodu ku kružnici a obvodových uhlov.
Riešenie 1:
Vyjdeme z toho, že bod 𝑀 je spoločným vnútorným bodom tetıv́ 𝑆𝑁, 𝐵𝐶 kružnice 𝑘, ako aj tetıv́ 𝐵𝐶, 𝐷𝐹, 𝐸𝐺
kružnice 𝑙. Platı́ tak reťazec rovnostı́

|𝑀𝑆| ⋅ |𝑀𝑁| = |𝑀𝐵| ⋅ |𝑀𝐶| = |𝑀𝐷| ⋅ |𝑀𝐹| = |𝑀𝐸| ⋅ |𝑀𝐺| .

Z toho vyplývajúca rovnosť prvého súčinu posledným dvom súčinom znamená práve to, že oba štvoruholnı́ky
𝑆𝐷𝑁𝐹 a 𝑆𝐸𝑁𝐺 (s priesečnı́kmi uhlopriečok v bode𝑀) sú tetivové. Vďaka tomu platı́ (ako je farebne vyznačené
na obrázku)

|∢𝑁𝐹𝑀| = |∢𝑁𝐹𝐷| = |∢𝑁𝑆𝐷|
a

|∢𝑁𝐺𝑀| = |∢𝑁𝐺𝐸| = |∢𝑁𝑆𝐸| .

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

𝑀

𝑁

𝑆

𝑘

𝑙

Keďže však |∢𝑁𝑆𝐷| + |∢𝑁𝑆𝐸| = 180∘, máme aj |∢𝑁𝐹𝑀| + |∢𝑁𝐺𝑀| = 180∘. Sƽ tyri body z poslednej rovnosti
tak naozaj ležia na jednej kružnici (akomáme dokázať), ak ležia vrcholy 𝐹, 𝐺 uhlov𝑁𝐹𝑀, resp.𝑁𝐺𝑀 v opačných
polrovinách s hraničnou priamkou 𝑀𝑁. Táto priamka však pretı́na úsečku 𝐷𝐸 (v bode 𝑆), a teda aj úsečku 𝐹𝐺
(súmerne s ňou združenú podľa stredu𝑀), čo sme chceli dokázať.
Riešenie 2:
Uvážime obraz 𝑇 bodu 𝑆 v súmernosti podľa stredu 𝑀, v ktorej sa tiež 𝐷 zobrazı́ do 𝐹 a 𝐸 do 𝐺. Keďže podľa
úvodnej časti bod 𝑆 ležı́ vnútri úsečky𝐷𝐸 a platı́ |𝑀𝑆| < |𝑀𝑁|, ležı́ bod𝑇 vnútri úsečiek𝐹𝐺 a𝑀𝑁 (pozri obrázok).
Stačı́ nám dokázať rovnosť |𝑇𝐹| ⋅ |𝑇𝐺| = |𝑇𝑀| ⋅ |𝑇𝑁|.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

𝑀

𝑁

𝑆

𝑇

𝑘

𝑙



Najskôr zo súmernosti podľa stredu𝑀 a z deϐinı́cie mocnosti bodu 𝑆 vzhľadom ku kružnici 𝑙 máme

|𝑇𝐹| ⋅ |𝑇𝐺| = |𝑆𝐷| ⋅ |𝑆𝐸| = |𝐵𝑀|2 − |𝑆𝑀|2 .

Dƽ alej použitı́m rovnosti |𝑇𝑀| = |𝑆𝑀| a Euklidovej vety pre výšku 𝐵𝑀 pravouhlého trojuholnı́ka 𝑆𝑁𝐵 dostávame

|𝑇𝑀| ⋅ |𝑇𝑁| = |𝑇𝑀| ⋅ (|𝑀𝑁| − |𝑇𝑀|) = |𝑆𝑀| ⋅ (|𝑀𝑁| − |𝑆𝑀|) = |𝑆𝑀| ⋅ |𝑀𝑁| − |𝑆𝑀|2 = |𝐵𝑀|2 − |𝑆𝑀|2 .

Tým je avizovaná rovnosť dokázaná.
Riešenie 3:
Opäť uvážime bod 𝑇 z druhého postupu (pozri obrázok) a tentoraz využijeme kružnicovú inverziu podľa zadanej
kružnice 𝑙. Keďže pri tomto zobrazenı́ sú body𝐹,𝐺 z kružnice 𝑙 samodružné a stred𝑀 kružnice 𝑙 neležı́ na priam‑
ke 𝐹𝐺, bude, ako je známe, obrazom tejto priamky kružnica prechádzajúca bodmi 𝐹, 𝐺,𝑀. Na nej však tiež bude
ležať obraz bodu 𝑇, lebo 𝑇 ∈ 𝐹𝐺. Stačı́ teda ukázať, že zmieneným obrazom bodu 𝑇 je práve bod 𝑁.
Euklidova veta pre výšku 𝐵𝑀 pravouhlého trojuholnı́ka 𝑆𝑁𝐵 dáva rovnosť

|𝐵𝑀|2 = |𝑀𝑆| ⋅ |𝑀𝑁| = |𝑀𝑇| ⋅ |𝑀𝑁| .

Keďže𝑀 je stred a |𝐵𝑀| polomer kružnice 𝑙, podľa ktorej invertujeme, a keďže bod 𝑁 ležı́ na polpriamke𝑀𝑇, je
podľa rovnosti |𝐵𝑀|2 = |𝑀𝑇| ⋅ |𝑀𝑁| bod 𝑁 naozaj obrazom bodu 𝑇, čo sme chceli ukázať.



MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2021/2022
Riešenia úloh 2. dňa celoštátneho kola kategórie A

4 V konvexnom štvoruholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷 platı́ |𝐴𝐵| = |𝐵𝐶| = |𝐶𝐷|. Označme 𝑃 priesečnı́k jeho uhlopriečok a 𝑂, 𝑄
stredy kružnı́c opı́saných postupne trojuholnı́kom 𝐴𝑃𝐵 a 𝐷𝑃𝐶. Dokážte, že štvoruholnı́k 𝑂𝐵𝐶𝑄 je rovnobežnı́k.

(Patrik Bak)
Riešenie:
V prvej časti riešenia dokážeme, že úsečky 𝐵𝑂 a 𝐶𝑄 ležia v polrovine 𝐵𝐶𝑃 a sú rovnobežné, v druhej časti
ukážeme, že tieto úsečky majú rovnakú dlƵžku. Dokopy to už bude znamenať, že 𝑂𝐵𝐶𝑄 je rovnobežnı́k.
Rovnoramenné trojuholnı́ky 𝐴𝐵𝐶, 𝐵𝐶𝐷 majú pri svojich základniach 𝐴𝐶, resp. 𝐵𝐷 ostré vnútorné uhly, ktorých
veľkosť označı́me 𝛼, resp. 𝛽. Tieto uhly sú na obrázku vyznačené jedným oblúčikom. Ako hneď zdôvodnı́me,
dvoma oblúčikmi zodpovedajúcej farby sú vyznačené uhly veľkosti 90∘ − 𝛼, resp. 90∘ − 𝛽.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑂 𝑃 𝑄

Keďže trojuholnı́k𝐴𝐵𝑃má pri vrchole𝐴 ostrý uhol𝛼, ležı́ stred𝑂 jemu opı́sanej kružnice v polrovine𝐵𝑃𝐴 a kon‑
vexný stredový uhol 𝑃𝑂𝐵má veľkosť 2𝛼. Preto v rovnoramennom trojuholnı́ku 𝐵𝑃𝑂majú uhly pri vrcholoch 𝐵,
𝑃 avizovanú veľkosť 90∘ − 𝛼. Analogicky sa dokáže, že stred 𝑄 ležı́ v polrovine 𝐶𝑃𝐷 a v rovnoramennom troj‑
uholnı́ku 𝐶𝑃𝑄 majú uhly pri vrcholoch 𝐶, 𝑃 veľkosť 90∘ − 𝛽.
Keďže ostré uhly 𝑂𝐵𝑃 a 𝐶𝐵𝑃 ležia na odlišných stranách od spoločného ramena 𝐵𝑃, je uhol 𝑂𝐵𝐶 s vnútorným
bodom 𝑃 konvexný, ležı́ tak v polrovine 𝐵𝐶𝑃 a má navyše veľkosť

|∢𝑂𝐵𝐶| = |∢𝑂𝐵𝑃| + |∢𝐶𝐵𝑃| = (90∘ − 𝛼) + 𝛽.

Analogicky v polrovine 𝐵𝐶𝑃 ležı́ tiež uhol 𝑄𝐶𝐵 a má veľkosť (90∘ − 𝛽) + 𝛼. Dokopy vychádza

|∢𝑂𝐵𝐶| + |∢𝑄𝐶𝐵| = 180∘,

a s prvou časťou riešenia sme tak hotovı́.
Rovnosť |𝑂𝐵| = |𝑄𝐶| dokážeme použitı́m rozšı́renej sı́nusovej vety pre trojuholnı́ky 𝐴𝐵𝑃 a 𝐶𝐷𝑃. Tie sa totiž
zhodujú vo veľkosti uhlov pri spoločnom vrchole 𝑃 aj v dlƵžke protiľahlých strán 𝐴𝐵 a 𝐶𝐷, takže platı́

2 ⋅ |𝑂𝐵| =
|𝐴𝐵|

sin |∢𝐴𝑃𝐵| =
|𝐶𝐷|

sin |∢𝐶𝑃𝐷| = 2 ⋅ |𝑄𝐶|.

5 Nájdite všetky celé čı́sla 𝑛, pre ktoré je čı́slo
2𝑛 + 𝑛2

druhou mocninou nejakého celého čı́sla.
(Tomáš Jurı́k)

Riešenie 1:

• Ak 𝑛 je záporné, tak 2𝑛 + 𝑛2 nie je celé čı́slo, tobôž nie druhá mocnina celého čı́sla.
• Ak 𝑛 = 0, tak 2𝑛 + 𝑛2 = 1 + 0 = 1 = 12, čo vyhovuje.
• Ak 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, tak 2𝑛 + 𝑛2 ∈ {3, 8, 17, 32, 57}, žiaden z týchto čı́sel však nie je druhá mocnina celého
čı́sla.



• Ak 𝑛 = 6, tak 2𝑛 + 𝑛2 = 64 + 36 = 100 = 102, čo vyhovuje.
• Nech 𝑛 ≥ 7. Dokážeme sporom, že takéto 𝑛 nevyhovuje.
Nech teda 2𝑛 +𝑛2 = 𝑚2, pričom𝑚 je celé čı́slo, o ktorommôžeme predpokladať, že je kladné, a teda podľa
tejto rovnosti väčšie ako 𝑛. Podľa parity 𝑛 rozlı́šime dva prı́pady.
a) Nech 𝑛 je nepárne.

Vtedy aj čı́slo𝑚 z rovnosti 2𝑛 + 𝑛2 = 𝑚2 je nepárne. Upravme túto rovnosť na tvar

2𝑛 = 𝑚2 − 𝑛2 = (𝑚 + 𝑛)(𝑚 − 𝑛).

Vidı́me, že obe kladné čı́sla𝑚+𝑛 a𝑚−𝑛 sú mocninami 2, pričom𝑚+𝑛 > 𝑚−𝑛, takže𝑚−𝑛 | 𝑚+𝑛.
Teda𝑚 − 𝑛 delı́ aj čı́slo (𝑚 + 𝑛) − (𝑚 − 𝑛) čiže 2𝑛, pričom však 𝑛 je nepárny činiteľ, takže 4 ∤ 𝑚 − 𝑛.
Cƽ ı́slo𝑚 − 𝑛 je však párne, (lebo čı́sla𝑚, 𝑛 sú nepárne), preto𝑚 − 𝑛 = 2, t. j.𝑚 = 𝑛 + 2. Z toho

2𝑛 + 𝑛2 = (𝑛 + 2)2 = 𝑛2 + 4𝑛 + 4,

a teda
2𝑛 = 4𝑛 + 4.

My však matematickou indukciou ukážeme, že pre každé celé 𝑛, kde 𝑛 ≥ 5, platı́ 2𝑛 > 4𝑛 + 4, čo bude
spor:
1 Ak 𝑛 = 5, tak 2𝑛 = 32 > 24 = 4𝑛 + 4.
2 Ak pre nejaké 𝑛, kde 𝑛 ≥ 5, platı́ 2𝑛 > 4𝑛 + 4, tak

2𝑛+1 = 2 ⋅ 2𝑛 > 2(4𝑛 + 4) = 8𝑛 + 8 > 4𝑛 + 8 = 4(𝑛 + 1) + 4.

b) Nech 𝑛 je párne.
Vtedy aj čı́slo 𝑚 z rovnosti 2𝑛 + 𝑛2 = 𝑚2 je párne. Nech 𝑛 = 2𝑘, pričom 𝑘 je celé čı́slo, ktoré vďaka
predpokladu 𝑛 ≥ 7 splƵňa nerovnosť 𝑘 ≥ 4. Dokážeme ďalej, že platia nerovnosti (2𝑘)2 < 𝑚2 <
(2𝑘 + 2)2, z čoho vyplynie 2𝑘 < 𝑚2 < 2𝑘 + 2, a teda𝑚2 = 2𝑘 + 1, čo bude spor s párnosťou𝑚.
Nerovnosti, ktoré sme sľúbili dokázať, majú tvar

22𝑘 < 22𝑘 + (2𝑘)2 < 22𝑘 + 4 ⋅ 2𝑘 + 4.

Ľavá nerovnosť je vďaka (2𝑘)2 > 0 triviálna, pravá nerovnosť je ekvivalentná nerovnosti

2𝑘 + 1 > 𝑘2.

Tú dokážeme pre každé celé 𝑘, kde≥ 4, matematickou indukciou:
1 Ak 𝑘 = 4, tak 2𝑘 + 1 = 17 > 16 = 𝑘2.
2 Ak pre nejaké 𝑘, kde 𝑘 ≥ 4, platı́ 2𝑘 + 1 > 𝑘2, tak

2𝑘+1 + 1 = 2(2𝑘 + 1) − 1 > 2𝑘2 − 1 = 𝑘2 + 𝑘2 − 1 =
= (𝑘 + 1)2 − 2𝑘 − 1 + 𝑘2 − 1 = (𝑘 + 1)2 + 𝑘(𝑘 − 2) − 2 > (𝑘 + 1)2.

Zhrnutı́m dostávame, že zadaniu vyhovujú práve čı́sla 0 a 6.
Riešenie 2:
Ak 𝑛 je záporné, tak 2𝑛 + 𝑛2 nie je celé čı́slo, tobôž nie druhá mocnina celého čı́sla.
Ak 𝑛 = 0, tak 2𝑛 + 𝑛2 = 1 + 0 = 1 = 12, čo vyhovuje.
Predpokladajme teda ďalej 𝑛 > 0. Nech teda 2𝑛 + 𝑛2 = 𝑚2, pričom𝑚 je celé čı́slo, o ktorom môžeme predpo‑
kladať, že je kladné, a teda podľa tejto rovnosti väčšie ako 𝑛.
Upravme rovnicu 2𝑛 + 𝑛2 = 𝑚2 na súčinový tvar

2𝑛 = (𝑚 − 𝑛)(𝑚 + 𝑛).

Druhý, a teda prvý činiteľ na pravej strane je kladný, oba preto musia byť mocniny dvoch. platı́ teda𝑚 − 𝑛 = 2𝑎
a 𝑚 + 𝑛 = 2𝑏 , pričom 𝑎, 𝑏 sú celé čı́sla také, že 0 ≤ 𝑎 < 𝑏. Odčı́tanı́m týchto dvoch vzťahov dostávame 2𝑛 =
2𝑏 − 2𝑎 . Z toho je 2𝑎 je párne, a teda 𝑎 > 0. Vďaka vzťahu 2𝑛 = 2𝑎 ⋅ 2𝑏 potom platı́ 𝑎 + 𝑏 = 𝑛, takže

2(𝑎 + 𝑏) = 2𝑛 = 2𝑏 − 𝑎2.

Ukážeme, že v prı́pade𝑏 ≥ 6 táto rovnosť nemôže nastať. Keďže z nerovnosti𝑎 < 𝑏 zrejme vyplýva2(𝑎+𝑏) < 4𝑏
a na druhej strane zároveň 2𝑏 − 2𝑎 ≥ 2𝑏 − 2𝑏−1 = 2𝑏−1, stačı́ nám ukázať, že 4𝑏 < 2𝑏−1. Použijeme na to
matematickú indukciu:



1 Ak 𝑏 = 6, tak 4𝑏 = 24 < 32 = 2𝑏−1.
2 Ak pre nejaké 𝑏, kde 𝑏 ≥ 6, platı́ 4𝑏 < 2𝑏−1, tak

4(𝑏 + 1) = 4𝑏 + 4 < 4𝑏 + 4𝑏 = 2 ⋅ 4𝑏 = 2 ⋅ 2𝑏−1 = 2𝑏 .
Zvyšných 10 prı́padov, keď platı́ 1 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 5, vyskúšame priamo:

• Ak 𝑎 = 1 a 𝑏 = 2, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 6 ≠ 2 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 1 a 𝑏 = 3, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 8 ≠ 6 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 1 a 𝑏 = 4, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 10 ≠ 14 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 1 a 𝑏 = 5, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 12 ≠ 30 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 2 a 𝑏 = 3, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 10 ≠ 4 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 2 a 𝑏 = 4, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 12 = 2𝑏 − 2𝑎 .
V tomto prı́pade 𝑛 = 𝑎 + 𝑏 = 6, čo, ako ľahko vidieť, vyhovuje zadaniu.

• Ak 𝑎 = 2 a 𝑏 = 5, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 14 ≠ 28 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 3 a 𝑏 = 4, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 14 ≠ 8 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 3 a 𝑏 = 5, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 16 ≠ 24 = 2𝑏 − 2𝑎 .
• Ak 𝑎 = 4 a 𝑏 = 5, tak 2(𝑎 + 𝑏) = 18 ≠ 16 = 2𝑏 − 2𝑎 .

Zhrnutı́m dostávame, že zadaniu vyhovujú práve čı́sla 0 a 6.

6 Pri pokuse o kolonizáciu Marsu zaplavilo ľudstvo slnečnú sústavu 50 satelitmi, ktoré medzi sebou vytvorili 225
komunikačných lı́niı́ (každá lı́nia existuje medzi jednou dvojicou satelitov a žiadne dva satelity medzi sebou ne‑
majú viac ako jednu lı́niu). Hovorı́me, že trojica satelitov je prepojená, ak aspoň jeden z nichmá vytvorené komu‑
nikačné lı́nie s oboma ostatnými satelitmi. Určte najmenšı́ a najväčšı́ možný počet prepojených trojı́c satelitov.

(Ján Mazák, Josef Tkadlec)
Riešenie:
Nech 𝑆 označuje množinu dotyčných satelitov, 𝑛 ich počet (čiže 𝑛 = 50)𝑚 počet komunikačných lı́niı́ (čiže𝑚 =
225).

• O prepojenej trojici satelitov 𝑇 a jej satelite 𝑠 povieme, že 𝑠 je centrálny satelit trojice 𝑇, ak je prepojený
s oboma ostatnými satelitmi tejto trojice. Všimnime si, že každá prepojená trojica má buď jeden, alebo tri
centrálne satelity.
Deϐinujme ešte stupeň 𝑑𝑠 satelitu 𝑠 ako počet komunikačných lı́niı́, ktoré má. Potom 𝑠 je centrálnym sate‑
litom v práve ൫𝑑𝑠2 ൯ čiže

1
2𝑑𝑠(𝑑𝑠 − 1) prepojených trojiciach. Keďže každá prepojená trojica má nanajvýš 3

centrálne satelity, pre celkový počet 𝑃 prepojených trojı́c platı́

𝑃 ≥ 1
3෍

𝑠∈𝑆
ቆ𝑑𝑠2 ቇ =

1
6 ቌ෍

𝑠∈𝑆
𝑑2𝑠 −෍

𝑠∈𝑆
𝑑𝑠ቍ ≥ 1

6 ൮
1
𝑛 ቌ෍

𝑠∈𝑆
𝑑𝑠ቍ

2

−෍
𝑠∈𝑆

𝑑𝑠൲ ,

pričomposledná nerovnosť vyplýva znerovnostimedzi kvadratickýma aritmetickýmpriemerompre𝑛‑ticu
čı́sel (𝑑𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝑆), ktorá je sama dôsledkom Cauchyho‑Schwarzovej nerovnosti

ቌ෍
𝑠∈𝑆

(1 ⋅ 𝑑𝑠)ቍ

2

≤ ቌ෍
𝑠∈𝑆

12ቍ ⋅ ቌ෍
𝑠∈𝑆

𝑑2𝑠ቍ .

Súčet ∑𝑠∈𝑆 𝑑𝑠 , ktorý sa v zı́skanom odhade objavil, je však rovný dvojnásobku počtu 𝑚 všetkých komu‑
nikačných lı́niı́, lebo je v ňom každá lı́nia započı́taná práve dvakrát (raz za každý jej koniec). Dvojakým
dosadenı́m 2𝑚 čiže 450 za∑𝑠∈𝑆 𝑑𝑠 spolu so vzťahom 𝑛 = 50 už z odvodenej nerovnosti dostávame sľúbený
odhad

𝑃 ≥ 1
6 ቆ

1
50 ⋅ 4502 − 450ቇ = 600.

Z nášho postupu navyše vyplýva, že rovnosť 𝑃 = 600 nastane práve vtedy, keď všetkých 𝑃 prepojených
trojı́c má po troch centrálnych satelitoch a zároveň všetkých 50 satelitov má ten istý stupeň, rovný teda,
ako vieme, 2𝑚/𝑛 čiže 9.
To možno dosiahnuť, ak budú satelity prepojené ako na obrázku (všetkých 50 satelitov je rozdelených do
5 komunikačne izolovaných skupı́n po 10 navzájom prepojených satelitoch, majúcich teda naozaj ten istý
stupeň 9).



• Trojica satelitov je prepojená práve vtedy, keď obsahuje dve alebo tri komunikačné lı́nie. Vyplatı́ sa pre‑
to pre každú možnú hodnotu 𝑖 z {0, 1, 2, 3} označiť 𝑡𝑖 počet tých trojı́c satelitov, medzi ktorými je práve 𝑖
komunikačných lı́niı́. Tvrdı́me, že platı́

3

෍
𝑖=0

𝑖 ⋅ 𝑡𝑖 = 𝑚 ⋅ (𝑛 − 2).

Obe strany tejto rovnosti totiž vyjadrujú celkový počet usporiadaných dvojı́c (𝑇, 𝑙), pričom 𝑇 je trojica sa‑
telitov a 𝑙 je komunikačná lı́nia medzi dvoma satelitmi tejto trojice, lebo na ľavej strane započı́tavame pre
jednotlivé 𝑇, v koľkých dvojiciach (𝑇, 𝑙) dané 𝑇 vystupuje, zatiaľ čo pravou stranou vyjadrujeme fakt, že
každé 𝑙 sa vyskytuje v 𝑛 − 2 dvojiciach tvaru (𝑇, 𝑙).
Z dokázanej rovnosti prepı́sanej na tvar 𝑡1 + 2𝑡2 + 3𝑡3 = 𝑚(𝑛 − 2) vyplýva odhad

𝑡2 + 𝑡3 =
𝑚(𝑛 − 2) − 𝑡1 − 𝑡3

2 ≤ 𝑚(𝑛 − 2)
2 = 5400,

pritom želaná rovnosť 𝑡2 + 𝑡3 = 5400 nastane práve vtedy, keď bude platiť 𝑡1 = 𝑡3 = 0. To možno dosiah‑
nuť, ak budú satelity prepojené ako na obrázku (pričom naozaj máme 5 + 45 čiže 50 satelitov a 5 ⋅ 45 čiže
225 komunikačných lı́niı́).

…

5 satelitov:

45 satelitov:

Zhruntı́m dostávame, že najmenšı́ možný počet prepojených satelitov je 600 a najväčšı́ 5400.
Poznámka:
Prı́klady potrebné v oboch častiach riešenia sú jediné možné.
Poznámka:
Odhadpočtu𝑃 všetkýchprepojených trojı́c v druhej časti riešeniamožno zı́skať tiež použitı́m Jensenovej nerovnos‑
ti pre konvexnú funkciu 𝑓 takú, že 𝑓(𝑥) = 1

2𝑥(𝑥 − 1):

𝑃 ≥ 1
3෍
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ቆ𝑑𝑠2 ቇ =

𝑛
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ቆ𝑑𝑠2 ቇ ≥

𝑛
3 ⋅ ቆ

1
𝑛 ∑𝑠∈𝑆 𝑑𝑠

2 ቇ = 𝑛
3 ⋅ ቆ2𝑚/𝑛2 ቇ.


