MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Riesenia uloh krajského kola kategorie C

1 Dokazte, Ze pre l'ubovolné celé ¢isla a, b plati nerovnost
a(a+1)+b(b—1) = 2ab.

Zistite tiez, kedy nastava rovnost.
(Jaromir Simsa)
Riesenie:

Zadanu nerovnost postupne ekvivalentne upravujeme:

a(a+1)+b(b—1) = 2ab,
(a® + a) + (b> —b) — 2ab > 0,
(a® = 2ab+b*)+ (a—b) =0,
(a—b)2+(a—b) =0,
(a=b)(a—b+1)=0.
Poslednt nerovnost postdime pre celé ¢isla a a b v dvoch pripadoch.
e Aka > b,taka—b = 0,atedaaja— b+ 1 > 0, takze dokopy mame (a — b)(a — b + 1) = 0 s rovnostou
prave pre a = b.
e Aka < b,taka—>b < 0, Co pre celé ¢isloa—b znamend, Zea—b < —1,¢izea—b+1 < 0.Spolusa—b <0
tak mame (a — b)(a — b + 1) = 0 s rovnostou prave prea = b — 1.
Dokaz nerovnosti je teda ukonceny a rovnost nastane prave vtedy, ked' pre celé ¢isla a, b plati a = b alebo
a=b-1.
Poznamka:

Potrebnu tipravu nerovnosti aj naslednt diskusiu mozno spravit aj tak, Ze uvazime celé ¢islox = a—b. Ak potom
dosadime a = b + x do zadanej nerovnosti, po roznasobeni a zruSeni rovnakych ¢lenov na oboch stranach ndm
zostane nerovnost x2 + x = 0, ¢ize x(x + 1) = 0 a dokon¢enie je jednoduché.

Poznamka:

Uved'me eSte mald obmenu druhej ¢asti uvedeného rieSenia. Z upravenej nerovnosti (a —b)(a—b+1) = 0 hned
vidime, Ze aj v povodnej nerovnosti nastane rovnost prave v dvoch pripadoch: a = b aa = b — 1. Ak nenastane
Ziadny z nich, nebude celé ¢islo a rovné Ziadnemu z dvoch susednych celych ¢isel b — 1 a b, takzZe bude platit bud’
a > b,alebo a < b — 1.V kazdom z tychto pripadov budii mat oba Cinitele a — b, a — b + 1 rovnaké znamienko,
a ich sucin tak bude kladny.

Pokyny:
V pripade Ciasto¢nych rieseni dajte:
e 2 body za tUpravu nerovnosti na st¢inovy tvar (a — b)(a — b + 1) = 0, pripadne na tvar x®> + x > 0 po
zaveden{ substiticie x = a — b.
¢ 2 body za vyriesSenie pripadu a > b, resp. x = 0.
¢ 2 body za vyrieSenie pripadu a < b, resp. x < 0.
Dva body z prvej polozky moZno udelit aj za ipravu na tvar, ako je (a — b)2 + (a —b) = 0¢&i (b —a)? = b — a,

ale iba ak ziak dalej dokaZze aj s takou nerovnostou vyriesit oba pripady a = b a a < b (potom vsak ide o uplné
rieSenie). Ak s fiou vyriesi iba jeden pripad a = b, resp. a < b, dajte celkom 2, resp. 3 body.

V kaZzdom z oboch uvedenych pripadov moZno strhntt po 1 bode za drobné nedostatky v nerovnostnej argu-
mentacii. Ak riesitel vycleni trividlny pripad a = b samostatne, za ten Ziadny bod neudelujte, hodnotte ho spolu
s pripadom a > b.V pripade chybnej analyzy pripadov rovnosti strhnite dokopy nanajvys 1 bod. Len za uhadnu-
tie oboch pripadov rovnosti (a = b aa = b — 1) dajte 1 bod, ktory sa vS§ak neda pripocitat ku 2 bodom za Gpravu
nerovnosti z prvej polozky pokynov.




2 Dany je rovnobeznik ABCD a na jeho obvode body X a Y rozne od bodu A tak, Ze priamky AX a AY delia tento
rovnobeznik na tri Casti s rovnakym obsahom. Urcte pomer obsahu trojuholnika AXY a obsahu rovnobeznika
ABCD.

(David Hruska)
RieSenie:
Aby priamky AX a AY rozdelovali rovnobeznik ABCD na tri ¢asti, musia byt zrejme body X a Y navzajom rézne
a zZiadny z nich neméze lezat' ani na strane AB, ani na strane AD. KaZdy z nich teda leZi na strane BC alebo CD.

Zdovodnime v dalSom odseku, Ze jeden z bodov X, Y musi lezat vnutri strany BC a druhy vnutri strany CD, ked’
podla zadania vSetky tri ¢asti rozdeleného rovnobeznika maji v porovnani s nim tretinovy obsah.

KedZe uhlopriecka AC rozpoluje obsah rovnobeznika ABCD, ziadna z troch casti s tretinovym obsahom nemdze
obsahovat ani cely trojuholnik ABC, ani cely trojuholnik ACD. Keby vSak oba body lezali na strane BC ako na
obrazku, jedna z troch casti by obsahovala cely trojuholnik ACD. Rovnako tak sa vyluci pripad, ked’ oba body X,
Y lezia na strane CD.
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KedZe oznacenie X a Y mdzZeme navzajom vymenit, budeme dalej predpokladat, Ze bod X lezi vnutri strany BC
abod Y vnutri strany CD. Rovnobeznik ABCD je potom rozdeleny na dva trojuholniky ABX, AY D a Stvoruholnik
AXCY.

)¢ C

>

D

A B

Podla zadania plati S(ABX) = S(AYD) = S(ABCD)/3. KedZe trojuholniky ABX a ABC majui spolo¢nu vysku

z vrcholu 4, plati
S(ABCD)
|BX| _ S(ABX) T3 2

|IBC| ~ S(ABC) = S@4BCD) — 3
2

odkial |BX| = % |BC|, takze |CX| = % |BC|. Podobne porovnanim trojuholnikov AYD a ACD dostaneme |CY| =
é |CD]. Dokopy dostdvame, Ze podla vety sus st trojuholniky CXY a CBD podobné v pomere 1 : 3. Plati teda

1\’ 1\* S(ABCD) S(ABCD)
S(CXY)=<§> ~S(CBD)=<§) e e

Stvoruholnik AXCY mé tie% obsah S(ABCD)/3 a je zloZeny z trojuholnikov AXY a CXY. Obsah druhého z nich uz
pozname, takze plati

S(ABCD) S(ABCD) _S(ABCD) _ 5

S(AXY) = =" = S(CXY) = —— e 15 S(ABCD).

Hladany pomer obsahov je teda 5 : 18.
Pokyny:
V pripade Ciasto¢nych rieseni dajte:
¢ 1 bod za vylucenie pripadu, ked oba body X a Y leZia na jednej zo stran BC alebo CD;

¢ 2 body za urcenie aspon jedného z pomerov, vakom body X, Y delia prislusnu zo stran BC, resp. CD;



¢ 2 body za vypocet pomeru obsahu trojuholnika CXY k obsahu rovnobeznika ABCD.

Absenciu vylicenia poléh bodov X aY na strandch AB a AD nepenalizujte. Nepenalizujte ani zabudnutie pripadov,
ked' X alebo Y je totoZny s jednym z vrcholov B, C, D. Jeden bod vSak strhnite, ak chyba vysvetlenie, preco oba
body X a Y nemo6zu lezat' na jednej zo stran BC, AD.

3 Natabulije napisanych niekol'’ko roznych dvojcifernych prirodzenych ¢isel. Cifru ¢ nazveme dobrou, ak sucet tych
Cisel z tabule, ktoré obsahuju cifru c, je 71.

a) Ktoré z cifier 0 aZ 9 méZu byt dobré?

b) Najviac kol'ko cifier m6Ze byt dobrych sicasne?

(Josef Tkadlec)

RieSenie:

a) Nasledujuce priklady vzdy jedného alebo dvoch ¢isel napisanych na tabuli ukazujy, ze cifry 1, 2, 3,4, 5, 7

b)

mozu byt dobré:
71
29,42
32,39
24,47
15,56
7: 71
Ukazeme, Ze ziadna zo zvys$nych cifier 0, 6, 8 a 9 nemdze byt nikdy dobra. DokdZeme to pre ne jednotlivo,
budeme pritom vzdy hovorit o vyskytoch danej cifry v ¢islach na tabuli.
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0: Cifra 0 mo6ze byt iba na miestach jednotiek. Ale sucet takych ¢isel vzdy konci cifrou 0, a nie pozadovanou
cifrou 1.

6: Keby boli cifry 6 iba na miestach jednotiek, bol by suiCet ¢isel s cifrou 6 parny, a teda rézny od 71. Majme
teda aspon jedno cislo tvaru 6_. Pren vSak plati 6_ < 71 < 60 + 16, takze stucet 71 sa neda ziskat.

8: Cifra 8 je prili$ vel’ka na to, aby bola niekde na mieste desiatok. Musf{ teda byt v§ade na miestach jed-
notiek, stucet takych cisel je vSak parny.
9: Cifra 9 moze byt (z rovnakého dévodu ako cifra 8) iba na mieste jednotiek. Aby sucet takych ¢isel koncil
na 1, museli by sme ich s¢itat asponi 9,ale 9 - 19 > 71.
Zhrnutim dostavame, Ze dobré moézu byt prave cifry 1, 2,3,4,5a 7.
Dokazeme najskor, Ze vSetky do avahy prichadzajuce cifry 1, 2, 3, 4, 5 a 7, ktorych je celkom 6, nemo6zu byt
dobré sicasne. Na to staci ukazat, Ze dobré nemozu byt sucasne cifry 4 a 7.

Skiimajme teda, kedy je cifra 4 dobra. KedZe ¢islo 71 je neparne, vSetky scitané ¢isla nemé6zu mat’ cifru 4 na
mieste jednotiek. Asporii jedno ¢islo tak ma cifru 4 na mieste desiatok, navyse dve také ¢isla zrejme existovat
nemozu. Mame teda prave jedno cislo zacinajuce na 4 a k tomu aspon jedno Cislo konciace na 4. Aj toto Cislo
je vsak jediné, lebo 40 + 14 4+ 24 > 71. Nutne tak mame (na tabuli) prave dve cisla s cifrou 4, konkrétne 4_
a_4,aich sucetje 71. Ide teda o Cisla 47 a 24.

Predpokladajme teraz, Ze je dobra cifra 7. Keby sa vyskytovala iba na miestach jednotiek, muselo by to tak
byt v asponi 3 ¢islach, aby ich sucet koncil cifrou 1, avsak 17 + 27 4+ 37 > 71. Dobra cifra 7 sa tak niekde
vysKkytuje na mieste desiatok — vtedy je na tabuli zrejme jediné Cislo s cifrou 7, konkrétne cislo 71.

Z poslednych dvoch odsekov uz vyplyva, Ze cifry 4 a 7 nemoZu byt sicasne dobré - na tabuli by museli
sucasne byt ¢isla 47, 24 a 71, takze cifra 7 by nebola dobra.

Podla tivodu z Casti b) to znamena, Ze pocet dobrych cifier na tabuli je vzdy nanajvys 5. Tento pocet mozZno
dosiahnut, sta¢i na tabulu napisat ¢isla

10,11, 15, 16, 19, 20, 24, 27, 33, 38, 47, 56.

V takom pripade totiz plati:
e 104+ 11+ 154 16 + 19 = 71, takze cifra 1 je dobra.
e 20 + 24 + 27 = 71, takze cifra 2 je dobra.
e 33 4 38 = 71, takze cifra 3 je dobra.
e 24 4+ 47 = 71, takZe cifra 4 je dobra.
e 154 56 = 71, takzZe cifra 5 je dobra.

Najvacsi mozny pocet sucasne dobrych cifier je teda 5.



Pokyny:
Dajte 3 body za Cast’ a) a 3 body za ¢ast' b). V netplnych rieSeniach ocerite ¢iastkové kroky nasledovne.

A1 Urcenie vsetkych Siestich cifier 1, 2, 3, 4, 5, 7, ktoré mézu byt dobré, spolu s uvedenim vyhovujucich prikla-
dov - 1 bod. Tento bod neudelujte, ak chyba co i len jedna cifra alebo priklad pre fiu, alebo ak je uvedena
naopak niektora cifra, ktora nemoze byt dobra.

A2 Urcenie vSetkych Styroch cifier 0, 6, 8, 9, ktoré nemdézu byt dobré, podlozené patri¢nymi zdévodneniami -
2 body. Ciasto¢ny 1 bod je moZné udelit, ak je iba jedna zo $tyroch cifier vynechana.

B1 Dokaz tvrdenia, Ze cifry 4 a 7 nemo6zu byt sucasne dobré - 1 bod. (Ina dvojica cifier zmnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 7}
tuto negativnu vlastnost nema.) Tento bod mozno ziskat aj za dokaz tvrdenia, ze cifry 1, 5, 7 nemdzu
byt stucasne dobré, alebo aj iného tvrdenia veddceho k rovnakému potrebnému zaveru, Ze dobrych cifier
zaroven nemdze byt viac ako pat.

B2 N3jdenie prikladu ¢isel s piatimi dobrymi ciframi - 2 body.

Celkovo potom dajte stucet bodov za polozky A1, A2, B1 a B2. Ak Ziak nepostupuje podla uvedenej schémy, do-
siahne vSak relevantné zistenia, je mozné udelit az 2 body (ak je napriklad zdévodnené, ktoré z cifier 4, 5, 6, 7,
8 a2 9 mbzu byt dobré, a navyse aké ¢isla na tabuli s kazdou z tychto dobrych cifier musia byt). Len za hypotézu,
Ze najvacsi mozny pocet dobrych ¢isel na tabuli je 5, vSak Ziadny bod neudelujte.

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet ¢isel vkazdom riadku azZ na jeden je rovny 0 a sticet Cisel
v kazdom stlpci aZ na jeden je rovny rovnakému ¢islu s. Uréte najvacsiu moznud hodnotu s.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Majme l'ubovolnu tabul'ku 10 X 10 vyplnenu podla zadania tlohy a okrem ¢isla s uvaZujme aj sucet T vSetkych

Cisel v tejto tabul'ke. KedZe sucet cisel v kazdom riadku aZ na jeden je 0, tak hodnota T je rovna suctu 10 cisel
v tomto jednom riadku, ktory je nanajvys 10. Plati teda T < 10.

Na druhej strane, pri poéitani siétu T po stipcoch nasej tabulky dostaneme podla zadania za devat’ stipcov
dokopy hodnotu 9s. K nej eSte musime pripocitat sucet 10 c¢isel v zvySnom desiatom stlpci, ¢o je vZdy najmenej
—10. Tym padom plati T = 9s — 10.

Spojenim nerovnosti T < 10a T > 9s — 10 dostavame 10 > T > 9s — 10, odkial' 10 = 9s — 10 ¢ize 9s < 20.
Cislo s je v$ak celé, a preto posledna nerovnost uz vedie k odhadu s < 2.

Ako ukazuje nasledujica tabul’ka, hodnota 2 je dosiahnutelna:

—1-1|(-1{-1|-1j1|(1|1]|1]1
=111 |-1|—-1|-1|—-1)1 (1|11
=111 |1 |-1-1|-1|-1{1|1]|1
11|11 |-1-1-1-1]1]|1
11|11 |1|-1-1-1|-1f1
Q1|1 (1|1|1|-1-1)-1|-1
—1-1j1(1|1|1|1|-1)-1|-1
—1|-1-1{1|1|1|1|1]|-1|-1
—1|-1|-1{-1/1|1|{1|1]|1]|-1
111111 (1{1|1(1]|1

Najvacsia mozna hodnota s je teda 2.
Pokyny:
Za dokaz odhadu s < 2 dajte 3 body a za priklad tabul'ky pre hodnotu 2 zvy$né 3 body.
V pripade ¢iasto¢nych rieSeni dajte:
¢ 1 bod za pozorovanie, Ze kazdé mozZné s je parne;
¢ (najviac) 1 bod za priklad vyhovujtcej tabul'ky pre inti hodnotu s ako 2;
¢ 1bodvpripade ibauhadnutia odpovede s = 2 (bez prikladu tabul'’ky), ak v§ak celkovy zisk tymto neprekroci
3 body.

Za trividlnu nerovnost s < 10 Ziadny bod neudelujte.




