
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2022/2023
Riešenia úloh 1. dňa celoštátneho kola kategórie A

1 Alica a Bohuš hrajú hru na pláne so 72 polı́čkami rozmiestnenými po obvode kruhu. Na začiatku Bohuš položı́
na niektoré polı́čka po jednom žetóne. V každom kole najskôr Alica zvolı́ jedno prázdne polı́čko a Bohuš potom
naň musı́ posunúť žetón z jedného susedného polı́čka. Ak to nedokáže, hra končı́, inak nasleduje ďalšie kolo.
Určte najmenšı́ počet žetónov, pre ktorý Bohuš vie zabezpečiť, že v hre prebehne aspoň 2023 kôl.

(Václav Blažej)
Riešenie 1:
Ukážeme, že hľadaný najmenšı́ možný počet žetónov je 36.
V prvej časti popı́šeme stratégiu Bohuša, pri ktorej s 36 žetónmi dokáže zabezpečiť, aby hra po žiadnom počte
kôl neskončila. Na začiatku Bohuš rozmiestni 36 žetónov na každé druhé polı́čko hracieho plánu a napevno
rozdelı́ všetkých 72 polı́čok na 36 dvojı́c susediacich polı́čok. Môže žetóny posúvať tak, aby v priebehu celej hry
bol v každej vytvorenej dvojici polı́čok práve jeden žetón: V každom kole totiž Alica musı́ zvoliť prázdne polı́čko
v niektorej dvojici, Bohuš potom naň presunie žetón z druhého polı́čka tejto dvojice. Hra teda nikdy neskončı́.
V druhej časti riešenia budeme predpokladať, že Bohuš na začiatku rozmiestni na hracı́ plán menej ako 36
žetónov. Popı́šeme stratégiu Alice, pri ktorej dokáže zabezpečiť, aby hra skončila najneskôr 36. kolom.
Na úvod si Alica predstavı́, že polı́čka sú nastálo zafarbené striedavo bielou a čiernou farbou. V každom kole po‑
tomAlica zvolı́ ktorékoľvek prázdne biele polı́čko – také vždy nájde, lebo bielych polı́čok je 36, zatiaľ čo všetkých
žetónov je menej. Bohuš tak bude nútený v každom kole presunúť žetón z niektorého čierneho polı́čka na biele.
S každým žetónom tak bude v priebehu celej hry môcť ťahať najviac raz a len s tými, ktoré na začiatku stáli na
čiernom polı́čku. Hra teda skutočne skončı́ najneskôr 36. kolom.
Riešenie 2:
Uvedieme odlišný prı́stup iba k druhej časti 1. riešenia. Budeme teda opäť predpokladať, že Bohuš na začiatku
rozmiestni na hracı́ plán menej ako 36 žetónov, teraz navyše tak, že žiadne tri susedné polı́čka nebudú prázdne
– inak Alica hru ukončı́ prvým kolom tým, že zvolı́ prostredné z týchto troch polı́čok. Ukážeme, že po nanajvýš
34 kolách si Alica vhodnou stratégiou vynúti situáciu, keď takéto tri polı́čka už budú existovať. (V poznámke
za týmto riešenı́m načrtneme, ako Alicamôže túto stratégiu ďalej vylepšiť, aby ukončila hru prı́padne ešte skôr.)
Prázdne polı́čka sú teda rozdelené do niekoľkých súvislých úsekov, tvorených vždy jedným alebo dvomapolı́čka‑
mi. Také úseky s dvoma polı́čkami existujú aspoň dva – aspoň jeden nájdeme pri každom z oboch rozdelenı́
všetkých 72 polı́čok na 36 dvojı́c susedných polı́čok, lebo žetónov je najviac 35.
Alica umiestni medzi každé dve prázdne susedné polı́čka zarážku (a po každom kole vykoná korekciu polohy
jednej z nich). Na začiatku tieto zarážky v počte 𝑧, kde 𝑧 ≥ 2, rozdelia všetkých 72 polı́čok na 𝑧 úsekov. Každý
z nich pritom obsahuje aspoň 3 polı́čka, začína sa aj končí sa prázdnym políčkom a neobsahuje dve susediace
prázdne políčka. Alica určite môže z týchto úsekov vybrať jeden, označme ho ďalej𝑈, v ktorom je žetónovmenej
ako prázdnych polı́čok (táto nerovnosť totiž platı́ pre ich celkové počty).
Nech 𝑘 je to celé čı́slo také, že 𝑘 ≥ 1, pri ktorom vybraný úsek 𝑈 obsahuje 𝑘 + 1 prázdnych polı́čok a najviac
𝑘 žetónov. Týchto žetónov však musı́ byť práve 𝑘 – po jednom v každej z 𝑘 „medzier“ medzi prázdnymi 𝑘 + 1
polı́čkami. Usek𝑈 je tak tvorený nepárnympočtom 2𝑘+1 polı́čok, pričomnavyše zrejme platı́ 2𝑘+1 ≤ 72−3 =
69, čiže 𝑘 ≦ 34. Pri zrejmom označenı́ potom obsadenosť polı́čok v okolı́ týchto dvoch zarážok okolo úseku 𝑈
vyzerá takto:

…0 ∣ 0 1 0 1 … 010
𝑈

∣ 0…

Alica v prvom kole zvolı́ v úseku 𝑈 prvé polı́čko zľava. Bohuš je potom donútený k presunu žetónu sprava – tým
sa ľavá zarážka posunie o dve pozı́cie doprava, takže vznikne nový úsek 𝑈′ dlžky 2𝑘 − 1:
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𝑈

∣ 0… → …010 ∣ 0 1 0 1 … 010
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V druhom kole Alica v úseku 𝑈′ zvolı́ opäť prvé polı́čko zľava. Procedúru neustále opakuje, až po 𝑘. kole, kde,
ako vieme, 𝑘 ≤ 34, dostane úsek medzi dvoma zarážkami tvorený jedným polı́čkom, ktoré tak je prostredným
v trojici susediacich prázdnych polı́čok. Tým je tvrdenie z úvodného odseku dokázané.



Poznámka:
Možnodokázať, žeAlicamôže úsek𝑈 zpredchádzajúceho riešenia vybrať tak, abybol tvorený najviac35polı́čka‑
mi. Okrem tohomôže Alica svoju stratégiu pozmeniť tak, že v úseku𝑈 ukáže nie na krajné, ale buďnaprostredné
prázdne polı́čko, alebo na jedno z polı́čok vedľa prostredného obsadeného. Potom sa po Bohušovom ťahu objavı́
v úseku 𝑈 nová zarážka, ktorá ho rozdelı́ na dva úseky – za 𝑈′ potom Alica vyberie kratšı́ z nich. Opakovanı́m
tejto procedúry dostane Alica postupnosť úsekov s počtami polı́čok, ktoré neprevyšujú postupne čı́sla 35, 17, 7,
3 a 1, takže Alica hru ukončı́ najneskôr piatym kolom.

2 Nech 𝑛 je celé čı́slo, kde 𝑛 ≥ 3, a 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑛 sú dlžky strán ľubovoľného 𝑛‑uholnı́ka. Dokážte nerovnosť

𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 > 2(𝑎21 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎2𝑛).

(Jaroslav Svrček)
Riešenie 1:
Keďže 𝑎1, …, 𝑎𝑛 sú dlžky strán 𝑛‑uholnı́ka, platia zrejmé nerovnosti

𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 > 𝑎1,

𝑎1 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 > 𝑎2,
⋮

𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1 > 𝑎𝑛 .
V prvej nerovnosti pripočı́tame k obomstranám𝑎1 a potomobe strany vynásobı́me kladným čı́slom𝑎1. Podobne
v druhej nerovnosti pripočı́tame k obom stranám 𝑎2 a potom ich obe vynásobı́me 𝑎2 a tak ďalej. Dostaneme tak
nerovnosti

𝑎1(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛) > 2𝑎21 ,
𝑎2(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛) > 2𝑎22 ,

⋮
𝑎𝑛(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛) > 2𝑎2𝑛 .

Ak sčı́tame všetkých týchto 𝑛 nerovnostı́, dostaneme

(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛)(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛) > 2(𝑎21 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎2𝑛).

Po odmocnenı́ oboch (kladných) strán poslednej nerovnosti už zı́skame nerovnosť, ktorú sme mali dokázať.
Riešenie 2:
Keďže v danej nerovnosti na označenı́ dlžok strán nezáležı́, môžeme predpokladať, že 𝑎𝑛 je z nich najväčšia.
Z platnej nerovnosti 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1 > 𝑎𝑛 potom dostaneme

𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 = ((𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛)(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛)

> (𝑎𝑛 + 𝑎𝑛)(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛) = 2𝑎𝑛(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛)

= 2(𝑎𝑛𝑎1 + 𝑎𝑛𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑎𝑛) ≥ 2(𝑎1𝑎1 + 𝑎2𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑎𝑛) = 2(𝑎21 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎2𝑛).

3 V ostrouhlom trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶 označme 𝐻 priesečnı́k jeho výšok a 𝐼 stred kružnice do neho vpı́sanej. Nech 𝐷
je kolmým priemetom bodu 𝐼 na priamku 𝐵𝐶 a 𝐸 je obrazom bodu 𝐴 v súmernosti so stredom 𝐼. Dalej nech 𝐹 je
kolmým priemetom bodu 𝐻 na priamku 𝐸𝐷. Dokážte, že body 𝐵, 𝐻, 𝐹 a 𝐶 ležia na jednej kružnici.

(Patrik Bak)
Riešenie:
Doplňme trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶 na rovnobežnı́k 𝐴𝐵𝑃𝐶. Keďže platı́ 𝐻𝐵 ⟂ 𝐴𝐶 ∥ 𝐵𝑃, je uhol 𝐻𝐵𝑃 pravý. Podobne
z𝐻𝐶 ⟂ 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝑃 vyplýva, že uhol𝐻𝐶𝑃 je tiež pravý. Oba body𝐵 a𝐶 preto ležia naTálesovej kružnici s priemerom
𝐻𝑃.
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Zrejme sa ďalej stačı́ zaoberať prı́padom, keď platı́ 𝐻 ≠ 𝐹. Vysvetlime, prečo potom stačı́ ukázať, že body 𝐷, 𝐸,
𝑃 ležia na jednej priamke. Vtedy totiž na tejto priamke ležı́ aj bod 𝐹, takže uhol 𝐻𝐹𝑃 je pravý, a teda jeho vrchol
𝐹 ležı́ (spolu s bodmi 𝐵, 𝐶 a 𝐻) na kružnici s priemerom𝐻𝑃.
Nech 𝑀 je stred úsečky 𝐵𝐶. V stredovej súmernosti so stredom v bode 𝑀 označme 𝐿 obraz bodu 𝐷 a 𝐽 obraz
bodu 𝐼. Z tejto súmernosti vyplýva, že 𝐽 je stredom kružnice vpı́sanej trojuholnı́ku 𝐵𝐶𝑃 a 𝐿 je bodom jej dotyku
so stranou 𝐵𝐶. Nech 𝐾𝐿 je priemer tejto kružnice. Bod 𝐽 je tak stredom úsečky 𝐾𝐿.
Je známe, že𝐷 je bodom dotyku kružnice zvonka pripı́sanej strane 𝐵𝐶 trojuholnı́ka 𝐵𝐶𝑃. (Súmerná združenosť
bodu dotyku pripı́sanej kružnice s bodom dotyku vpı́sanej kružnice podľa stredu dotyčnej strany je dokázaná
naprı́kladv riešenı́ úlohy63‑B‑S‑3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1011).) Tátopripı́saná kružnica je obra‑
zom jeho kružnice vpı́sanej v rovnoľahlosti so stredom vo vrchole 𝑃 (a koe icientom väčšı́m ako 1). V tejto
rovnoľahlosti je dotyčnica𝐵𝐶 kružnice pripı́sanej obrazom tej dotyčnice kružnice vpı́sanej, ktorá je s ich spoloč‑
nou dotyčnicou 𝐵𝐶 rovnobežná, má však od vrcholu 𝑃 menšiu vzdialenosť. Táto dotyčnica však prechádza
bodom 𝐾, keďže 𝐾𝐿 je priemer kružnice vpı́sanej kolmý na obe dotyčnice. Preto sa v tejto rovnoľahlosti bod 𝐾
zobrazı́ na bod𝐷, a teda body𝐷,𝐾,𝑃 ležia na jednej priamke. Zostáva tak dokázať, že na tejto priamke ležı́ aj bod
𝐸. Na to stačı́ ukázať, že úsečky 𝐸𝑃 a 𝐷𝐾 sú rovnobežné. To sú však strany postupne trojuholnı́kov 𝐴𝐸𝑃 a 𝐿𝐷𝐾
so strednými priečkami postupne 𝐼𝑀 a𝑀𝐽, pre ktoré platı́ 𝐼𝑀 ∥ 𝐸𝑃 a𝑀𝐽 ∥ 𝐷𝐾. Odtiaľ už vyplýva požadovaný
vzťah 𝐸𝑃 ∥ 𝐷𝐾, pretože𝑀 je stredom úsečky 𝐼𝐽.


