MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh 2. dna celostatneho kola kategorie A

4 Nech (a,)y, je postupnost kladnych celych ¢isel taka, Ze ak n = 0, tak
Aniz2 = Qoaqy +asa; + - +azan — L

a) Dokazte, Ze niektoré prvocislo je delitelom nekonecne vela ¢lenov tejto postupnosti.
b) DokaZte, Ze takych prvocisel je nekonecne vela.
(Tomas Barta)
RieSenie:
VSimnime si, Ze ak n > 0, tak plati

Anyz = (Apay + a1a; + - + Aplpyq) + App1Qpey — 1

= (Ans2 + D+ app1anyz — 1 = apyp + Apy1niz = Anyz(@ngg + 1),
ateda a,y, | a,43. Matematickou indukciou preto l'ahko dokdzeme, ze akn = m > 2, tak a,, je delitelné a,,.

a) KedZe vSetky cleny a; si kladné celé ¢isla, plati
a4=a0a1+a1a2+a2a3_121+1+1—1=2.

Cislo a, je teda delitelné aspon jednym prvoéislom. Podla ivodného odseku je kazdé a,, také, Ze n > 4,
delitelné c¢islom a,, a teda je delitelné aj tymto prvocislom.

b) Tvrdenie dokdZeme sporom: Nech je mnoZina vSetkych prvocisel, ktoré su delitelmi nekonecne mnohych
¢lenov postupnosti, konecna. Ako vieme z Casti a), je neprazdna. Oznacme ju P, plati teda P = {py, ..., px}
pre vhodné kladné k. Zrejme pre kazdé i z {1, 2, ..., k} existuje také n;, Ze n; = 2 a a,, je deliteIné p;. Nech
N = max{n, ...,n;}, potom N = 2 a podla Gtvodného odseku je Cislo ay delitelné vSetkymi cislami a,, , ...,
ap,, a teda i vSetkymi prvocislami py, ..., pi. Kladné celé &islo ay + 1, ktoré je vacSie nez 1, potom nie je
delitelné ziadnym prvocislom z P, musi teda existovat prvocislo g nepatriace do P také, Ze q | ay + 1. Toto
prvocislo g je potom tiez delitelom ¢isla ay,4 (ay + 1) CiZe ay,, teda podla ivodného odseku plati q | a,
pre kazdé n také, ze n > N + 2. Preto q € P, ¢o je vSak spor.

Poznamka:

Z rieSenia Casti a) vieme, Ze kazdé prvocislo, ktoré deli niektory ¢len postupnosti po¢nic a,, deli aj vSetky nasle-
dujtce Cleny. Staci teda dokazat, Ze existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré delia aspoii jeden ¢len danej postup-
nosti. Tento poznatok je dosledkom silnejSieho tvrdenia, Ze pre kaZdé n je Cislo a,, 4 delitelné aspori n roznymi
prvocislami. Dokaz tohto tvrdenia tu uvadzat nebudeme.

5 Vtrojuholniku ABC ozna¢me M, N, P postupne stredy stran BC, CA, AB a G jeho tazisko. Nech kruZnica opisana
trojuholniku BGP pretina priamku MP v bode K réznom od P a kruZnica opisana trojuholniku CGN pretina
priamku MN v bode L r6znom od N. Dokazte, Zze |*BAK| = |&CAL|.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Stredna priecka MP pretina taznicu BN medzi bodmi B a G, takze bod K lezi na polpriamke PM a BKGP je

tetivovy Stvoruholnik. Podobne bod L leZi na polpriamke NM a CLGN je tetivovy Stvoruholnik. Vzhladom na
vztahy MP || CAa MN || BA tak mame

|«BPK| = |«BPM| = |<BAC| = [«MNC| = |XLNC]|,
zatial’ o z oboch tetivovych Stvoruholnikov vyplyva

|«BKP| = |4BGP| = |<NGC| = |<NLC]|.



) .

Trojuholniky BPK a CNL su preto podla vety uu podobné. Vdaka tomu st podobné aj trojuholniky ABK a ACL,
a to podla vety sus, lebo
|«ABK| = |«PBK| = [&NCL| = |<ACL|

|AB| IPB| _ INC| _|AC|
IBK| ~“ IBK| " IcLl IcLI’
Tym je rovnost |«BAK| = [«CAL| dokazana.

Nech n je kladné celé cislo, kde n > 3. UvaZujme Stvorcekovy papier s rozmermi n X n, ktorého jednotlivé
Stvorceky moZu mat bud’ bielu, alebo ¢iernu farbu. V kaZdom kroku zmenime farby piatich Stvorcekov, ktoré
tvoria Utvar

v lubovolnom natoceni. Na zaciatku st vSetky Stvorceky biele. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po konecnom
pocte krokov dosiahnut' to, Ze vSetky Stvorceky budu Cierne.

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
DokaZeme, 7e prefarbenie (t. j.zmena farby $tvoréeka z bielej na ¢iernu a naopak) vsetkych n? bielych $tvoréekov
je po urcitom pocte krokov mozné prave vtedy, ked plati n > 3 a zaroveii je ¢islo n delitelné 2 alebo 3.
Ukazme najprv, ze ak n = 3, tak pozadované prefarbenie neexistuje:

e Uvazujme takéto Stvorceky 4, B, C:

Uvedomme si, Ze v kazdom kroku sa prefarbi stvorcek A a prave jeden zo Stvorcekov B alebo C. Ak by sme po
urcitom pocte krokov vsetkych 9 Stvorcekov prefarbili, pocty prefarbeni stvorcekov B a C by boli neparne,
teda pocet prefarbeni Stvorceka A by bol parny, a preto by sa vo vysledku Stvorcek A neprefarbil, ¢o je spor.

Dalej uz preto budeme predpokladat, Ze plati n > 4.

¢ Ak je n delitelné 2, vyuZijeme opakovane postup podla nasledujiceho obrazku, pri ktorom Styrmi krokmi
v zeleno vyznacenom Stvorci 4 X 4 prefarbime prave 4 Stvorceky jedného Stvorca 2 X 2. Papier n Xn rozdelime
na (n/2)? stvorcov 2 X 2 a postupne v kazdom z nich prefarbime $tvorceky uvedenym postupom. Pri tych
Stvorcoch, ktoré sd na hranici papiera, budeme konstrukciu z obrazku vhodne otacat, aby potrebny Stvorec
4 x 4 lezal cely vnutri papiera.



¢ Akjendelitelné 3, vyuzijeme opakovane postup podla nasledujticeho obrazku, ktory najskér vyuziva dvakrat
konstrukciu z predchadzajiiceho bodu. Takto v éerveno vyznacenom obdizniku 5 x 4 prefarbime prave 9
Stvorcekov jedného Stvorca 3 X 3. Postup podobne ako v 1. ¢asti uplatnime na jednotlivé Stvorce 3 X 3, na
ktoré cely papier rozdelime, pricom pre hrani¢né Stvorce konstrukciu z obrazku opat vhodne otacame, aby
potrebny obdiZnik 5 x 4 leZal cely vnitri papiera.
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« Teraz budeme predpokladat, Ze n nie je delitelné 2 ani 3. Stvoréeky papiera n x n v kazdom riadku ozna¢ime
postupne ¢islami 0, 1, 2, 0, ...:
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Nech q;, kde i € {0, 1, 2}, oznacuje pocet Cierno zafarbenych $tvorcekov s ¢islom i. VSimnime si, Ze parita
kazdého z troch Cisel a; sa po kazdom kroku zmeni, lebo v iom menime farbu niektorych $tvorcekov iba
v troch susednych stipcoch, a to v kazdom z nich pri neparnom poéte $tvorcekov. Ked%e na zadiatku mame
ay = a; = a, = 0, polubovolnom pocte krokov bud ¢isla ag, a;, a, bud vSetky parne, alebo vSetky neparne.
Vdaka predpokladu, Ze 3 nedeli n, je $tvoréekov s ¢islom 0 o n (cely jeden stipec) viac ako $tvoréekov s ¢islom
2. Keby po niektorom pocte krokov boli vSetky Stvorceky zafarbené Cierno, platilo by potom ay —a, = n, ¢o
by vzhladom na predpoklad, Ze 2 nedeli n, znamenalo, Ze ¢isla a, a a, maji réznu paritu. To vSak odporuje
zaveru z predchadzajticeho odseku. Po Ziadnom pocte krokov sa ndm tak nepodari zadanu tlohu splnit.




