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B-1-1 Byrokracia

Na tejto tlohe bolo pekné, ze sa dala riesit mnohymi réznymi spésobmi. Ukazeme si jedno pomalé a tri rozliéné
rychle riesenia.

Vsetky tieto riesenia sa ndm budu lepsie vysvetlovat, ak si ilohu reprezentujeme pomocou grafov, takze zacneme
trochou teérie. Ak uz grafy poznate, mozete preskocit az po sekciu ,Riesenie simuldciou®.

Graf sa skladd z vrcholov a hran, pricom v nasom pripade vrcholy st kanceldrie a hrany st spojenia medzi
kancelariami. Vrcholy zvykneme oznacovat malymi pismenami, napriklad u, v, w, u1,u;,... Ak nds z kancelarie
u posla do kanceldrie v, tak hovorime, Ze z vrcholu u vedie hrana do vrcholu v.

V tejto tlohe pracujeme s orientovanym grafom — kazda hrana nasho grafu ma orientdciu, ¢ize smer, ktorym
vedie. Hrana vedica z v do v teda nie je to isté ako hrana vedica z v do w.

Viac o grafoch si moézete precitat v tomto ¢lanku: https://www.ksp.sk/kucharka/grafy_uvod/.

Kedze v nasej ulohe z kazdého vrcholu vedie len jedna hrana, mozeme si definovat novy pojem krok — presun po
hrane. Napr. ak za¢neme vo vrchole ug a spravime 5 krokov, tak skon¢ime vo vrchole us, ktory je jednoznacne
urceny tym, ze v nasom grafe existuju vrcholy uq, ug, us, us také, ze z ug do w1, z uy do us, z us do us,
z ug do uyg a z ug do us vedt hrany. Tieto vrcholy nemusia byt vSetky rozne. Napr. ak z vrcholu 1 vedie hrana
do 2 a z vrcholu 2 vedie hrana do 1, tak z 1 sa na 5 krokov dostaneme do 2, kedze z vrcholu 1 postupne urobime
kroky do vrcholov 2, 1, 2, 1 a 2.

Riesenie simulaciou

Ak sa vratime k povodnej tlohe, tak v reci grafov sa pytame, kolko existuje takych vrcholov v, pre ktoré existuje
neprazdna postupnost krokov z v naspéit do v (¢o budeme dalej znadit aj v — v).

Toto je ekvivalentné zadanej tilohe, lebo

o Ak neexistuje postupnost krokov v — v, tak nevieme pocas jednej navstevy ministerstva navstivit vrchol
v opakovane a teda ani stokrat.

o Ak existuje postupnost krokov v — v, tak vieme pocas jednej navstevy ministerstva navstivit vrchol v
aspon stokrat a to napriklad tak, ze za¢neme vo vrchole v a 99-krat zopakujeme postupnost krokov, ktora
nas dostane naspéat do v.

Postupnosti krokov z v do v mdZe existovat viacero (napriklad zopakovanim v — v), ale vzdy zo vSetkych
moznosti vieme vybraf ti najkratsiu.

D4 sa lahko dokédzat, ze v najkratsej postupnosti v — v sa ziadne vrcholy nezopakuji (okrem v na zaciatku a
na konci). Ak by sa opakoval nejaky vrchol u, mdme postupnost v — v — u — v, ale potom by tdto postupnost
nebola najkratsia, lebo v — u — v je kratsia. Kedze sa v najkratsej postupnosti vrcholy neopakuji a vrcholov
je najviac n, tak najkratsia postupnost mé najviac n — 1 krokov.

Ak existuje postupnost krokov v — v, budeme tiez hovorit, Ze vrchol v sa nachidza na cykle.

Uloha zo zadania by sa teraz dala preformulovat aj nasledovne: ,Pre zadany orientovany graf, v ktorom z kazdého
vrcholu vychadza prave jedna hrana, spocitajte, kolko vrcholov lezi na nejakom cykle.“

Jednoduché, ale pomalé riesenie by teda mohlo vyzerat nasledovne: Vyskusame zacat v kazdom vrchole. Pre
kazdy vrchol odsimulujeme najviac n krokov. Ak pocas tychto krokov navstivime zaciatoény vrchol, tento vrchol
sa nachddza na cykle, inak sa na cykle nenachidza.

Casova zlozitost tohto riesenia je O(n?), pre kazdy z n vrcholov odsimulujeme najviac n krokov.

Riesenie efektivnou simulaciou

Pomocou nasledujiceho pozorovania dokdzeme simuldciu zrychlit. Ak je vrchol v na cykle, a z v do u vedie
hrana, tak aj u je na cykle. Jednoducho, ak v,u — v je cyklus, tak u — v,u je tiez cyklus. Cize ak mame

postupnost krokov, ktoré postupne navstivia vrcholy wg, w1, us, us, . . ., ug, ug, tak nielen ug je na cykle, ale aj
kazdy z vrcholov uy,...,ur je na cykle.
Podobne, ak mame postupnost vrcholov ug, u1, . . ., ux a vieme, ze uy nie je na cykle, tak ani ziadne z ug, . . ., ug_1

nie st na cykle. Ak by napriklad u; bol na cykle, tak by na cykle museli byt aj vrcholy w;41, u;12 az ug, ¢o je
spor.
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Ako priklad si mozeme predstavit, ze simulujeme kroky z vrcholu 7 a postupne navstivime vrcholy 7, 9,6, 8,5, 2, 8.
Prvy vrchol, ktory je na cykle je vrchol 8. Z toho vieme, Ze vrcholy 8, 5,2 st na cykle a vrcholy 7,9, 6 na ziadnom
cykle nie si. S touto znalostou moézeme usetrit vela vypoctového casu, pretoze nemusime pustat simuldciu
z vrcholov 9,6, 8,5, 2.

Tuto myslienku vieme vyuzit pri implementécii. Chceme upravit riesenie simuldciou tak, aby sme nepustali
hladanie cyklu z vrcholov, o ktorych uz pozname odpoved z predchadzajicej simuldcie. Vieme, Ze ak spustime
simuldciu z vrcholu v po najviac n krokoch sa nejaky vrchol zopakuje. Nech sa ako prvy zopakuje vrchol wu.
Nasa simuldcia postupne presla cestou v — u — wu. Z tejto simuldcie vieme rovno povedat, ze vSetky vrcholy
navstivené v ¢asti u — u lezia na cykle a vSetky vrcholy v — wu (s vynimkou u) na cykle nelezia. Z tychto
vSetkych vrcholov teda simulaciu pistat nemusime.

Vieme si vSak uvedomit este jednu vlastnost. Predstavme si, ze zacneme simulovat kroky z vrchola v a zrazu
narazime na vrchol w, ktory sme spracovali v niektorej z predchadzajicich simulécii. Uvedomme si, ze v ta-
kom pripade moézeme o vsetkych vrcholoch v — w rovno povedat, ze sa na cykle nenachadzaju a v simulacii
nepokracovat.

Totiz, ak sa vrchol w na cykle nenachadza, znamenda to, ze z neho vedie cesta, ktord sa cykli neskor tvaru
w — u — u. Pridanim nasej novoobjavenej cesty v — w to vieme prediiit’ na v — w — u — u, z toho vsak
vieme, ze vrcholy v — w na cykle nie su.

A ak sa vrchol w nachddzal na cykle w — w, tento cyklus nemoze obsahovat Ziadne z vrcholov v — w. V
opacnom pripade by totiz tieto vrcholy uz boli oznacené a vrchol w by nebol prvy skoér spracovany vrchol na
ktory sme narazili. Dostavame tak cestu v — w — w, z ¢oho opét usidime, ze vrcholy v — w nelezia na cykle.

Vsimnime si, Ze nasa upravend simuldcia musi vediet spracovavat dva velmi podobné stavy. V jednom narazi na
skor navstiveny vrchol u, ktory signalizuje cyklus v — u — w. V druhom narazi na skor navstiveny vrchol w,
z ¢oho usudi, zZe celd cesta v — w nelezi na cykle. Rozdielom tychto dvoch stavov je, ze u bol navstiveny
v aktudlne beZiacej simulacii a vrchol w v niektorej predchddzajicej simulacii.

Aby sme tieto stavy rozlisili, v programe pouzijeme premenniti loop_id, ktora sa zvysi pri kazdom spusteni novej
simulacie. Navstivenost vrcholov si budeme znacit v poli visited. Nepouzijeme vSak iba hodnoty true/false
(navstiveny /nenavstiveny). Prvok visited[v] bude 0 ak je vrchol v nenavstiveny a ak uz bol v navstiveny,
visited[v] si bude pamétat, v ktorom cykle sa to stalo (vtedajSia hodnota loop_id).

Ked narazime na uZ navstiveny vrchol (visited[v] > 0), Tahko rozliSime, ¢i sme ho navstivili v tejto alebo
v skor beziacej simulacii.

Pri takejto simulacii prejdeme po kazdej hrane najviac dvakrat, vdaka ¢omu bude mat nase riesenie éasovi
zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int n;
int A[2000047];
int visited[2000047];

int main() {
scanf ("%d", &n);

for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i) {
scanf ("%d", A+i);
Ali]-—;

}
// do tejto premennej budeme pocitat prvky na cykloch

int result = 0;
for (int i = 0; 1 < n; ++i) {
// simulaciu budeme pustat iba z vrcholov, ktore sme este nenavstivili
if (visited[i]) continue;
int loop_id = i+1;
int k = 1i;

// zacneme vo vrchole ‘k = i‘, a postupujeme, az kym sa nam nezopakuje nejaky vrchol

while (true) {
// tento vrchol uz sme navstivili skor a pustali sme z neho simulaciu, takze mozeme tuto simulaciu skoncit
if (visited[k] && visited[k] < loop_id) break;
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// zopakoval sa nam vrchol, takze aktualne ‘k‘' lezi na cykle

if (visited[k] == loop_id) {
// prejdeme cely cyklus este raz, a spocitame, kolko je na nom vrcholov
int j = k;
do {
result += 1;
j = Aal3);
} while (3 != k);
break;

}

// simulujeme krok na dalsi vrchol
visited[k] = loop_id;
k = A[k];

}

}
printf ("$d\n", result);

RieSenie so zamyslenim

Oznaéme D(v, k) vrchol do ktorého sa dostaneme ak za¢neme vo vrchole v a spravime k krokov. Napriklad, ak
existuje postupnost krokov u, v, w, tak D(u,0) = u, D(u,1) = v, D(u,2) = w.

Prvé pozorovanie je, Ze D(v, m) pre m > n urcite leZ{ na nejakom cykle. Inak povedané, ak za¢neme vo vrchole v
a spravime aspon n krokov, tak sa dostaneme do vrcholu u, ktory uz urcite lezi na nejakom cykle.

Dékaz je nasledovny: Postupnost m krokov navstivi aspon n + 1 vrcholov (rdtajic aj ten, v ktorom sme zacali).
Medzi tymito vrcholmi sa musi nejaky vrchol zopakovat (Dirichletov princip). Nazvime si Tubovolny jeden
opakujuci sa vrchol w. Postupnost navstivenych vrcholov teda vyzerd nasledovne: v — w — w — u. Z toho, ze
w sa zopakuje, vieme, Ze w lezi na cykle. A z konca nasej postupnosti vieme, zZe z w sa nejakym poc¢tom krokov
dostaneme do u. To ale znamenad, ze u musi byt tiez jednym z vrcholov na tom istom cykle ako w.

Druhé pozorovanie je, ze ak mame dané lubovolné m > n a w lezi na nejakom cykle, tak existuje v, pre ktory
plati D(v, m) = w.

Dokaz je jednoduchy: Pozrime sa na cyklus, na ktorom lezi u. Jeden mozny vrchol v s hladanou vlastnostou vieme
najst tak, ze z u spravime m krokov po cykle, ale ,proti smeru sipok“.

Spojenim pozorovani je velké pozorovanie, zZe pre kazdé dostatocne velké m (m > n) plati, Ze:

o Ked pre kazdy vrchol v najdeme vrchol D(v,m), vSetky takto ndjdené vrcholy lezia na cykloch.
o Kazdy vrchol, ktory lezi na nejakom cykle, pre nejaké v naozaj najdeme.

Ulohu teda vyrieSime tak, Ze si zvolime konkrétne dostatoéne velké m a potom pre kazdy vrchol v spoéitame
D(v,m). Dostaneme tak zoznam vrcholov, ¢o si, ako sme dokédzali vyssie, prave vSetky vrcholy, ktoré lezia na
nejakom cykle. Staci len vyhadzat duplikaty a spocitat ich.

Pre efektivne pocitanie D (v, m), si ako m zvolime mocninu dvojky. Pre kazdy vrchol pozndme D(v, 1) — hrana
zadand na vstupe. Ostatné hodnoty spocitame opakovanim vzorca D(v,2i) = D(D(v,i),4). Vrchol vzdialeny 2i
od vrcholu v ndjdeme tak, Ze sa pohneme o ¢ krokov od vrcholu, ktory je o ¢ vzdialeny od v.

V implementécii nizsie sme si zvolili m = 222 > 2000 000.

Toto rieSenie m4 zlozitost O(nlogn), ¢o nie je optimélne rieSenie, ale s prehladom stihne zbehnit do par sekiind
aj na velkych vstupoch.! Pamétova zlozitost je O(n), pretoZe ked spocitame D(v,2i) pre vietky v, moZeme
zabudnit D(v,1).

LOdkial sa vzal ten logaritmus? Namiesto pevne zvolenej dostato¢ne velkej konstanty by sme m mohli zvolit tak, Zze ndjdeme
najmensiu mocninu dvoch, ktord je vidsia alebo rovna n. Toto je prave hodnota 2%, kde k je nahor zaokrihlens hodnota dvojkového
logaritmu éisla n. No a nd§ program na najdenie vrcholov tvaru D(v,m) pre m = 2k potrebuje spravit presne k (¢ize priblizne
log, n) iterécii a v kazdej vypocitat nové pole dizky n zo starého.
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Listing programu (Python)

_, D = input (), [int(x)-1 for x in input().split ()]

for _ in range(22):
# z D(v, i) spoditame D(v, 2i), v podstate D[v] := D[D[v]]
D = [D[a] for a in D]

# set (D) vyhodi duplikdty v &ase O(n), len() spoéita podet.
print (len(set (D)))

Riesenie s celkom inym zamyslenim

Uplne iny pohlad na tlohu je nasledovny. Vrchol, do ktorého nevedie Ziadna hrana, nie je na cykle.

Takéto vrcholy mozeme z grafu odstranit. Ked ich odstrdanime, mohlo sa stat, ze do nejakych novych vrcholov
zrazu ziadna hrana nevedie. Tak odstranime aj tie a opakujeme, az kym sa nestane, ze do kazdého vrchola vedie
hrana.

Ak mame orientovany graf, kde z kazdého vrchola vychadza prdve jedna hrana a do kazdého vrchola vchadza
aspon jedna hrana, tak zaroven plati, ze do kazdého vrchola vchadza prdve jedna hrana. Musi to platit, lebo
celkovy pocet vchadzajucich hran musi byt rovnaky ako celkovy pocet vychadzajacich hran.

Takyto graf je potom nutne tvoreny niekolkymi disjunktnymi cyklami a ni¢im inym (sktste dokézat, preco).
Riesenie je teda nasledovné. Kym sa d4, odstranujeme z grafu vrcholy do ktorych nevedie hrana. Ked uz ni¢
dalsie odstranit nevieme, spocitame vrcholy, ktoré ndm ostali.

Pre efektivnu implementaciu si pre kazdy vrchol pamétame, kolko do neho vedie hran a udrzujeme si zoznam
nespracovanych vrcholov, do ktorych zZiadna hrana nevedie. Pri spracovani vrcholu v sa pozrieme kam smeruje
hrana z neho a tomu vrcholu o 1 zmensime pocet do neho vedicich hran. Ak toto ¢islo klesne na nula, priddme
ho medzi nespracované vrcholy, aby bol neskor z grafu odstraneny.

Casova zlozitost tohto riesenie je O(n) — kazdy vrchol najviac raz odstranime z grafu a pri kazdom odstraneni
aktualizujeme pocet hrén pre jeden iny vrchol. Pamétovd zlozitost je O(n).

Listing programu (Python)

= int (input())
= [int(x)-1 for x in input () .split ()]
= [0 for _ in range(n)]

g

v premennej ‘B[a]‘' si pamatame, kolko hran vedie do
or a in A:
Bla] +=1

a

Fh¥E WD

# najdeme vsetky vrcholy do ktorych nic nevedie

to_remove = [a for a in range(n) if B[a] == 0]

while len(to_remove) > 0:
# pocas toho, ako mazeme tieto vrcholy z grafu, aktualizujeme si B[] pre ostatne vrcholy
b = to_remove.pop ()
B[A[b]] =1

# ked zrazu do noveho vrcholu nevedie ziadna hrana, pridame ho do zoznamu

if B[A[b]] ==
to_remove.append (A[b])

# spocitame, kolko vrcholov nam ostalo v grafe. Tie, ktore sme odstranili maju B[a] == 0.
print (sum(B[a] > 0 for a in range(n)))

B-1-2 Cinka

Na zaciatok niekolko zrejmych pozorovani. Ak je pozadovand hmotnost v mensia ako 20 kg, tak takt hmotnost
nevieme dosiahnut — samotna ty¢ vazi 20 kg. Ak je v nepéarne, tak je tiez nedosiahnutelné, lebo ¢inka musi byt
symetricka.

Dalej sa budeme zaoberat len zostédvajicimi pripadmi. Stadf ndm na jednej strane ty¢e dosiahnuf hmotnost
%20 kg. Totiz, ak toto dosiahneme, tak na druhej strane tyce vieme dosiahnut rovnakt hmotnost rovnakymi
operaciami (len na opacnej strane), a dostat tak pozadovant hmotnost 20 + 2 - % = v. Oznac¢me pozadovani
hmotnost polovice ¢inky ako v’ = ”_2&.
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Zo symetrie tiez vyplyva, Ze na jednu stranu tyce smieme umiestnit kazdd hmotnost najviac raz. Jednotlivé
kottuce mame sice dvakrat, ale ak by sme oba képie umiestnili na ta istd stranu, tak by nam nezostalo ni¢ na
druht stranu.

Zaciname s prazdnou cinkou

Riesme teraz jednoduchsi pripad, ked je zacCiatocné Cinka prazdna.

Oznacme si hmotnosti koticov na jednej strane nalozenej ¢inky v > ve > ... > v;. Kazdi hmotnost od 1 pon
vieme maf zastipend najviac raz, ¢o znamend, ze maximalna dosiahnutelnd hmotnost je 1 + 2 + ... + n. Musi
teda platit, ze 1 + 2+ ...+ n > v'. Otdzka znie: vieme dosiahnut kazdu takito hmotnost?

Vieme. Predstavme si totiz, ze postupne priddvame na pol-¢inku kotice n, potom n — 1, ..., az po 1. Ak nikdy
nepresiahneme poZzadovani hmotnost, tak musi platit v/ =1+ 2+ ...+ n a prave sme ttto hmotnost dosiahli
(tym, Ze sme ulozili vSetky kottice, od najtazsieho po najlahsi). Ak pozadovani hmotnost niekedy presiahneme,
tak sa pozrime detailnejsie na tento moment. Na ty¢i museli byt kottuce n,n —1,...,k a vtedy bola ty¢ tazka
nanajvys v’ kg. Po umiestneni kottiéa k—1 ale tiito hmotnost prekroc¢ime. To ale znamend, ze chybajica vdha na
pol-¢inke bola menej ako k— 1. Staci ndm teda pridat kotué¢ chybajicej hmotnosti, ¢im dosiahneme hmotnost v'.
(Pripadne nepridat ziaden kotti¢, ak by si to vyzadovalo umiestnenie kotii¢a hmotnosti 0.)

5|43 —> 5/4[1

Priklad vysSie uvedeného procesu, kde n = 5 a v/ = 10. Po umiestneni kotticov 5,4 a 3
mame hmotnost 12 kg, ¢o je o 2 kg viac, ako chceme. Sta¢i ndm potom namiesto posled-
ného kotica umiestnit kotiac¢ o 2 kg lahsi, t.j. kotic¢ 1. Dostaneme tak pol-¢inku 5,4, 1.

Je toto ale najlacnejsie riesenie? Nevieme rovnaku hmotnost tyce dosiahnut presunutim mensej hmotnosti?
Nevieme. Aby sme sa z hmotnosti 0 dostali na hmotnost v’, uréite potrebujeme dokopy presuniit aspon hmotnost
v’. No a v nasom rieseni je celkovd presunutd hmotnost presne v/, kedze nikdy nijaké kottice neodoberame, len
postupne priddvame kottice s celkovou hmotnostou presne v'.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
int n, v;
cin >> n >> v;
if (v $ 2 ==1 1] v < 20) {
cout << "-1\n";
return 0;

}
v = (v - 20) / 2;

vector<int> polCinky;
int aktualnaHmotnost = 0;
for (int vi = n; vi >= 1; vi-——) {
if (aktualnaHmotnost + vi > v) {
int naPridanie = v - aktualnaHmotnost;
if (naPridanie > 0) {
polCinky.push_back (naPridanie);
aktualnaHmotnost += naPridanie;
}
break;
}
else {
polCinky.push_back (vi);
aktualnaHmotnost += vi;

}

if (aktualnaHmotnost < v) {
// vacsiu hmotnost nevieme dosiahnut
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cout << "-1\n";
return 0;
}
cout << 2 % polCinky.size() << "_" << 2 % aktualnaHmotnost << "\n";
for (int vi : polCinky) {
cout << "L_+." << vi << "\n";
cout << "R_+_" << vi << "\n";
}
return 0;

}

Casova, zloZitost je O(n) — pre kazdy z kotti¢ov v konstantnom ¢ase overime, ¢ jeho pridanie prekroéi pozadovant
hmotnost v'. Ak nie, tak ho priddme do pol-¢inky (¢o je opat v konStantnom case). Pamétova zlozitost je O(n),
lebo si paméatame kottice na pol-¢inke kym ju zostrojujeme.

V/Seobecné riesenie

Predstavme si teraz, ze uz na pol-¢inke mame kottuce v; > vy > ... > v;. Ako najlacnejsie dosiahnut hmotnost
v'? Uréite musime presunif aspon hmotnost Av' = v/ — vy — vy — ... — v;, a aby sme presunuli presne tito
hmotnost, musime kottce len pridévat (nesmieme ich odoberat).

Ak Av' < 0, tak to zrejme nepdjde (cielova hmotnost je mensia ako zaciatoéna, takze urdite musime aspon
jeden kottué odobrat). Ak Av’ > 0, tak to mozno pdjde. Otdzka je, ¢i vieme dosiahnut tito hmotnost ak mame
k dispozicii iba kotice hmotnosti mensej ako v;. Toto sme uz ale riesili v predchadzajicej Casti: mozeme si
predstavit, Ze tieto kotice postupne pridavame od najtazsieho po najlahsi. Ak umiestnime vsetky kotice a stéle
sme Tahsf ako Av’, tak to nepojde. V opa¢nom pripade sme mozno prestrelili (mdme tazsiu pol-¢inku ako treba),
tak posledny kotii¢ odoberieme a pripadne priddme kotuc¢ spravnej hmotnosti.

Ak takto vieme dosiahnut Av’, tak sme vyhrali. V opacnom pripade uréite musime najkrajnejsi kotdac (v;)
odobrat. To ale znamend, ze sme prave nasli nutny prvy krok optimélneho riesenia a teda ho moézeme rovno
vykonat. Najkrajnejsi kotuc¢ teda odoberieme. Nasledne mdzeme celt vyssie rozpisani ivahu zopakovat s novou
pol-¢inkou, na ktorej je o koti¢ menej. Ak ani po odobrati vSetkych koticov nevieme dosiahnut pozadovant
hmotnost naslednym pridéavanim, tak danii hmotnost nevieme dosiahnut.

Pl — 2T — -7

Priklad vyssie uvedeného procesu, kde pociatocny stav pol-¢inky je v1 = 7,v9 = 4,v3 = 2
a chceme v’ = 18.

Analyzujme casovu zlozitost:

o Ako prvé testujeme, ¢i vieme dosiahnut v’ s tym, Ze iba priddvame na pol-¢inku vy, ...,v;. Toto trva
nanajvys v; krokov (lebo postupne priddvame nanajvys v; — 1 kotiicov).

o Ak ten test neuspel, odoberieme v; a potom znova testujeme, ¢i vieme dosiahnut v’ priddvanim kotucov,
pricom tentokrat ich uz pridévame na pol-cinku vy, ...,v;_1. Tento test trva nanajvys v;_; krokov.

e Ak ani ten test neuspel, ...

e V najhorsom pripade sa dostaneme az k tomu, Ze odoberieme aj kotu¢ v; a potom eSte otestujeme, ¢i
vieme dosiahnut v" priddvanim kotti¢ov na prazdnu ¢inku. Tento posledny test mé nanajvys n krokov.

V kazdej tirovni spravime nanajvys n krokov a trovni je n. Casova zlozitost je teda O(n?). Pamétova zlozitost

je O(n).
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

// Vrati true ak sa naslo riesenie, inak false.

bool vyriesPolcinkuLenPridavanim(int maxKotuc,

}

if (deltav < 0) {
return false;

}

int aktualnaHmotnost = 0;
for (int vi = maxKotuc; vi >= 1; vi--) {
if (aktualnaHmotnost + vi > deltaV) {

int deltav,

int naPridanie = deltaV - aktualnaHmotnost;

if (naPridanie > 0) {

pridaneKotuce.push_back (naPridanie);

aktualnaHmotnost += naPridanie;
}
break;
}
else {
pridaneKotuce.push_back (vi);
aktualnaHmotnost += vi;

}

if (aktualnaHmotnost < deltaV) {
// vacsiu hmotnost nevieme dosiahnut
pridaneKotuce.clear();
return false;

}

return true;

int main() {

int n, v;
cin >> n >> v;

if (v $2==1 || v < 20) {
cout << "-1\n";

return 0;
}
v = (v - 20) / 2;

int k;
cin >> k;

vector<int> stav;

int aktualnaHmotnost = 0;
for (int ki = 0; ki < k; ki++) |
int vij;

cin >> vi;
stav.push_back (vi);
aktualnaHmotnost += vi;

}

int pocetOdobranychKotucov = 0;
int presunutaHmotnost = 0;
vector<int> pridaneKotuce;
while (true) {

vector<int>& pridaneKotuce)

{

int maxKotuc = ( stav.empty() ? n : (stav.back() - 1) );
if (vyriesPolcinkulenPridavanim(maxKotuc, v - aktualnaHmotnost, pridaneKotuce)) {
for (int kotuc : pridaneKotuce) {
presunutaHmotnost += kotuc;
}
break;
}
if (stav.empty()) {
// ani z prazdnej cinky to nevieme dosiahnut
cout << "—-1\n";
return 0;
}
pocetOdobranychKotucov++;
presunutaHmotnost += stav.back();
aktualnaHmotnost -= stav.back();
stav.pop_back () ;
}
cout << 2 % (pocetOdobranychKotucov + pridaneKotuce.size()) << "_" << 2 x presunutaHmotnost << "\n";

for (int i = 0; 1 < pocetOdobranychKotucov; i++) {

cout << "L_-\n";
cout << "R_-\n";
}

for (int kotuc : pridaneKotuce) {
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cout << "L_+_" << kotuc << "\n";
cout << "R_+ " << kotuc << "\n";
}
return 0;

}

Este vieme spravit jednu optimalizdciu ¢asovej zlozitosti. Ked testujeme, ¢i vieme dosiahnut nejaké Av’ iba
pomocou kottucov mensich ako v;, pytame sa vlastne na to, ¢i 0 < Av’ <142+ ...+ (v; — 1). Na hodnotu na
pravej strane nerovnosti ale existuje vzorec: 1+24...+k = % Takze to vieme zistit v ¢ase O(1) a rieSenie
skladat jedine vtedy, ked tento test prejde. Casovii zlozitost tak zredukujeme na O(n) — lebo kottiée budeme
pridavat na pol-¢inky jedine vtedy, ked uz sme si isti, ze to vedie k rieseniu.

// ...

// Vrati true ak sa naslo riesenie, inak false.
bool vyriesPolcinkulenPridavanim(int maxKotuc, int deltaV, vector<int>& pridaneKotuce) {

if (deltaV < 0 || deltaV > maxKotuc * (maxKotuc + 1) / 2) {
return false;

}
// ...

/...

B-1-3 Ideme na Taru

Ako sme v zadani naznadili, v tejto tlohe sa nedd robit ni¢ iné, ako skisat vSetky moznosti (s roznymi troviiami
Sikovnosti)?.

Skasame vsetky moznosti

Prva moZnost je vyskisat naozaj vSetky moznosti. Ako ste si precitali v zadani, existuje nanajvys 10! =10-9-
8-7-6-5-4-3-2-1 moznych okruhov — mame 10 moznosti kde zacat, 9 moznosti, kam ist potom, atd, az kym
nam neostane posledné nenavstivené miesto, z ktorého sa vratime na zaciatok.

Kazdy okruh si vieme zapisat ako permutdciu ¢isel od 1 po 10, t.j. ako postupnost ¢isel, v ktorej sa kazdé cislo
od 1 po 10 objavi prave raz.

Postupnosti, to znie povedome! Mozete si spomeniit, Ze v zadani ste dostali uzitoény ndvod na prechadzanie cez
vSetky permutécie.

Takto dostaneme nasledovny algoritmus: pomocou vhodnej knizni¢nej funkcie si pre kazdy mozny okruh (zaci-
najic okruhom (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)) vyskusame, ¢i sa nim dé prejst (teda existuju prechody medzi kazdymi
dvoma susednymi miestami), a kolko takéto prejdenie trva. Vzdy, ked bude aktudlny okruh kratsi ako doteraz
najkratsi vyskasany okruh, aktualizujeme si doterajsi najkratsi okruh.

Kedze polia vo vécsine rozumnych programovacich jazykoch zac¢inaji nultym indexom, v implementacii sme si
miesta precislovali od 0 po 9.

Listing programu (Python)

from itertools import permutations

n = int (input()) # keby sme chceli vSeobecné n, inak n = 10
t = [list(map(int, input().split())) for _ in range(n)]
postupnost = [i for i in range(n)]

najlepsi = None

for permutacia in permutations (postupnost) :
cas = 0
# spoéitame, &i sa okruh da prejst’, a ak &no, za ako dlho
for 1 in range(n):
if t[permutacial[i - 1]][permutacial[i]] < O:

2Ak by ste ndhodou prisli na riesenie ktoré funguje v ¢ase polynomidlnom od poétu vrcholov, ¢akd vas sldva a milién dolarov
https://en.wikipedia.org/wiki/P_versus_NP_problem
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cas = -1
break
cas += t[permutaciali - 1]][permutacial[i]]
if cas >= 0 and (najlepsi == None or najlepsi[0] > cas):
najlepsi = (cas, permutacia)
if najlepsi == None:
print ("ziadny, okruh_neexistuje")
else:
print ("{}\n{}".format (najlepsi[0], "_.".join([str(a + 1) for a in najlepsi[1l]])))

O nieco lepsie

Ako toto riesenie zrychlit? Klucové pozorovanie je, ze v predchadzajicom rieSeni kazdy z okruhov skisame az
10-krat.

Preco? Pozrime sa na mensi priklad, povedzme s troma miestami. Ak mame okruh (3,1,2), tento okruh ma
vlastne rovnakd dizku ako okruhy (1,2,3) a (2,3,1). Ak totiz prechddzame okruznu trasu, nas celkovy cas
nebude zavisiet od toho, kde za¢neme.

Okruznt cestu cez véetkych 10 miest teda vieme vZzdy zacat na mieste ¢islo 1. (KaZdy iny okruh si vieme posuniit
tak, aby zadinal na mieste 1, a ako sme si vySSie rozmysleli, nezmenime tym jeho celkovy cas.)

Zrazu nas zaujima len poradie ostatnych deviatich miest. A tychto poradi je dokopy len 9!, takze budeme skusat
desatkrat menej moznosti ako v pévodnom rieseni. Toto riesenie nam vie ziskat az osem bodov.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<vector<int> > t(n, vector<int>(n));
for (int 1 = 0; 1 < n; 1 ++) {
for(int j = 0; j < n; J ++)
cin >> t[i][3];
}

// zacneme s P = {1,2,..., n-1}
vector<int> P;
for (int 1 = 1; i < n; i ++) P.push_back(1i);
vector<int> najlepsi_okruh = {};
int najlepsi_cas = -1;
do {
// spocitame ci je P validny okruh, a ak ano, kolko trva
if (£[0]([P[0]] < O || t[P[n - 2]][0] < 0) continue;
int cas = t[0][P[0]] + t[P[n - 2]][0];
for (int 1 = 0; 1 < n - 2; i ++) {
if (L[P[Li]][P[1 + 1]] == -1) |
cas = -1;
break;

if (cas < 0) continue;

// skontrolujeme, ci je P doteraz najlepsi okruh

if (cas < najlepsi_cas || najlepsi_cas < 0) {
najlepsi_okruh = P;
najlepsi_cas = cas;
}
} while (next_permutation(P.begin(), P.end()));

if (najlepsi_cas < 0) {
cout << "ziadny, okruh neexistuje\n";
}
else {
cout << najlepsi_cas << endl;
cout << 1;
for (int 1 = 0; i < n - 1; i ++) cout << "_" << najlepsi_okruh[i] + 1;
cout << endl;
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Backtracking, alebo skiiSame len vSetky pripustné moznosti

Ako by sme toto rieSenie mohli (v niektorych pripadoch) zlepsit? Ako si ukédZeme, stdle sa bude jednat o skisanie
vsetkych postupnosti, ale budeme to robit trochu ina¢. RieSenie budeme zostrojovat postupne, cestu po ceste,
a budeme skusat len také moznosti, ktoré sa naozaj daji prejst.

Co tym myslime? Pozrime sa napriklad na posledny vzorovy vstup v zadani, v ktorom je pomerne vela nepre-
jazdnych chodnikov. Napriklad v nom nevieme ist priamo z miesta 1 do miesta 4. VSetky okruhy, ktoré zac¢inaju
1,4, ..., st teda neplatné! Takych okruhov je az 8!, ¢ize az devéitina zo vSetkych moznosti skuisanych v druhom
rieseni. A to nie je jedind neprejazdnda priama cestal

Ako by sme mohli neskuisat vSetky postupnosti, o ktorych uz z prvych krokov vieme naisto povedat, ze nevedu
k platnému rieseniu? Podme opustit knizni¢né funkcie a zacat sktusat postupnosti trochu inak.

Zacat staci (ako sme si uz vyssie ukdzali) na mieste 1. Teraz mame 9 moznosti, kam {st dalej. Skiisime postupne
vsetky. Ak na nasu aktualnu volbu druhého navstiveného miesta neexistuje z prvého miesta priama cesta, dalej
uz tuto moznost neskisame. Ak takato cesta existuje, tak pokracujeme. Teda opéit vyskiasame vSetky moznosti,
kam ist v dalSom kroku, a opét rovno zahodime tie, do ktorych sa nevieme dostat.

Ako si to implementujeme? Pomocou rekurzie.

Budeme mat funkciu najdi_okruh(postupnost), ktorej dime zaciatok okruhu, a ona nadm vrati najkratsi okruh
ktory zacina touto postupnostou. Vo funkcii si prejdeme vSetky nenavstivené miesta (mézeme mat pomocni
premennd, v ktorej si pamétdme, ktoré vrcholy nie st v aktudlnej postupnosti), a ak je i-te miesto nenavstivené a
z posledného miesta v aktudlnej postupnosti existuje cesta do i, priddme si 7 na koniec postupnosti a rekurzivne
zavolame funkciu najdi_okruh(postupnost + [i]).

Zo v8etkych vyskuSanych okruhov vyberieme a vrétime ten najkratsi z nich (ak nejaky existuje).

Ak funkciu zavolame s postupnostou, v ktorej sme navstivili vSetky vrcholy, potom namiesto dalsieho skusania
overime, ¢i je tento okruh naozaj okruh (teda ¢i existuje aj cesta z posledného prvku postupnosti naspat do
prvého), a ak dno, spocitame si, kolko ¢asu prave zostrojeny okruh zaberie.

Napokon, na zaciatku ndm stacéi zavolat najdi_okruh([0]) — kedze ako sme si uz ukézali, ak nejaky okruh
existuje, vzdy vie byt posunuty, aby zac¢inal v prvom mieste. (Pripominame, Ze v programe miesta ¢islujeme od
nuly.)

Takto naozaj vyskusame vSetky moznosti: ak nejaky okruh existuje, vsetky cesty v okruhu musia byt prejazdné,
takze sa k nemu pri skisani urcite dostaneme.

Listing programu (Python)

int (input ()) # keby sme chceli vSeobecné n, inak n = 10
[list (map (int, input().split())) for _ in range(n)]

n =
t =
# vrcholy ktoré nie st v aktudlnom okruhu
pouzite = [False for _ in range(n)]

cnt = 0
cnt_dead_ends = 0

def najdi_okruh (postupnost) :
# ak su v postupnosti vSetky miesta, vyhodnotime
if len(postupnost) == n:
cas = 0;
for i in range(n):
# ak najdeme neprejazdni cestu, tento okruh nefunguje
if t[postupnost[i-1]] [postupnost[i]] < O:
return None
cas += t[postupnost[i-1]] [postupnost[i]]
return (cas, postupnost.copy())
# inak hl’adéme, kde d’alej
najlepsi = None
for 1 in range(n):
if not pouzite[i]:
if t[postupnost[-1]][i] >= 0:
# nasli sme prechodni cestu na miesto,
# ktoré este nie v postupnosti,
# vlozime ju do postupnosti,
# zapamidtdme si, Ze sme ju pouzili
postupnost.append (i)
pouzite[i] = True
vysledok = najdi_okruh (postupnost)
# funkcia ndm vrati najleps$i okruh ktory nasla,
# (alebo Ze taky neexistuje)
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# vratime postupnost’ do pdvodného stavu
pouzite[i] = False
postupnost.pop ()
# porovname vysledok s doteraz najlepsSou postupnost’ou
if vysledok != None:
if najlepsi == None:
najlepsi = vysledok
elif najlepsi[0] > vysledok[0]:
najlepsi = vysledok
return najlepsi

pouzite[0] = True
vysledok = najdi_okruh([0])
if vysledok == None:
print ("ziadny_okruh_neexstuje")
else:
print ("{}\n{}".format (vysledok[0], "_".join([str(a + 1) for a in vysledok[1]])))

Vieme tento pristup este dalej zlepsit? Zatial sme sa pozerali len na to, ¢i po okruhu vieme alebo nevieme
prejst. Vieme vylucit aj iné moznosti? Vsimnime si, Ze nas zaujima len najrychlejsi okruh. Predstavme si, ze
by sme si do funkcie najdi_okruh() posielali dva parametre: aktudlnu postupnost miest a cas, za ktory sa da
tato konkrétna postupnost miest prejst (bez toho, aby sme sa vracali na za¢iatok). NavySe si eSte niekde mimo
rekurzie budeme pamétat, aky najrychlejsi kompletny okruh sme doteraz videli.

Ak méame préve zostrojeni postupnost miest, ktori uz samu o sebe trvé prejst dlhsie nez cely aktuédlny najkratsi
okruh, neoplati sa dalej skuisat: akykolvek okruh zacinajici touto postupnostou miest musi trvat dlhsi cas
ako aktualne najkratsi okruh, takze nemoéze byt riesenim, ktoré hladame. Tieto postupnosti teda vieme rovno
zahodit!

Ako implementujeme toto riesenie? Podobne ako to predchidzajice, len si niekde chceme pamétat, aké naﬂepsne
rieSenie sme videli. Jedna z moznych implementécii (dole) si tiito hodnotu paméta v globdlnej premennej.*
Inak je riesenie velmi podobné tomu predchddzajicemu: ked zavolame funkciu najdi_okruh(postupnost, cas)
prejdeme cez vSetky doteraz nepouzité miesta, pozrieme, ¢i nimi vieme predfiit’ postupnost, a ¢i prejdenim tejto
cesty bude tato postupnost miest stale rychlejsia ako doteraz najrychlejsi okruh. Ak éno, rekurzivne zavolame
najdi_okruh() pre prediZzent postupnost.

Ako predtym, ak zavolame funkciu s postupnostou, v ktorej sme navstivili vSetky vrcholy, tak namiesto dalsieho
sktsania overime, ¢i je tento okruh naozaj okruh (teda ¢i existuje cesta spét do prvého prvku postupnosti).
Ak 4no, spocitame si, kolko ¢asu ndm prave zostrojeny okruh zaberie, a skontrolujeme, ¢i sme prave nezlepsili
doteraz najlepsie ndjdené riesenie.

Listing programu (Python)

int (input ()) # keby sme chceli vSeobecné n, inak n = 10
[list (map (int, input () .split())) for _ in range (n)

n =
t =
# vrcholy ktoré nie st v aktudlnom okruhu

pouzite = [False for _ in range(n)]

# (zatial’) najlep$i okruh a &as za ktory ho prejdeme
najlepsi = None

def najdi_okruh (postupnost, cas):
global najlepsi
# ak sui v postupnosti vSetky miesta, vyhodnotime

if len(postupnost) == n:
if t[postupnost[-1]] [postupnost[0]] < O:
return
cas += t[postupnost[-1]] [postupnost[0]];
if najlepsi == None or cas < najlepsi[0]:
najlepsi = (cas, postupnost.copy())
return

# inak hl’adéme, kde d’alej
for 1 in range(n):
if not pouzite[i]:
if t[postupnost[-1]1]1[1i] >= 0O:

# nasli sme prechodnt cestu na miesto,
# ktoré esSte nie v postupnosti,
# vlozime ju do postupnosti,
# zapamdtame si, Ze sme ju pouzili
postupnost.append (i)
pouzite[i] = True

3Na rozdiel od predchadzajiceho algoritmu tu nasa funkcia ni¢ nevracia, doterajsi najlepsi mozny okruh si paméitidme ako
globalnu premenni. Keby ste ale chceli, mohli by ste program modifikovat tak, aby najlepsi ndjdeny okruh vracal ako vysledok
funkcie. A naopak, predchidzajici program sa d4 modifikovat tak, aby si vysledok rovno zapisoval do globdlnej premennej.
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if najlepsi == None or cas + t[postupnost[-2]][i]
najdi_okruh (postupnost, cas + t[postupnost[-2]

# vratime postupnost’ do pdvodného stavu

pouzite[i] = False

postupnost.pop ()

< najlepsi[0]:
10i])

pouzite[0] = True
najdi_okruh ([0], 0)
if najlepsi == None:
print ("ziadny,okruh_neexstuje"
else:
print ("{}\n{}".format (vysledok[0], "_".join([str(a + 1) for a in vysledok[1]])))

Ako rychle su tieto zlepSienia v skutoc¢nosti? Pozrime sa na posledny vzorovy vstup v zadani.

Riesenie za osem bodov vyskusa v tomto pripade 9! = 362 880 moznosti.

Pri prvom zlepSen{ vyskisame 67 872 okruhov a dostaneme sa do 40 341 slepych ulic¢iek (teda postupnosti, ktoré
zahodime a dalej neskisame), teda pocet prezeranych moznosti sme zmensili priblizne na tretinu.

No a pri nasom druhom zlepseni, kde prestaneme hladat aj vtedy, ak ndm uz zostrojend cast okruhu trva prilis
dlho, vyskisame iba 127 okruhov a dostaneme sa do 19175 slepych ulic¢iek. To je priblizne 20-nésobné zlepsenie
oproti skisaniu vsetkych 9! okruhov!

Samozrejme, takéto zrychlenie nedostaneme vzdy. Stale existuju vstupy, pre ktoré aj toto vylepsené riesenie
postupne zostroji a prezrie tplne vSetkych 9! moznych okruhov. Ale stédle sa oplati poznat a vediet pouzivat
takéto optimalizacné techniky. Redlne cestné siete st napriklad velmi riedke — z kazdého miesta existuji cesty len
na maly pocet okolitych. V takychto situdcidch bude nase vylepsSené rieSenie omnoho efektivnejsie ako prezeranie
uplne vsetkych permutécii.

A uz len pozndmka na zdver, tato technika rekurzivne skuSania vSetkych moZnosti (a odrezdvania nevyhovu-
jucich) sa vold backtracking (po slovensky tiez niekedy prehladdvanie s ndvratom), a d4 sa pouzit na pomerne
siroké spektrum fazkych problémov.

B-1-4 Svetielkové kdédovanie

Nasou prvou tlohou je vymysliet Tubovolné fungujice kédovanie, ktoré umozni Alici a Hanke kédovat zadané
casy stretnutia. Inspirovat sa moézeme napriklad digitdlnymi hodinkami. Tie predsa vedia zobrazovat Iubovolny
cas dna pomocou displeja, ktory je vlastne len mriezka pixelov, ktoré sa bud rozsvietia, alebo ostanti zhasnuté.
Ak si povieme, Ze jedna cifra zaberd 3 stfpce, medzi kazdymi dvoma ciframi je medzera a medzi hodinami a
mindtami je peknd dvojbodka, potrebujeme 3+1+3+14+14+1+3+14+3 =17 stipcov, teda mriezku 17 x 17.
Zakodovanie ¢asu 15:38 potom moze vyzerat nasledovne, pricom # zobrazuje rozsvietené svetielko.

#it# #it# HH##
# # ###
#H## #it# HH#H

## ##HH#
HH#H# HH## HH#H#

Takéto riesenie je vSak velmi neefektivne. Pozrime sa na to, ¢o kédujeme zbytocne. Napriklad vsetky dvojbodky
a medzery sice robia kédovanie ovela prehladnejsie, zaberaji vSak zbytocéne vela miesta, ktoré sa nikdy nemend.
A posielat informéaciu, ktora je stale rovnaka je nieco, ¢oho sa chceme pri kdédovani zbavit, pretoze ak je to
nemenné, druhd strana si to vie doplnit. Ak by teda Alica poslala kéd

HERHHHHHH
## ## #
HHSHHBRHHH
# # ## #
HESHH B H

Hanka by si vedela sama doplnit medzery za kazdou trojicou StIpCOV a opéat precitat povodna spravu. Akurat
teraz nam staci mriezka 12 x 12.
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Dalsia nemennd vec je prva cifra. Kedze Alica s Hankou potrebuji kédovat iba ¢asy od 14:00 po 18:00, prvi
cifru mézeme vynechat, lebo obe vedia, Ze to musi byt ¢islo 1.

Druha cifra je tiez pomerne obmedzend, moéze to byt bud 4, 5, 6, 7 alebo 8, ¢ize jedna z piatich moznosti. My
na jej kédovanie pouzijeme az 3 x 5 = 15 svetielok. Namiesto toho by Alica s Hankou mohli zobrat prvy stipec
mriezky a dohodntt sa, ze prvé svetielko bude svietit ak je ¢as 14:XX, druhé ak je cas 15:XX, atd. az po piate
svetielko reprezentujice 18:XX.

Na kédovanie nam zrazu staci mriezka 7 x 7 a Cas 15:38 by vyzeral nasledovne:

#HHH#H
# ## #
HEHHHH

## #
HHHHHH

Pocitanie moznosti

V predchadzajicej Casti sme jednoduchy vizudlny sposob kédovania postupne upravovali do efektivnejsej podoby.
Stratili sme tym na citatelnosti, t4 vSak nikdy nebola dolezitd. Jediné, co je dolezité je dohoda Alice a Hanky.
A tie s schopné si zapamétat Tubovolné pravidla.

Podobne, ako prvému stlpcu priradili vyznam podla toho, ktoré svetielko sa rozsvieti, mohli by to spravit pre
lubovolny z ¢asov. Napriklad sa mézu dohodnit, ze ak svieti prvé svetielko, znamena to ¢as 14:00, ak druhé, je
to Cas 17:28, ak tretie, tak 15:15, a tak dalej. Vsimnite si, ze v tom nepotrebuji mat dokonca ziaden systém,
staci, ze sa dohodnu na jednotnej interpretacii.

A taktiez nemusia pouzivat len jedno svetielko. Napriklad ak svieti cely prvy riadok, moze to znamenat Cas
14:01, ak svieti vSetko okrem lavého horného rohu, ide o ¢as 14:07, a podobne.

Medzi 14:00 po 18:00 je dokopy 4 - 60 + 1 = 241 mintt. Alici a Hanke teda bude stacit, ak si ako pomocku
pre kédovanie a dekédovanie ¢asov spravia velku tabulku s 241 riadkami, pricom v kazdom riadku bude jeden
z moznych ¢asov a jemu prislichajice rozsvietenie displeja.

A tu sa dostdvame k jednoznacnosti. Uvedomme si, ze kazdé z uvedenych zobrazeni displeja musi byt rézne. Ak
by totiz dva z nich vyzerali rovnako, Hanka by sa pri ¢itani spravy nevedela jednoznacne rozhodnit, ktory cas
jej Alica zakddovala.

Zoberme si mriezku 2 x 2. Na obréazku nizsie st zobrazené vsetky moznosti, ako méze takito mriezka vyzerat.
Vidime, ze ich je iba 16. To je ale primalo na to, aby vedeli kazdému z 241 moznych c¢asov priradit inak
rozsvieteny displej. Takyto maly displej im teda v ziadnom pripade nemdze stacit.
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Kolko moznosti zobrazenia mé mriezka 3 x 37 Uvedomme si, ze kazdé svetielko mdze byt v dvoch réznych
stavoch — vypnuté alebo zapnuté. A tieto svetielka si navzdjom nezavislé. Pri jednom svetielku mame teda 2
moznosti. Pri dvoch svetielkach st moznosti 2 x 2 = 4, pri troch ich je 2 x 2 x 2 = 8, a tak dalej. Kazdé dalsie
svetielko ndm pocet moznosti zdvojnasobi. Inymi slovami, displej s n svetielkami sa da rozsvietit 2" sposobmi.
V naSom pripade mame 9 svetielok, pocet roznych rozsvieteni je teda 2? = 512. KedZe toto ¢islo je vicsie ako
241, takto velkd mriezka bude Alici a Hanke postacovat.

K rieseniu tejto tlohy dokonca nepotrebujeme ani priamo popisat nejaky konkrétny sposob kdédovania. Staci
nam povedat, ze Alica s Hankou si vybert spomedzi 512 moznych rozsvieteni mriezky 3 x 3 ITubovolnych 241
navzajom roznych a kazdému priradia jeden z moznych casov.

Na konci tohto vzorového riesenia vsak uvedieme aj jeden mozny a konkrétny spdsob, akym by mohli k tomuto
priradeniu pristipit.

Detekcia chyby

V poslednej podilohe mame vymysliet taky kod, ktory navySe pomoze Alici a Hanke detegovat, ak nastane
chyba na jednom svetielku a to sa rozsvieti ak malo ostat vypnuté alebo naopak.

Ko6d musi byt navrhnuty tak, aby Hanka vedela nejakym spdsobom uréit, ¢i je prijaty kéd v poriadku. Naj-
jednoduchsou moznostou je poslat spravu v dvoch kopidch vedla seba. Ak totiz nastane jedna chyba, t4 sa
objavi iba v jednej kopii. Hanka teda bude moct porovnat obe kopie a ak sa nezhoduju, vie Ze sa prenos pokazil.
(Vsimnite si, Ze nevie zistit, ktord kopia je spravna, jej vSak podla zadania staci len zistit, Ze chyba nastala.)
Na zakédovanie 241 moznosti staci 8 svetielok, pretoze tie mézu byt rozsvietené 28 = 256 réznymi spdsobmi.
Alica s Hankou si preto moézu zobrat mriezku 4 x 4 a dohodnit sa, ze prvé dva riadky budd kédovat ¢as (podla
Tubovolnej konkrétnej, nimi vopred dohodnutej tabulky) a zvy$né dva riadky budi képiou tych prvych.

Ked Hanka rozvieti mriezku a zisti, ze vrchné dva riadky sa nezhoduji so spodnymi dvoma riadkami, vie, ze
nastala chyba. A ak sa zhodujud, odéita z vrchnych dvoch riadkov spravny cas.

Poktisme sa teraz vymyslief Sikovnejsie rieSenie, ktoré nebude musief na detekciu jedinej chyby prenédsat cela
druht képiu spravy. Nestacil by ndm na nejakta formu kontroly mensi pocet svetielok navyse? Ukaze sa, ze ano.
Stacilo by nam n&jst nejaku vlastnost spravy, ktora sa urcite zmeni pokazenim Iubovolného jedného svetielka
a Hanka ju bude vediet skontrolovat.

Takou vlastnostou je naprikad pocet rozsvietenych svetielok spravy. Samozrejme, ten Hanka dopredu nepozna,
kedZe rozne spravy mozu rozsvietit rozny pocet svetielok. S Alicou by sa vSak mohla dohodnit, Ze kazda poslana
sprava sa bude skladat z dvoch ¢asti — najskor pomocou niekolkych svetielok Alica zakéduje Cas stretnutia a
potom pomocou dalsich posle Hanke informéciu o tom, kolko svetielok mé v prvej casti svietit.

Bez ohladu na to, v ktorej Casti nastane chyba, nebudu tieto dve cCasti navzdjom korespondovat a Hanka to
bude vedief zistit.

No a to sme uz len krok od vzorového riesenia. Este jednoduchsou vlastnostou, ktora sa pokazenim jedného
svetiela zmeni, je parita poctu rozsvietenych svetielok.

Spominali sme si, Ze na poslanie ¢asu od 14:00 po 18:00 potrebuju Alica s Hankou 8 svetielok (lebo 2% > 241).
Pre tieto Casy a 8 svetielok sa teda dohodnt na kddovani rovnako ako v prvej podulohe. V mriezke 3 x 3 maju
este jedno svetielko navySe. Dohodnt sa, Ze to Alica nastavi tak, aby celkovij pocet rozsvietenych svetielok na
mriezke bol parny. Ak teda kéd konkrétneho ¢asu pouziva neparny pocet svetielok, Alica rozsvieti aj toto deviate
svetielko, inak ho necha vypnuté.

Hanka preto vie, ze korektne rozsvieteny displej musi obsahovat parny pocet rozsvietenych svetielok. [lubovolna
chyba jedného svetielka tiuto vlastnost pokazi. Ak teda Hanka vidi neparny pocet rozsvietenych svetielok, vie,
7e sprava je pokazend.

Binarny kod

Jednym moznym kédovanim, ktoré sa da vyuzit na poslanie ¢asu, je binarny kéd. Notoricky zndme je, Ze pocitace
) ) )
pracuji len s 0 a 1, ¢o je samozrejme obrovské zjednodusSenie*, nie vSak tplne nespravne. Na tplne najnizsej

4Ktoré vyplyva z toho, ze poéitaé skladdme z mnozstva stéiastok, ktoré vedia rozlisovat dva stavy — nizke (0) a vysoké (1)
napatie.
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urovni pocitace naozaj vedia efektivne pracovat s dvoma hodnotami.

Pri beznom pocitani pouzivame desiatkovi sustavu — jednotky, desiatky, stovky a tisicky st mocniny ¢isla 10,
pri zapise ¢isla vyuzivame cifry 0 az 9 a pozicia cifry urcuje pouzitd mocninu. Bindrny kod je vlastne dvojkova
stistava, ktord pouziva mocniny &sla 2 a cifry 0 a 1. Cislo 10011 v dvojkovej stistave preto vieme v desiatkovej
stistave interpretovat ako 1-2% +0-234+0-22 +1-2! +1-20 =19,

D4 sa Tahko ukazat, Ze pomocou dvojkovej sustavy vieme jednoznacne reprezentovat lubovolné prirodzené ¢islo.

No a pre potreby Alice a Hanky je toto velmi uzito¢né, lebo svetielka na ich mriezke sii velmi dobré na repre-
zentovanie hodnot 0 (vypnuté) a 1 (zapnuté). Alica s Hankou sa teda dohodnt, ktoré svetielko zodpoved4 ktorej
mocnine dvojky — napriklad po riadkoch zlava doprava zac¢ntc 2° vlavo hore a pokracujic az po 2% vpravo
dole (pri mriezke 3 x 3. Vdaka tomu si vedia poslat v bindrnej stistave zakédované lubovolné ¢islo od 0 po
29 — 1 = 511. Nésledne sa dohodnii, Ze poslané ¢slo bude reprezentovat pocet minit od 14:00. Ak sa teda
chet stretnif v ¢ase 15:38, musia poslat hodnotu 98 ¢o je v dvojkovej sustave 1100010. Ich mriezka by preto
vyzerala nasledovne (vSimnite si, Ze najpravejsia cifra je v nasom kédovani vlavo hore).

A ak by nielen prenagali ¢as ale chceli pouzit aj vyssie popisani techniku na detekciu moznej jednej chyby,
musela by Alica este rozsvietit aj svetielko v pravom dolnom rohu, aby dokopy svietilo parne vela svetielok.
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